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El poder de las matematicas

El que domina las matemdticas
piensa, razona, analiza y por ende
actia con légica en la vida cotidiana,
por lo tanto, domina al mundo.

ING. ARTURC SANTANA PINEDA






Prefacio

1 Colegio Nacional de Matematicas es una institucion que, desde su fundacion, ha impartido

cursos de regularizacion en las areas de Matematicas, Fisica y Quimica, con resultados altamente

satisfactorios. Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda,
decidi6 plasmar y compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos
afios y cuyo principio fundamental es que la persona que aprende matematicas, piensa, razona, analiza y por
tanto actila con logica.

A través de esta institucion y sus docentes, se ha logrado no solo resolver el problema de reprobacion
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacion sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es facil aprender matematicas y que puede incluso dedicarse a ellas. De ahi que jovenes
que han llegado con serios problemas en el drea, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin.

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucion
para que conjuntamente escriban un libro que lgjos de presunciones formales, muestre la parte practica que
requiere un estudiante al aprender matematicas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
en el aula,

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mas basica posible, solo se
abordan los conceptos basicos para que el estudiante comprenda y se gjercite en la aplicacion de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendra la referencia
para resolver los gjercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido. Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargo, la practica puede lograr que este razonamiento se dé mas rapido y sin tanta dificultad.

Estructura

El libro estd formado por 17 capitulos, los cuales llevan un orden especifico tomando en cuenta siempre
que €l estudio de las matematicas se va construyendo, es decir, cada capitulo siempre va ligado con los
conocimientos adquiridos en los anteriores,

Cada capitulo estd estructurado a base de teoria, ejemplos y ejercicios propuestos. Los ejemplos son
desarrollados paso a paso, de tal forma que el lector pueda entender el procedimiento y posteriormente
resolver los ejercicios correspondientes. Las respuestas a los ejercicios se encuentran al final del libro, de tal
forma que el estudiante puede verificar si los resolvié correctamente y comprobar su aprendizaje, Por otro
lado, en algunos capitulos aparece una seccion de problemas de aplicacion, la cual tiene como objetivo hacer
una vinculacion con casos de la vida cotidiana en donde se pueden aplicar los conocimientos adquiridos en
cada tema,

Como recomendacion se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética y algebra que
se encuentran al final del libro, para que ¢l lector haga un diagndstico de sus conocimientos en dichas areas
los cuales son fundamentales para poder iniciar el aprendizaje de la Geometria y la Trigonometria. De tener
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algin problema con dichos ejercicios se recomienda retomar los temas correspondientes y consultarlos en el
libro de aritmética y digebra publicado por la misma editorial.

En el primer capitulo se dan las definiciones basicas de Geometria y algunas notaciones que se utilizardn
en el desarrollo de los siguientes temas como son: recta, segmento de recta, arco, entre otros, En el segundo
capitulo, se estudian los dngulos y sus generalidades.

El tercer capitulo estudia las rectas paralelas y perpendiculares, asi como las rectas paralelas cortadas por
una secante, En el capitulo cuatro, se estudian los tridngulos y sus generalidades. Se continia en el siguiente
apartado con cuadriliteros, mientras que en el capitulo seis, se analizan los poligonos en forma general
(dngulos interiores y exteriores, diagonales, etc.). El capitulo siete corresponde a transformaciones (escala,
rotacion, simetria axial, simetria central).

La circunferencia, sus elementos, rectas notables y otras generalidades de ésta, se estudian en el capitulo
ocho. En los capitulos nueve y 10 se estudia el perimetro y drea de figuras geométricas en el primero y
volumen en el segundo,

En los capitulos 11 y 12 se comienza con el estudio de la Trigonometria. Se dan los conceptos de
funciones trigonométricas en un triangulo rectingulo y valores para distintos angulos, para estos capitulos
se agregan las tablas de funciones trigonométricas que encontrara en la parte final del libro. En el capitulo
13 se analizan las graficas de dichas funciones, Las distintas identidades trigonométricas se contemplan en
el capitulo 14.

En los dos capitulos siguientes, se estudia la resolucion de triangulos rectangulos y oblicuangulos,
mspectivamente. La parte de Trigonometria termina en el capitulo 17 el cual comesponde a la forma
trigopnométrica de los nimeros complejos.
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CAPITULO ]

CONCEPTOS BASICOS

METREN, “MEDIR")
LOS SEIS LIBROS

FRIMEROS DELA GEOMETRIA
DE EVCLIDES
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Los seis libros primeros de la geometria
de Enclides

Geometria (del griego geo, “ti

acio. En su forma més elemen-
tal, la geometria se ocupa de problemas
métricos como el célculo del érea y dié-
mefro de figuras planas y de la superti-
cie y volumen de cuerpos sélidos. Ctros
campos de lao geometria son la geome-
fria analitica, geomefria descriptiva, fo-
pologia, geometria de espacios con 4
o mas dimensiones, geometria fractal y
geometria no euclidea.

Geometria plana

Rama de la geometria elemental que es-

ama de los matemdticas que se
ocupa de los propiedades del es-

wudia las propiedades de superficies y figuras planas, como el frigngulo o
el circulo. Esta parte de la geomelria fambién se conoce como geometria
euclidea, en honor al matemdtico griego Euclides, el primero en esiudiarla
en el siglo IV a.C. Su extenso fratado Los seis libros primeros de la geome-
fria se mantuvo como texio aulorizado de geometria hasta la aparicion de
las llomadas geometrias no Euclideas en el siglo XIX.




1 Carituio

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Conceptos bésicos
Antes de iniciar el estudio de la geometria y trigonometria, analizaremos algunos conceptos bisicos:

Geometria. Rama de las matemdticas que estudia las propiedades, las formas y las dimensiones de figuras y
Cuerpos geomeétricos,

Punto. Segiin Euclides: “Punto es lo que no tiene partes”, para evitar confusiones al dar una definicién mdis
compleja sélo diremos que la idea de punto, nos la da la marca que deja un ldpiz sobre el papel, tan pequefia que
carece de dimensidn.

Linea recta. Sucesitn infinita de puntos que tienen la siguiente forma:

< >
A B
Recta AB

Semirrecta. 5i se fija un punto C en una recta, al conjunto de puntos que le signen o preceden se le llama semirrecta.

@ > .
c D Semirrecta CD

Segmento, Porcitn de recta limitada por 2 puntos no coincidentes,

< & & >
A C D B
Segmento CD

Curva. Es aquella linea que no tiene partes rectas.

/—\A B
A
Arco. Porcitn de curva limitada por 2 puntos no coincidentes.
‘/g/"‘ﬂ\g‘ Ans AR

Figura geométrica. Extensién limitada por puntos, lineas y superficies.

OO L=

Cuerpo sélido. Fs todo aquello que ocupa un lugar en el espacio y posee longitud, anchura y altura.

A &2

P

o

Proposicién. Enunciado que nos propone algo y que por tanto se puede calificar como falso o verdadero.



Carituio 1§

Conceptos basicos

Axioma. Proposicitn evidente que no requiere demostracidn,

Ejemplos
Dos puntos diferentes determinan una recta y s6lo una.
Sobre cualquier recta hay al menos 2 puntos diferentes,

Postulado. Proposicién cuya verdad aunque no tenga la evidencia de un axioma se admite sin demostracitn.

Ejemplos
Dos rectas determinan un punto y sélo uno,
Siempre es posible describir una circunferencia de centro y radio dado,

Teorema. Proposicién cuya verdad necesita demostracién,

Ejemplos
Dos éngulos opuestos por el vértice son iguales.
La suma de los dngulos interiores de todo tridngulo son 180°,

Corolario. Proposicion que es consecuencia inmediata de otra,

Ejemplo
Del postulado de Euclides: “Por un punto exterior a una recta, pasa una sola paralela a dicha recta”. Se obtiene el
siguiente corolario; “Dos rectas paralelas a una tercera, son paralelas entre sf”,

Lema. Proposicitn que sirve para facilitar la demostracitn de un teorema,

Ejemplos
Toda linea poligonal convexa es menor que cualquier otra linea envolvente que tenga los mismos extremos.

Un édngulo no nulo y no llano divide al plano en 2 regiones, de tal suerte que en una y s6lo una de las regiones,
2 puntos cualesquiera siempre pueden unirse por un segmento que no interseca ninguna de las 2 semirrectas que
forman el dngulo,
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CAPTULO 2
ANGULOS
—— s un sistema de numeracién posi-
o . cional que emplea la base sesenta.
B ™ Tovo su origen en la antigua Babi-
lonia
N ‘ Definiciones de dngulos del libro A diferencia de la mayoria de los demas
Los elementos de Euclides sistemas de numeracion, el sexagesimal

no se usa mucho en la computacién ge-
neral ni en la logica, pero si en lo medicién de dngulos y coordenadas
geométricas. la unidad esidndar en sexagesimal es el grado. Una circun-
ferencia se divide en 360 grados. Las divisiones sucesivas del grado dan
lugar a los minutos de arco (1 /60 de grado y segundos de arco (1/60
de minuto).

Quedan vestigios del sistema sexagesimal en la medicién del fiempo. Hay
24 horas en un dia, 60 minutos en una hora y 60 segundos en un minuto.
las unidades menores que un segundo se miden con el sislema decimal.
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Definicién
Un dngulo es la abertura comprendida entre 2 semirrectas que tienen un punto en comiin, llamado vértice,
C
Lado final
A 4 iR
Lado inicial

El dngulo se representa como £ A, £ BAC, 4, o con letras del alfabeto griego. Si un éingulo se mide en sentido con-
trario al movimiento de las manecillas de unreloj, entonces es positivo, si se mide en el mismo sentido entonces serd
negativo,

Medidas

Los dngulos se miden en grados o radianes de acuerdo al sistema,

Sistema sexagesimal

Este sistema de medir dngulos es el que se emplea normalmente: la circunferencia se divide en 360 partes llamadas
grados, el grado en 60 partes llamadas minutos y el minuto en 60 partes que reciben el nombre de segundos,

1°=60; 1"=60"
Ejemplos

A continpacién se dan 3 niimeros en sistema sexagesimal;
a) 45°
by 21° 36’
¢) 135° 28" 32
Relacién de conversién
Es la relacidn que existe entre los grados, minutos y segundos de un dngulo expresado en sistema sexagesimal,

{//“tﬁ:‘\m

Grados Minutos Segundos

'\“—-Entreﬁi}-—’/ Moo Enu:ﬁn»—”’/

V\ Enwgﬁm’_///

De acuerdo con la gréfica, se establecen las siguientes condiciones de conversi6n:

© Para convertir de una unidad mayor a una menor se multiplica por 60 o 3 600, segin sea el caso.
© Para convertir de una unidad menor a una mayor se divide entre 60 o 3 600, segiin sea el caso,



CAPITULO

Angulos
EJEMPLOS
.g_ 1. @+ Convierte 19° 47' 23" a grados.
E_ | Solucién
'" Los minutos se dividen entre 60 y los segundos entre 3 600;
o * L — o £ B — o o L= o
19° 47 23" = 19° + [ﬂ] T+[_36m]n =197 4+ 0,7833° + 0,0063° = 19.7896

Por tanto, 19° 47° 23" equivalen a 19,7897°,

2 @e-Convierte 32° 12’ 15" a minutos,
Solucién
Los grados se multiplican por 60 y los segundos se dividen entre 60
2ra2vs =(32](6(]] T4 120 +[E] '=1920"+ 12" + 025" = 193225
60
Por consiguiente 32° 12" 15" equivalen a 1 932,25,
3 ®e-Convierte 45,5638° a grados, minutos y segundos,

Solucién
La parte decimal de 45,5638° se multiplica por 60 para convertir a minutos:

45,5638° = 45° + (.5638)(60") = 45° 33,828’

La parte decimal de los minutos se multiplica por 60 para obtener los segundos:
45° 33,828 = 45° 33" + (.B2BY60™) = 45° 337 49.68"

EJERCICIO 1
- Convierte los siguientes angulos a grados:
1, 40° 10°15" 3;-1°27ar 5 9297 97
2, 61° 42°21" 4, 73°40°40" 6. 98°22'45"

Caonvierte los siguientes dngulos a su equivalente en grados, minutos y segundos:

7. 40.32° 9, 18.255° 11, 19.99°
8. 61,24° 10, 29.411° 12, 44.01°
Q Verifica tus resultados en la seccién de soludiones cormespondient@ . « « s + v s o s 0 5 5 55 0 o &
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Sistema ciclico o circular

Este sistema utiliza como unidad fundamental al radifin. El radidn es el dngulo central subtendido por unarco igual a
Ia longitud del radio del circulo. Se llama valor natural o valor circular de un dngulo.

Un radidn (1 rad) equivale a 57.29° y 7 rad equivalen a 180°,

Conversién de grados a radianes y de radianes a grados

Sea § un dngulo en sistema sexagesimal (grados) y Ren el sistema ciclico (radianes), entonces para convertir:

Grados a radianes Radianes a grados

Se multiplica el nimero de grados por el factor | Se multiplica el nimero de radianes por el factor
n 180°
e impl ; £ _— impl - :
lmuysasmplﬁca esto es. - y se simplifica, esto es
T a
180 ( p
EJEMPLOS
/ ]-.I @+ Convierte 150° a radianes.
i | Solucion
iy Se multiplica 150° por el factor ﬁ%—u
: o ® |_150°m _5
1307 =150 (mu“) 180° 6

P g 5
Por consiguiente, 150° es equivalente a En‘ rad.

2 ®sConvierte a grados %n rad.
Solucién

180
Se multiplica por el factor g YE simplifica al méiximo, obteniendo:

1,,4,,[@:]: 7(1809 7 _7(1807) _, .,
4" 4"\ =& dr 4

Finalmente, %#mdequiva]cn a 315°,

10



CapiTUO 2

3 ®@e-Convierte 12° 15’ 36” a radianes,
Solucién
Se convierte a grados el 4ngulo:

12° 15" 36" = 12° + 2 + N =12° +0.25° + 0,01° = 12,26"
60 3600

La conversitn a grados se multiplica por el factor ﬁﬂ?u y se simplifica a su minima expresi6n:

1oage| 7| 1226°% _ 122%r _ 6132
““li1so°] T 180° T 18000 9000
Por tanto, 12° 15" 36" es equivalente a ;:]3;] rad.

A ®+-Expresa un dngulo 6 que mide 3 radianes en grados, minutos y segundos.
Solucién

180°
Para convertir de radianes a grados se multiplica por el factor ( - ]

o

3rad= 3[1 o ] = 171,8873°
La parte decimal se convierte en minutos,

171,8873° = 171° + (0,8873)(60") = 171° 53,238’
El nuevo decimal se convierte en segundos, entonces:

17L8873°= 171°53" + (0.23B)}(60") = 171° 53" 14,28"

Angulos

EJERCICIO 2
Transforma a radianes los siguientes dngulos:
1. 210° 8. 330°
2, 300° 9, 120°
3, 25 10, 135°
4, 450° 11, 45,237
5, 72° 12, 128.30°
6. 100° 13, 150° 36° 407
7. 30° 14, 420° 0 45"

O Varifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

11
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA
EJERCICIO 3
3 Convierte a grados sexagesimales los siguientes dngulos:
2 4 13
1. =& 4, =rm 7. == 10, 47124 rad 13,
3 3 5 "
2 Eﬂ 5 TIr 8 L;\‘r 11, 0.1683 rad 14
6 ' 12 ' '
3 1
3, E# 6, Ea‘l‘ 9, 1.5708 rad 12, 1.1201 rad
Q Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente s « « « « o ¢ o v o o0 0 o v s
Operaciones

A continuacidn se presentan las operaciones bésicas con éngulos: suma, resta, multiplicacidn y divisi6n,

EJEMPLOS
(%]
_g. 1 @« Efectia la suma de los siguientes dngolos: 29° 38" 227; 18° 47" 527; 36° 42' 37"
Eyl Solucién
iﬁ- Se acomodan en forma vertical de acuerdo a su orden:
29° 3% 227
+ 18° 47 527
36° 42° 31T
83 1277 11

Pero 1117 =1" 51
83° 127" 111" =B3° 127" + 1" 51" = 83° 128" 51"
y 128" =2° 08’
83° 128" 51" = 83" + 2° OB" 51" = 85" 08" 51"
Por tanto, el resultado es: 85° 08 517,

2 ®s-Realiza lo que se indica: Resta 24° 42’ 18” de 138° 29’ 17"
Solucion
Se acomodan en forma vertical:
138® 29" 17"
- 24° 42" 18"

Dado que 42" > 29" y 18" > 17", entonces 138° 29" 17" se transforman en
138° 29" 17" = 137° 89" 17" = 137° 88" 77"
Y se realiza la resta,
137° 88" TI"
- 24° 42" 18"
113° 46" 59"

Finalmente, se concluye que el resultadoes 113° 46" 59,

12

6.2832 rad

0.5rad



CAPITUIO 2

Angulos

3 ®e-Multiplica 73° 16’ 32" por 29,
Solucién
73 18" 32"
x 29
2117° 464' 928
El resultado que se obtiene se simplifica, al transformar los segundos a minutos:
2 117° 464° 928" =2 117° 464" + 15" 28" =2 117° 479" 28"
Y después minutos a grados:
2117° 479" 28" =2 117° + 7° 59" 28" =2 124° 59" 28"

Por tanto, el resultado es: 2 124" 59" 28",

4 ®+-Encuentra la novena parte de 165° 48 297,

Solucién
Se dividen los grados entre 9:
18"
91165° 48' 29"
3:‘
El residuo se transforma a minutos y se suma con 48,
18*°
91165° 48 29"
3°=180
28
Ahora 228’ se divide entre 9 y el residuo se transforma a segundos,
18* 25
9(165° 48 29"
3° =180
28 29
3'=180"
209"
Finalmente, 209" se divide entre 9:
18° 29 237
9|165° 48' 29"
3°=_180°
28 297
3 =180"
209"
2"

13
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GECMETRIA ¥ TRGONOMETRIA
EJERCICIO 4
Efectiia las siguientes operaciones:
1. 40° 30" 18" B. 35° 28"
+15° 168" 327 x 25
2, 25° 307 9. 25°35 254"
+15° 12' 45" x 15
3, 3642 28 10, 25° 13" 42"
+ 10° 23" 407 X 9
2¥13 25"
4, 180" 11, 26118° 23
—120° 40" 157
5. 213° 25 13" 12, 81125°30° 25"
o lmu 1?, 25"
6. 90° 13, 121 40° 200 167
—14° 15" 38"
7. 14°30° 15 14, 141 185° 34" 127
¥ 17

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente 4

Clasificacién de acuerdo con su medida

La magnitud de un dngulo depende de su abertura comprendida entre los lados y no de la longitud de éstos. De acuer-
do con su magnitud, se clasifican en;

Convexos
Son los que miden méds de 0° y menos de 180°, a su vez se clasifican en:

Agudo, Es aquel que mide méds de 0° y menos de 90°,

45°

Recto. Es aquel cuya magnitud es de 90°,

90°

14



CapiTUO 2

Angulos

Obtuso. Es aquel que mide més de 90° y menos de 180°.

135°
lano o de lados colineales
Es el que mide 180°,

180°

-4 r\‘ P
Céncavo o entrante
Es aquel que mide més de 180° y menos de 360°,
215° 315°

Perigonal o de vuelta entera

Es el que mide 360°.
360°

(3 .

Son aquellos cuya suma es igual a un dngulo recto (90°),

Complementarios

o

Za+ Lb=90

Suplementarios
Son aquellos cuya suma es igual a dos dngulos rectos (180),

Za+ Zb=180°




2 CapTUIO

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Conjugados
Son los dngulos cuya suma es igual a cuatro dngulos rectos (3607),

a

b
Za+ £ b=360°
EJEMPLOS
.i 1. ®¢ Determina el complemento del dngulo de 38° 40,
E Solucién
& Por definicién, 2 4ngulos son complementarios si suman 90°, entonces:
38°40" + x = 90° pero ° = B89°60°
x = 89°60"-38° 40’
x = 51°20°

Por consiguiente, el complemento de 38° 40" es 51° 20°,

2 ®e-Determina el dngulo que es el triple de su complemento,
Solucién
Sea xel complemento, entonces 3x es el angulo, al aplicar la definicién de dngulos complementarios:
Angulo + Complemento = 90° - 3x + x=90°
4x=90°

mﬂ
=

x=225"

Por tanto, el dngulo es de 67.5° = 67° 30",

3 ®e-Encuenira el valor de los 4ngulos que se muestran en la siguiente figura;

Solucién
Los éngulos £ AOB, £ BOC y £ COD son suplementarios, entonces;

ZAOB=x-10° (x = 10°) + 3x + (2r - 20°) = 180°
£BOC = 3x 6x - 30° = 180°
£COD = 2x - 20° 6x = 210°

x=35°

16
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Angulos

Entonces:
ZAOB = x -10° =35° - 10° = 25°
£ BOC = 3x = 3(35°) = 105°
£COD =2x - 20° = 2(35%) - 20° = 70° - 20° = 50°
A ®e:Deiermina el valor de los dngulos de la siguiente figura;

Solucién

En la figura,

£ MON = %x+2(]”,,-£NﬂP= -i—x +10° y £ POQ= -:-;Tx +20°

Los dngulos £ MON, £NOP y < PO(Q forman un dngulo llano, entonces:

1 1 1
—x4+20°+ —x +10°+ —x +20° = 180°
2x 4x 3x

Donde x = 120°, por consiguiente,

LZMON=80°, ZNOP=40° y £ POQ=060°

EJERCICIO 5
Indica si los pares de angulos siguientes son complementarios, suplementarios o conjugados:
1, 37°y 143° 6, 34°48" y 55°12'
2. 42°y 48° 7. 22° y 158°
3, 135°y225° 8, 10° y BO®
4, 21°y 339° 9. 270° y 90°
5, 132°y228° 10, 179° y 1°

Efectia lo siguiente:

11. Determina el complemento de 80°,

12, Encuentra el suplemento de 123°,

13, Encuentra el conjugado de 2807

14. Si el complemento de un dngulo m es 2m, jcuél es el valor del dngulo?

15, ;Cudles el dngulo cuyo complemento es 4 veces mayor que €17

16. Si el suplemento de un dngulo es 8 veces el dngulo, ; cudnto vale éste?

17. Un dingulo y su complemento estin en la raz6én 2:3, ; Cudl es la medida del dngulo?

17
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

= 1B, ;Qué dngulo es igual al doble de su suplemento?

19, Determina el valor de los dngulos que se muestranen las siguientes figuras;
a b)
A 7 " »-1
B
2x
3x c
x=10°
2x-20° B
o ¥ v,
<} d)
B
B C
4x_ IUU zx_ju
x+ 15° 3x-10° x+ 45°
A (v] ..D A‘ o D

g h)
Tx + 16°

Ay + 14° A 12¢ + 10° x+ 25 A

B

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

18
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Angulos

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Los dngulos se encuentran en todo aquello que tenga intersecciones de lineas, bordes, planos, etcétera. La esquina de
una cuadra, el cruce de los cables de luz, al abrir un libro, la esquina de un cuarto, la abertura formada por las mane-
cillas de un reloj, la unién de una viga y una columna, son algunos ejemplos de dngulos, éstos tienen aplicacién enla
aviacitn, la navegacion, la topografia y la trigonometria, entre otros.

© Angulo vertical
Sirve para definir el grado de inclinacidn del alineamiento sobre un terreno. Si se toma como referencia la linea

horizontal, al Angulo vertical se le conoce como pendiente de una linea, el cual es positivo (de elevacidn) o negativo
(de depresitn).

WVisual
8 Angulo de elevacitn
- Hotizontal
i o Angulo de depresitn
Visual

© Angulo horizontal

Lo forman 2 lineas rectas situadas en un plano horizontal. El valor del 4ngulo horizontal se utiliza para definir 1a
direccion de un alineamiento a partir de una linea que se toma como referencia, y por lo regular son los puntos
cardinales: norte (N), sur (S), este (E) y oeste (O).

En la figura se muestran las direcciones de los
puntos A y Brespecto al punto P,

Direcciton de A respectoa P
N25°0 o 065°N

Direccitn de B respecto a P
E10°S o SBO°E

Un barco sale de un puerto con direccitn 040°50° N, mientras que una segunda embarcacitn sale del mismo muelle
con direccién E24°30"N, ;Qué dngulo forman las direcciones de ambos buques?

Solucién

Al establecer las direcciones de los dos barcos, se observa que el dngulo @ que forman es;

0= 180° — (40° 50"+ 24° 30") y
0= 180° — 65° 20’
0=114° 40’ 0
Por tanto el dngulo que forman mide 114° 40°, o 40° 50° 24° 30, .
!

19
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{Cudl es el dngulo agudo formado por el horario y el minutero si el reloj marca las 18:20 hr?

Solucién

En un reloj de manecillas cuando el minutero recorre una vuelta (360°), el ho-

mario sélo avanza 30°, esto significa que el horario avanza la doceava parte de lo

que recorre el minutero por vuelta, a partir de las 12:00 hr, luego, a las 18:20 hr,

el minutero avanzd 120° y estd ubicado en el nimero 4 mientras que el horario
1

avanzé 7 (120%) = 10° y estd entre las 6 y las 7 homs, por tanto, el 4ngulo agudo

es de 70°,

120°

EJERCICIO 6

o gk A

o

10.

O Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente «

1.

Resuelve los siguientss problemas:

Un barco sale de un puerto con direccion norte y una segunda embarcacion sale del mismo muelle con direccion
sureste, Determina el 4ngulo que forman las direcciones de los dos buques,

Dos aviones parten de una ciudad con direcciones S32°E y E 57°N, ;cudl es el dngulo que forman sus direcciones?

El dngulo que forman las direcciones de 2 personas es 125°, Determina los dngulos 8y o:si la primera persona tiene
direccién O8N, la segunda EaN y @ equivale a los cinco sextos de o,

Desde un punto P se observan dos edificios, el primero de ellos tiene una direccién N8° 39°0. Si el dngulo que for-
man las direcciones de estos edificios es de 144" 397, determina la direccién del segundo edificio si se encuentra en
el plano oceste-sur.

{Cuil es el dngulo agudo formado por las manecillas del reloj cuando marcanlas 14:15 he?
Determina el nimero de grados en el dngulo formado por las manecillas del reloj a las 10:10 hr.
Encuentra el nimero de grados en el dngulo mayor formado por las manecillas del reloj a las 5%.
A qué hora entre las 12:00 y las 13:00, las manecillas del reloj formardn un dngulo de 165°?

¢ Cudntos radianes girard el minutero de un reloj en un dia completo?

A qué hora entre las 3 y las 4, las manecillas del reloj forman un dngulo de 130°7

20



CAPTUIO 3

EIST(')RICA

RECTAS PERPENDICULARES Y PARALELAS

L 2

rd

AXIOMA DE PARALELISMO

V POSTULADO DE EUCLIDES (VPE,)
5i 2 rectas distintas [ y r, coplanares cortadas por
uma secante t en puntos distintos, forman con ella
en el semiplano [], 2 dngulos interiores, de tal
manera que la suma de sus medidas sea menor
que 1 80°, entonces las 2 ectas se cortan en algiin
punto del semiplano [T,

El quinto postulado de Euclides (V.PE,) tiene un
emmciado equivalente, llamado el postulado de
Ia paralela Gnica de Playfair, el cual dice: “por un
punto exterior 4 una recta pasa una paralela a la
recta y s6lo una”,

| quinto postulado (axioma
Ede paralelismo de Euclides)

causd un frastorno conside-
rable desde lo época de los grie-
gos. Muchos gedmetras pensaron
que fal vez podria deducirse como
feorema a partir de los restantes
axiomas o postulados. Euclides
mismo tratd de evitarlo mientras
pudo, pues no lo utilizd en sus
demostraciones sino hasta que lle-
gb a la proposicién 120, Durante
mas de 2 000 afios fueron ofre-
cidas diferentes “demostraciones”
del postulado, pero cada una se
basaba en una suposicién equiva-
lente al mismo. La independencia

del postulado de las paralelas quedd establecida cuando fue demostrada
la compatibilidad de los otros gedmetras donde el V Postulado se nega-
ba o cambiaba por ofro, Cuglquier geomeiria cuyos axiomas coniradicen
alguno de los de Euclides, es llamada no euclidiana. la primera de ellas
que se inventd fue la geometria lobachevsquiana. Gauss [1777-1855) en
Alemania, Bolyai (1802-1860) en Hungria y Lobachevsky (1793-1856)
en Rusia, plantearon independientemente la forma de Playtair (1748-1819)
del postulado, considerando 3 posibilidades: por un punto exterior a una
recta pueden frazarse mds de una, Onicamente una o ninguna paralela @

la recta.

=



3 Cariuo

GEOMETRIA Y TRHGONOMETRiA
Perpendicularidad
Dos rectas son perpendiculares si, al cortarse, forman 4 dngulos rectos, Para denotar que una recta es perpendicular a
otra se utiliza el simbolo L.
AC P
Si AR L CD, entonces
LAOC = £LCOB = £ZBOD = ZD0OA = 90°
i 0 >5
Yo

= Teorema 1. Si por un punto exterior a una recta se traza una perpendicular y varias oblicuas, se verifica:
A

B C D
a) El segmento perpendicular comprendido entre el punto y Ia recta es menor que cualquier segmento de las
oblicuas,
Si ELﬁ,cntﬁmccs A_Cc:A_B)r AC <AD
b) De 2 segmentos de oblicuas cuyos pies no equidistan del pie de la perpendicular, es mayor aqguel que dista més,
Si BC <CD, entonces AB < AD
¢) Los segmentos de oblicuas cuyos pies equidistan al pie de la perpendicular, son iguales.
Si BC = CD, entonces AB = AD

= Teorema 2. Si una recta es perpendicular a otra, ésta es perpendicular a la primera.

Paralelismo

Dos rectas son paralelas si no tienen un punto en comin y guardan siempre una misma distancia,
A B
C D

© Teorema 1. Dos rectas en el plano, paralelas a una tercera, son paralelas entre sf.

A B e s o i
p p  SiAB||CD y CD| EF entonces AB| EF
E F

22



CAPITUIO 3

Rectas perpendiculares y paralelas

© Teorema 2. Por un punto exterior a una recta se puede trazar una y sélo una paralela a ella.

P
c + D
A B

© Teorema 3. Si una recta £, es perpendicular a £,, también es perpendicular a toda paralela a la recta £,

£ £
’ 2 Siflbyty| &

Entonces:
6L

| | b

Angulos opuestos por el vértice

Son aquellos que tienen el vértice comiin, y los lados de uno de los dngulos son la
prolongacion de los del otro.
Los dngulos opuestos por el vértice son iguales:
La=ZLec y £b=Ld

Angulos contiguos

Son aquellos que tienen un lado y un vértice en comiin.
£ AOB es contiguo a £ BOC, entonces;

LAOB + £BOC = £ZAOC

Angulos adyacentes

Son dngulos contiguos cuyos dngulos no comunes estin alineados, esto es, suman
180°,
£ AOB es adyacente a £ BOC, entonces;
ZAOB + £ BOC = 180° A 0 c

Rectas paralelas cortadas por una recta secante

Dadas las rectas, RR|| TT'y SS' una recta secante, se forman los siguientes dngulos;

Estos dngulos reciben los siguientes nombres;

Angulos alternos internos. Angulos internos no adyacentes situados en distinto lado de la secante; son iguales,
L3=L5 L4=/6

23
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Angulos alternos externos. Angulos externos no adyacentes situados en distinto lado de la secante; son iguales.
Ll=2T, £2=,8

Angulos correspondientes. Dos dngulos no adyacentes situados en un mismo lado de la secante; son iguales.
L1=.L5; L4=,8 Ll=/6 L3=.7

Angulos colaterales internos (suplementarios). Dos dngulos internos no adyacentes y situados del mismo lado de
In secante; suman 180°,

L4+ 725=180°; Z£3+-26=180"
Angulos colaterales externos (suplementarios). Angulos externos no adyacentes situados del mismo lado de la
scante; suman 180°,

L1+ 28=180% Z2+27=180

EJEMPLOS
_i 1 @e:5i¢, || £, calculacl valor de los dngulos a, b, c, d, e, f; x, y 2x — 15°, de la siguiente figura:
5 W

i o o I3

Solucién
Los éngulos x y 2x — 15° son colaterales externos, entonces:
x+(2x-159=180° - 3x-15° = 180°

3x=180° + 15°
3x=195°
i 195°

3
x=65°

Los dngulos a y x son dngulos suplementarios:
a+x=180° a=180" —x

a= 180" —65°

a=115°

Para obtener los valores de los dngulos restantes, linicamente se toma la posicién de cada par de dngulos:

Ld=La por ser correspondientes, entonces £ d = 115°
Le=La por ser opuestos por el vértice, en consecuencia £ ¢ = 115°
Le=Lx por ser correspondientes, se determina que £ e = 65°
Lf=Le por ser opuestos por el vértice, por tanto £ f= 65°
Luego, los valores de los dngulos son;
Za=115° £ x=065"
£d=115° £ b=65°
Le=115° £e=65°
£ 2x—15° =115° Zf =65

24
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Rectas perpendiculares y paralelas
2 ®9:Si {,] £,, obtén los valores de x y de yenla siguiente figura:
110
xX—-
/U )
Solucién
Los édngulos 110° y 2y son suplementarios:
180°-110" 70°
2y + 110° = 180° donde y= T=T=3§U
Los dngulos x — y y 110° son alternos internos, entonces,
x—y=110° donde x-35"=110°
x=110° + 35°
x = 145°
Finalmente, las soluciones son:
x=145% y=35°
EJERCICIO 7

Calcula el valor de cada uno de los dngulos que se indican en las figuras siguientes:

3*"'6}/ .
1y

b c
[

L 2 SiLI ”Lz

d

s
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= 5. Sil, || L, encuentrael valor 6. SiL, ||L,. hallael valor de x
de los dngulos

Ly Ly
b \X\ iyu
3x -5
d € L Ia
2
f\)\s A

7. SiL, ||L,,determinael valorde x,ay b

8. En la siguiente figura: A | B, C || D yel £ 3= 110°, Determina la medida de los dngulos £ 4, £ 7, £ 1, £ 10,

Z13yZ16
c D
‘/742 ’ /7<4
A
5 6 7 8
9 10 13
14 B
117_/12 15%/16
En los ejercicios del 9 al 11 determina el valorde xy y
9. Si 4B | CD 10, 5i 4B | €D
B A B
x
60°
c s D

12, SiAB || CD. encuentra la medida
del dngulo B
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CAPITUIO 3

Rectas perpandiculares y paralelas

» Enlas siguientes figuras encuentra la medida de los dngulos que se forman:

13, SiZ, ||L, 14. SiL | L,

Iy Ly
3x—12?L/c d//f‘

15, 8iL, || L, 16. SiL, || L,

4x —24°
5x—30°

Xﬁ’ P
yut, ;
L

]

Resuelve los siguientes ejercicios:
17. Con base en el croquis que se muestra, ;cuél de las siguientes afirmaciones es verdadera?

Av Cuaultémoc

Av. Diagonal de
San Antonio

|

José Maria Vértiz 35=‘2ﬂ’

a) Lacalle de Uxmal es paralela a 1a de Tajin

b) La avenida Xola es perpendicular a la calle de Xochicalco

¢) La avenida Diagonal de San Antonio es paralela a la avenida Xola

d) Eingulo que forman la calle Petén y la avenida Diagonal de San Antonio es de 35° 20°
¢) Las avenidas Xola y José Maria Vértiz son paralelas

f)  Las avenidas Cuauhtémoc y José Maria Vértiz son paralelas

£} Las avenidas Diagonal de San Antonio y José Maria Vértiz son perpendiculares

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludiones cormespondiente »
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TRANGULOS
—— ithgoras [c. 582<. 500 a.C.), filésofo
M y matemdlico griego, cuyas doctrinas
- influyeron mucho en Platén. Nacido
— en la isla de Samos, Pitdgoras fue instruido en

las ensefianzas de los primeros filésofos jor
nios: Tales de Mileto, Anaximandro y Anaxi-
menes. Se dice que Pitdgoras fue condenado
a exiliarse de Samos por su aversién a la
firania de Policrates. Hacia el 530 o.C. se

Imagen de Pitdgoras obtenida del
Diccionario de Awores, pertene-
ciente a I obra Blustrium Imagi- M0N0 Ay
nes de Fulvio Orsini, publicada en  insfalé en Crotona, una colonia griega al sur

1570, de ltalia, donde fundé un movimiento con
propdsitos religiosos, politicos y filoséicos,
conocido como pitagorismo.

Teoria de los nimeros

Entre las amplias investigaciones matemdticas realizadas por los pitagéri-
cos se encuentran sus estudios de los nimeros pares e impares, y de los
nimeros primos y de los cuadrados, esenciales en la teoria de los nime-
ros. Desde el punto de vista aritmético culfivaron el concepto de nimero,
que llegd a ser para ellos el principio crucial de toda proporcién, orden y
armonia en el universo. A partir de esfos estudios establecieron una base
denfifica para los matemdticas. En geometria el gran descubrimiento de la
escuela fue el teorema de la hipotenusa, conocido come teorema de Pité-
goras: el cuadrado de la hipotenusa de un iangulo recténgulo es igual a
la suma de los cuadrados de los ofros 2 lados.
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Definicién

Porcién del plano limitada por 3 rectas que se intersecan una a una en puntos llamados vértices,

A, By C; vértices
c AB, BC y AC : lados

44 £

Clasificacién de los triangulos

Los tridngulos se clasifican por la longitud de sus lados o la magnitud de sus d4ngulos,

Por sus lados
Tridngulo equilitero Tridngulo isdsceles Tridngulo escaleno
Sus lados son iguales Tiene 2 lados iguales Sus lados son diferentes
B B B
A
A & A c c
AB = AC = BC AB = BC = AC AB = BC = AC
Por sus dngulos
Trifingulo rectdngulo Tridngulo acutdngulo Tridngulo obtusdngulo
Tiene un dngulo recto Sus 3 dngulos son agudos Es el que tiene un dngulo obtuso
B
c
B
A B A c A
£ A=90° LA<N°, LB<W y £LC<N° £A=90°
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Rectas y puntos notables

Son rectas y puntos con caracteristicas especiales dentro de un trifingulo y son:

Altura. Es el segmento perpendicular trazado desde un vértice
al lado opuesto,

Ortocentro, Se define asi al punto donde se intersecan las alturas, 0: Ortocentro

Mediana. Asf se denomina al segmento que une un vértice
con el punto medio del lado opuesto.

Pm BC

(; Baricentro

Baricentro. Es el punto donde se intersecan las medianas,

Bisectriz. Recta que divide en 2 dngulos iguales a un dngulo
interior de un tridngulo.

Incentro, Fs el punio donde se intersecan las bisectrices,

Mediatriz, Recta perpendicular al lado de un tridngulo y C
que pasa por el punto medio de este mismo lado, ’

Circuncentro. Es el punto donde se intersecan
las mediatrices,

0: Circuncentro
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Teoremas
A continuacion se mencionan y demuestran algunos teoremas importantes sobre tridngulos.

= Teorema 1. La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es igual a 1807,

A

LA+ B+ Z2C=180°

B [

Demostracién: Por dngulos suplementarios,
L1+ LA+ /22=180°

La recta que pasa por el vértice A es paralela a BC y por dngulos alternos internos entre pamlelas:
Ll=sB i 2=2/.0C

Al sustituiren £ 1+ £ A + £ 2 = 1807, se obtiene:
LB+ A+sC=180°

2 Teorema 2. Un dngulo exterior de un tridingulo es igual a la suma de los 2 interiores no adyacentes a €L

C.-

£t ZM=/B+/C

ZP=/A+ 7B

M 5 ZN=ZA+-C
— -

Demostracién: En un tridngulo la suma de los dngulos interiores es 180°,
LB+ LA+ L C=180°
Los dngulos A y M son suplementarios:
LA+ L M=180°
Al igualar;
LB+ LA+ LC=LA+ LM
LB+ /L C=LA-LA+ LM
LB+ LC=L M

Para £ Ny £ P s realiza el mismo procedimiento.
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© Teorema 3. La suma de los dngulos exteriores de un trifingulo es igual a 3607,

~C
P

LM+ LN+ £ P=360°

s

Demostracion: Los dngulos M, P y N son dngulos exteriores, entonces al aplicar el teorema 2.
LM=/rB+LC
+ LP=/LA+ LB
LN=/rA+ L C
LM+ LN+ LP=2LA+2LB+2.C
LM+ N+ /L P=2A/A+. B+ £ 0)
LM+ LN+ 2 P =2(180°) = 360°

Por tanto, » M+ # N + /£ P = 360°

© Teorema 4. En todo trifngulo la longitud del segmento que une

los puntos medios de dos lados es paralela e igual a un medio de E”E
Ia longitud del lado restante, B
DE=~ 7B
2
A B
© Teorema 5. La suma de dos lados cualesquiera de un trigngulo
es mayor que el lado restante, mientras que su diferencia es
MEenor. —
+ BC
© Teorema 6. Si 2 lados de un tridingulo son distintos, al mayor
lado se opone mayor dngulo, si BC > AC
entonces
LA>LB
© Teorema 7. Para 2 dngulos distintos de un tridngulo, a mayor
éngulo se opone mayor lado, Si ZA>ZB
entonces
BC > AC
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EJEMPLOS
_g_ 1 @e-Calcula el valor de los dngulos del siguiente tridngulo;
& c
iu
2x
3x x
B A
Solucién
Por definicién, los dngulos interiores de un tridngulo suman 180°
x4 2v+ 3x=180° donde 6x = 180°
180°
= =130°
=76

Si x =30°, entonces:
LA=x=30°, £ C=2x=2(30°) = 60° y £ B=3x=3(30°) =90°

Por consiguiente; £ A =30° £ C=60°y £ B =90°

2 ®e-Calcula el valor de los 4ngulos del siguiente tridngulo:

Solucién
Por dngulos exteriores;
£ C+53°=135" donde £ C=135°-53° =82°
Por dngulos suplementarios,
£ B+ 135° = 180° — £ B =1B0" —135° = 45°
£ A+ 53° = 180° — £ A =180 -53=127°
L C+ £ D=180° — £ D=180" - £ C=180" - 82° = 98"

Por tanto, £ A=127°, £ B=45° £ C=81"y £ D =98"°
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3 @+ Determina el valor de los 4ngulos del siguiente tridngulo:

Solucién
La suma de los dngulos interiores es 180°
2r+ x + (2x -5 = 180° 5x-5° = 180°
185°
x= =37°
5
Por ser dngulos suplementarios:
LA+ x=180° — £ A=180°-x =180°-37°= 143°
£ B+ 2x-5°=180° — £ B=180°-2x + 5° = 180° - 74° + 5° = 111°
£ C + 2x = 180° —» £ C= 180°-2x = 180° - 74° = 106°
Por consiguiente:
£ A=143° £ B=111° £ C=106°
L x=737° £ 2x -5°=69° L 2x=T4°

A ®¢-La medida de los dngulos interiores de un tridngulo es equivalente a 3 niimeros pares consecutivos, ;cudl es la medida
de cada dangulo?

Solucién

Sean los dngulos 2x, 2x + 2°, 2x+ 4°, si aplicas el teorema 1 de los tridngulos:
2+ 2x+2° + 2x + 4° = 180°
Gx + 6° = 180°
6x =174°
x=129°

Por tanto, el valor de cada uno de los Angulos es:
587, 60° y 62°
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EJERCICIO 8

Resuelve los siguientes problemas:

1. Calcula el valor de los dngulos exteriores del siguiente 2. Uno de los dngulos agudos de un triingulo rectingulo

tridngulo: es 8 veces el otro. ;Cudnto vale cada dngulo?
x=-5 //—S’rj
x .
145°
x

3. En un trifngulo isGsceles, un dngulo de la base esel 4. Uno de los dngulos interiores de un tridngulo mide 84°
cuidruplo del 4ngulo diferente, ; Cuénto mide cada y la diferencia de los otros 2 es de 14°, ;Cudnto miden
fngulo? los dngulos restantes?

A
[
Y
B 84°
¢

5. Encuentra los dngulos interiores de los siguientes tridn- 6. Determinalos valores de 8y 8. Si AC biseca al 4ngulo
gulos: DCBy ﬁ"A_J—B

D. CcL8

112° i
), 108°

A B

7. Determina el valor de los dngulos interiores del tridn- 8, Enlasiguiente figuraellado AC esbisectriz del dngulo
gulo ABC. £ BAD. Determina los dngulos interiores de los A ABC y
ACD sabiendo que £ BAC = y + 8% Z CAD =x + 13,

£ ABC=3x-6°y L ACD = %y 7%

A
/M‘w
B c D E

O Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente «
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Trigngulos congruentes
Son aquellos que tienen la misma forma y tamafio,
Si 2 tridngulos son congruentes entonces:

a) Sus lados homdlogos son ignales,
b) Sus dngulos homdlogos son iguales.

A A

Vs Js

t‘ 2 B C’ 2 B’
Los triingulos ABC y A’B"C’ son congruentes, porque tienen iguales tanto sus lados como sus dngulcs, es decir,
existe igualdad entre los 3 pares de lados y los 3 pares de dngulos,
Esto se representa A ABC= A A'B'C’ y se lee: “El tridingulo ABC es congruente con el triingulo A’B'C" ",

Teoremas de congruencia
= Teorema I (lado, lado, lado). Dos tridngulos son congruentes si tienen sus lados iguales,

E F FE F

DE=D'E'.EF=EF yDF=DF

© Teorema IT (dngulo, Lado, dngulo). Dos trifingulos son congruentes si tienen 2 dngulos y el lado adyacente a ellos

respectivamente iguales,
H I ' I

LH=/H' HI=HT'y £I=/T

2 Teorema ITI (lado, dngulo, lado), Dos tridngulos son congruentes si 2 lados y el dngulo comprendido entre ellos son
respectivamente iguales a sus homélogos del otro,

AYA

L M L M’

KL=K'L', ZL=/L' y IM=L'M’
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EJEMPLOS
_§. 1. @9 En la siguiente figura MO || PN. Determina si los siguientes tridngulos son congruentes y encuentra los valores de
i ' XY
i
Solucién
Se construye una tabla en la que se dan las afirmaciones y las razones que nos llevena la demostracién que se pide.
Afirmaciones Razones
1. MO= PN 1. Datos
2. ZMON = ~PNO 2. Datos
3. ON= NO 3. Porser lado comiin a los tridngulos MON y PNO
4. AMON = A PNO 4. Por el teorema: lado, dngulo, lado
5. y=55*° 5. Los dngulos homélogos de tridngulos congruentes son
iguales
6. x=49° 6. En el tridngulo OMN:
ZMON+ 2 ONM + =< NMO = 180°
76° + x + 55° = 180°
x = 180° - 746° — 55° = 49°
EJERCICIO 9
s En cada uno de los siguientes casos indica por qué son congruentes los tridngulos y determina los valores de x y y.
: 2 E
x y
15 a . . S
F 15 41°
13
19.8
I

-----------------
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Aplicacién de los teoremas de congruencia
Dados dos tridingulos, establece los criterios por los que son congruentes,
EJEMPLOS———— .
_ﬁ_ 1 ®+Si AB|DF, AC||EF y CB=DE ,demostrar que A ABC= A FDE
£
! A E
Gr B
D
& F
Solucién
Demostracion:
Afirmaciones Razones
1. ZC=s-E 1. Los lados AC y EF son paralelos y CE es la recta
secante, por tanto, los dngulos Cy Eson alternos
internocs
2. CB=DE 2 Datos
3. £B=2D 3. Llos lados AB y DF son paralelos y CEes la recta secante,
en consecuencia, los angulos By D son altemos intemos
4. AABC = A FDE 4. Por el tecrema: angulo, lado, dngulo

2 ®+-Si AB es bisectriz de £ CADy AC = AD.Demuestra que BE es bisectriz de 2 CBD.

A
B
C D
E
Solucién
Afirmaciones Razones
1. AC= AD 1. Datos
2. ZCAB = - DAB 2 Definicién de bisectriz
3. AB=AB 3 Porser lado comiin a los triangulos CAB y DAB
4. ACAB= ADAB 4 Por el teorema: lado, dngulo, lado
5. £ CBA = ~DBA 5 Los dngulos homélogos en tridngulos congruentes son
iguales
6. ~CBE = ~DBE 6 ~EBA=_.~ABE -+ . CBA+ -~ CBE= .~ DBA+ .- DBE,
pero. CBA= .~ DBA, entonces .~ CBE = .~ DBE
7. BEesbisectrizdel | 7. Definicin de bisectriz:
angulo .~ CBD < CBE = -~ DBE

39



4 CAPTUIO

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

3 @+:Sis DCB=111°y DB 1 AC, demuestra que los trigngulos DBC y ACB son congruentes y determina los valores

dexyy.
D A

Solucién

Afirmaciones Razones

1. £ CEB=90° 1. Datos

2. ~DBCw= 45° 2. Datos

3. #DCB= 111° 3. Datos

4. ~ECB=45° 4. En el tridngulo EBC:

~ CEB+ »~ EBC+ .~ ECB =180%
90° + 45°+ ~ ECB = 180°
< ECB = 180° - 135°

< ECB = 45°
5. < AEC=180° 5. Porser dngulo llano
6. =~ AFB = 90° 6. ~AFC= ~CEB+ ~AEB
180° = 90°+ -~ AFB
90°= - AFB
7. £ ABE = 66° 7. Enel tridngulo ABE:
< AEB + ~ EAB+ ~ ABE= 1B0°
90°+ 24°+ -~ ABE = 180°
< ABE = 180°-114°
2 ABE = 54°
8. ~CBA=111° 8. - CBA=_-CBE + - ABE
£ CBA= 45°+ 44°
< CBA= 111°
9. ©#DBC= - ACB 9. Por las afimaciones 2 y 4, si < ACB = - ECB
10. CB= BC 10. Porser lado comiin a los tridngulos DBC y ACB

1. £DCB= ~ABC 11. Por las afirmaciones 3 y 8, si < ABC = .~ CBA
12. A DBC= A ACB 12. Por el teorema: lado, dngule, lado

13, x=12, y=24° 13. Los lados y dngulos homdlogos de tridngulos congruentes
son iguales

A ®e-En la figura, @_EE_.EE 'R . U es el punto medio de 05, T es el punto medio de :Q‘E. £ OQR =/ PQS,
Demuesira que OU = PT.
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Solucién
Para comprobar que OU = PT , es necesario demostrar que los tridngulos TOP y UQO son congruentes, entonces:
Afirmaciones Razones
. B=R 1. Datos
2 Or=au 2 Los puntos Uy T dividen en 2 segmentos
iguales a los lados QS y OR

3. Z00OR= ~PQS 3. Datos

4. #O0OR= <005+ 2 50R 4. Angulos contiguos

5. #POS= .~ POR+ ~RQOS 5. Angulos contiguos

6. ~00S= ~POR & De 3 se tiene que: = OOR = . POS, entances:

<005 + £50R = ~POR+ RQOS, pero
< SOR = ~ RAS, por tanto:< OQS = « POR

7. CO= PO 7. Datos

8. ATOP= A UQO 8. Por el teorema: lade, dngulo, lade

9. A=PT 9. Los lados homdlogos en tridngulos congruentes
son iguales

EJERCICIO 10

Demuestra cada uno de los siguientes ejercicios:

1. En la figura, los punios £, @ y R son colineales, S, @ y T son colineales y U, @ y V son colineales, Si
50=0T y UQ=0V,demuestra que A PUQ = ARVQ

P u T
o
s v R

2. Enlafigura AAED, con AE=DE y AB=CD. Demuestra que 2 CBE = /. BCE
E

C
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4, Enla figura, £ ABC= £ ACB; BF = CF y / BFD = / CFE,Demuestra que BE =CD

A
| ﬁ
. B - c

S. Enla figura, AD=BC, AC=BD, AE=BF y AG= BH ,Demuesira que EG = FH

A _E F B
D C

6. Enla figura, PS=QT, RS =RT ,Demuestra que PT =0S

R
%
P o

7. Enla figurase tiene el AABC con DF 1 AC, EF 1 BC, AD=BE y DF = EF . Demuestra que A ABC es is6sceles,

C
;<>i
A 7 B

8, De esta figura realiza lo que se indica,

a) Enel APQR, PR =QR y £7 = £3, demuestra que RS = RT
b) Enel APOR, £ RPQ=/ ROPy £ 6=/ 4 comprueha que PS = Q—T
O Este ejercicio no tiene soluciones al final del libro, por ser demostracion®s. + « « + o ¢ 0 s 0 0 0 0 0 4 &
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Relacién entre dngulos y lados homéloges de dos tridngulos congruentes
Sean los tridngulos congruentes ABCy A’B"C”:

B C B’ cC’

Entonces se verifica que sus lados y dngulos homdlogos son iguales:

LA=/A,/B=/B,/C=/C,AB =AB', BC =BC' yAC = A'C'

EJEMPLOS *

.g- 1. @+ Deiermina los valores de las incégnitas en los siguientes tridngulos congruentes:
E |

oy

Solucién

Dado que los tridngulos son congruentes, sélo basta con igualar los dngulos y lados homélogos para determinar los
valores tanto de xcomo de y, entonces:

3y + 15° es homologo a 48° y “x + 4” es homologo a "% +6”
Para y
W+15°=48 o =48 -15° o  3y=33°

y=11°
Para x

X
— +b6=x+4 - 6-4=x-— — ==
2 2

En consecuencia, los valores de x y yson; 4 y 11°
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EJERCICIO 11
. En las siguientes figuras los tridngulos | y Il son congruentes. Determina el valor de las incognitas.
. 2, B
I II
A D E

Si AB=2y-5 BC=5x+10
E=x+3ﬂ, EC =3x

4,
B
dr
I x+3

A Hp

2y
3y+58 I

c

Proporciones

La razén es la comparacién de dos cantidades,

Una proporcidn es una igualdad de 2 razones,

L= -
e

Yseleciaesabcomocesad
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Teoremas de proporciones
© Teorema 1. En toda proporcién el producto de los medios es igual al producto de los extremos.
Sia:b = c:d, entonces ad = be
© Teorema 2. En una proporcién pueden intercambiarse el segundo y tercer términos, y se obtiene una proporcitn
cierta,
Sia:b = c:d, entonces ac = b:d

© Teorema 3, En una proporcion pueden invertirse las razones,
Siach = c:d, entonces bra = dic

EJEMPLOS 3
.i 1. ®¢-Encuentra el valor de x en la proporci6n %=5
ifu,_ Solucién
Se despeja la incdgnita x,
..x_=§ donde x=—3(20]=ﬂ=12
2 5 5 &
Por consiguiente, x = 12
2 @+ Determina el valor de x en la proporcién %=%
Solucién
Se despeja la incignita;
3. 2 3s) 15
;=E donde x= 2 = —2-
15
Finalmente: x = -y
3 ®e¢-Determina el valor de x en la proporcién x:2x-3=3:5
Solucién
Se establece en forma de cociente la proporcidn:
x 3
2x3 5
Ahora de la igualdad se realiza un producto cruzado y se resuelve para x:
Sx =32 -3) - Sx=6x-9
Sx—-6x=-9
-x=-9
x=9
De acuerdo con lo anterior, x = 9
3
4 ®+-Determina el valor de x en la siguiente proporcién o =§
Solucién
Se realiza un producto cruzado y se resuelve para x,
32
—== donde x(x) = 2) (32)
x 2
x* =64
x= £J64
x==8
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EJERCICIO 12

*  Precisa el valor de x en las siguientes proporciones:

1. x:4=6:8 6. Cx+B):(x+2)=(x+5):(x+1)
2, 3:5=x:12 7. x:2y=18y:x
i 3ix=x:27 8 x+4):3=3:(x-4)
4, x:5=2&x:(x+3) 9. x=1):3=5:(x+1)
5 (x=2):4=T:(x+ 2) 10, Zx:(x+7)=3:5
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente. « « « « o ¢ o o o o o v a0l
Semejanza

Los trifingulos ABC y A’B’C’ son semejantes si tienen la misma forma, pero no el mismo tamafio,

Lados homélogos. Son aquellos cuyos dngulos adyacentes son iguales.
acong’, beon ¥, ¢ conc’

c b A
Para indicar que 2 tridngulos son semejantes se escribe AABC ~ AA'B’C’, donde el simbolo ( ~ ) se lee: es semejante,

Propiedades fundamentales

1. Dos triingulos son semejantes si sus d4ngulos correspondientes son iguales,
LA=LAVLB=L Ry s C=L T
2. Dos trifingulos son semejantes si la razén de cada par de lados homélogos es constante, es decir, si sus lados

son respectivamente proporcionales,
a_b_c
a b
EJEMPLOS
.i 1 ®+-Si A ABC ~ A A’B’C’,encuentra el valor de b y c.
E B
i B
9 (4
3 5
C A " A
b 4
Solucién
La proporcionalidad entre los lados se establece como %=%=§,d¢ la cual se obtiene:
c 9 9(5)
573 * ety e
b_9 49)
273 - R T
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Teoremas de semejanza
© Teorema 1. Dos tridngulos son semejantes si tienen 2 dngulos homélogos,

B
I_‘\\ B
C A iy A’

SisC=£C'yZL A= 2 A'entonces, AABC ~ AA'R'C’

© Teorema 2, Dos tridngulos son semejantes sisus 3 lados son proporcionales,

B
Bl
a (&
C b A
b ¢

Si 2= _F entonces, A ABC ~ A A'B'C’
al bl cl

© Teorema 3. Dos tridngulos son semejantes si tienen un dngulo igual y los lados que los forman son proporcionales,

H
£
/\
G K ;
z G
h

SicK=2Ky %:F ,entonces A GHK ~ AG’H'K’
£

EJEMPLOS
1. ®+ Los siguientes tridngulos son semejantes, determina la longitud del lado a enel trifingulo A ABC
E |

s

Solucién
Se establece la proporcitn entre los lados homdlogos:
a_c
a'! E C‘
Se sustituyen los valores respectivos y se despeja para a,
a_ 24 4(24)
—== =m———=:16
-6 donde a 3

Por tanto, el valor de g = 16
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2 ®e-Encuentra la longitud de los lados &’ y c;

Ci
ai=4 a]u bl
40°
B’ e'=6 A
Solucién
En los tridngulos £ A= £ A", £ C= £ C’ entonces, AABC ~ AA’B'C’ por lo que se establece la proporcionalidad
entre los lados homdlogos.
12 24 ¢
De esta relacitn se obtiene: t k%
12 24 , (4)(24)
—=— - b= =
4 b 12
1_2'=£ —* C=m=lﬂ
4 6 4
Entonces se deduce que,b’'=8yc =18

EJERCICIO 13

* En cada uno de los siguientes ejercicios se dan tridngulos semejantes y las medidas de alguno de sus lados. Encuentra
las medidas de los lados restantes y los valores de las incdgnitas.

. L. 4,

10 8 : 8 x+1
[
4 Jf-li \_\4
* 12 6
a

6
2 5,
15
: 10
15
u+3
20 12 4 12
3 6
2y +4
24 x
2 11 8 T3
3 6
20 10 12 2%-1
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente®. « « + s s s v 0 0 000 00 o
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Tridingulos

Teorema de Tales
Cuando en un tridngulo se traza una recta paralela a uno de los lados, el tridngulo que se forma es semejante al pri-

mero,
-4'/\ B’ Si A’B’||AB, entonces
i j AABC~AA'R'C’
A B

_ﬁ @+ -En el siguiente tridngulo determina el valor de x,si DE || BC
E
l
[

Solucién
Por semejanza de tridngulos, la proporcionalidad se establece como;

12 _14
x+12 42

Se realiza un producto cruzado y se resuelve la ecuacion para x:

(12)(42) =(14)(x+12)

504 = 14x + 168
504 — 168 = 14x

Por tanto x = 24

28
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EJERCICIO 14

Calcula el valor de x en las siguientes figuras:
1. Si RT|0S
o
x+26 R
2x
5 12 T 15 P
3, 4
A B B B E x €
R 75 F
D 20 c A 12 D
5. Si TP|RS 6. Si TW|UR
0, R

30| N3 =

T B d

0 50 20
R A

U—13  w =

7. Si DE|CB 8, Si OT|RQ
c
15
D X
15 x+2
3
A E B
9, Si RS|OP 10. Si EG|DH

T F
15
15 A
E G
R 5 x
11 242 i
0 P Dy

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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Tridingulos

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Para encontrar la longitud de la base de un cerro, se construy6 una pareja de tridngulos recténgulos semejantes como
se muestra en la figura, enlacual PA =180m, CD =150my PC =50m, ;Cuénto mide la longitud del cerro?

Solucién

Por semejanza de tridingulos:
B _PA
cD PC
Se sustituyen los valores dados, —
AB _180
150 50
Donde,
15 1500i80) _ 27000 _ .

Por tanto, AB =540 m

{Qué altura tiene un poste que proyecta una sombra de 16 m, al mismo tiempo que un observador de 1.80 m de
estatura proyecta una sombra de 1,20 m?

AF
\\ T ¥ <
= h ﬁ =
(o 74" g l =

g i C" — —y

Solucién
De acuerdo con el problema, la relacién entre los dngulos es 1a siguiente:
L CAB=/ C'A'R'y £ ABC = £ A'B'C’
Por tanto, A ABC ~ A A°B'C’ y la proporcionalidad se establece como;
H &

h =
Donde

h=1L80m S=16mys=120m
Los cuales, al sustituirlos en la proporcion, determinan que;

H 16

1.80 1.20
Entonces, se resuelve para H:
H=(16]{1.SU] _ 288 .
1.20 1

Finalmente, resulta que la altura del poste es de 24 m,
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3 A cierta hora del dia un edificio de 60 ft de altura proyecta una sombra de 42 fi. ;Cudl es la longitud de la sombra
que proyecta un seméforo de 10 f de altum a la misma hora?

S

—_
[BI=]]

2

=
ooooooono
o o o i
oooooooo

o

i

a2

3
o
- -]

De 1a figura,
£ CAB = / EDB, por ser dngulos correspondientes,

£ ABC = / DBE, por ser dngulo comiin,
For tanto, los triingulos son semejantes:
A ARC ~A DBE
Y la proporcionalidad se establece como;

c
EB

Donde,
AC =60fi, DE =10 fry CB =42
Los cuales, al sustituirlos en la proporcitn, determinan que:
60_42
10 EB
Y al despejar EB,

42(10)
60

EB =

Por consiguiente, la sombra que proyecta el seméforoes de 7 f1.
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EJERCICIO 15

Resuelve los siguientes problemas:

1. Para encontrar la anchura AB de un rio se construyeron 2
tridngulos semejantes, como se muestra en la figura, Y al
medir se encontré que: AC =17 m, CD=5m, DE=20m.
{Cudl es la anchura del rio?

2, Para medir lo largo de un lago se construyeron los siguientes
triﬂgulos semejantes, en los cuales se tiene que; AC =215m,
A'C =50m, A'B' =112 m. ;Cudl es la longitud del lago?

3. Para medir la anchura de un rio se forman los siguientes tridn-
gulos, en los que: AO = 32m, CD =30m, OD =6m.
Encuentra AB.

4. Undrbol proyecta una sombra de 5 ma la misma hora en que
un poste de 2m de altura, muy proximo al 4rbol, proyecta una

2
sombra de 3 m. Determina la altura  del drbol, si tanto éste
como el poste son perpendiculares al terreno,

5. Undrbol de 14 m de altura proximo a una torre, proyecta ung
sombra de 24 m a la misma hora, Determina:

a) Laaltura de la torre, si su sombm es de 48 m.
b) La sombra que refleja la torre, si sualtura es de 70 m.

Al

Tridingulos

A
T ot
A B
B 5m c B3 C
—m
3
o_| "~~~
O T
O T g
D 1dm "\\
[ i
“J* — W —

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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Teorema de Pitdgoras

En todo triingulo rectingulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos,

¢: hipotenusa
a, b; catetos
a c
F=d+ b
C b A
Demostracidn: Se traza la altura sobre la hipotenusa;
B
D
a &
C b A

Los tridngulos A ABC ~ A CBD por ser £ ABC = £ CBD y £ CAB = /. DCB entonces,

donde cBD=gq"

sin
I
8=

Los tridngulos A ABC ~ A ACD porser £ CAB = /£ DACy £ ABC = £ ACD entonces,

sl

donde c- AD =b’

o0

Al sumar ¢- BD=4" y ¢- AD = b, se obtiene,
¢- BD+c- AD=g"+b’

¢ (BD+AD)=a’+¥
Pero BD +AD = ¢, por tanio;

C2=‘12+32
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Ejemplo
Determina el valor de la hipotenusa del tridngulo que se muestra, segiin los datos proporcionados en cada uno de los
siguientes incisos:

a)b=12,a=9 bya=3b=6 cla=3,b=17
/ﬂ
b
Soluciones

ata=12b=9 bya=3b=6 cra=3,b=7
d=d+d? A=+ ¥ 2=a’+ b’
=097 +(127 = (32 + (6)? c2=(32+ (772
=81+ 14 cl=94+36 c?=9+49
=225 ci=45 ¢l =58
. 225 = 15 c= JE:H#\IE c=v"§

Obtencién de los catetos. En todo tridngulo rectdngulo el cuadrado de un cateto es igual a la diferencia de los
cuadrados de la hipotenusa y del otro cateto,

at=ct-bt% P=ct-a

Ejemplo
Utiliza la figura para determinar el cateto que se pide en cada inciso:
a)a=24,c=125 byb=6c¢c=8 c}a=4\-€,c=s
[
b a
Soluciones
a)a=24c=25 b) b=6,c=8 e)a=4yJ3,c=8
P=d-a a=ct-b B =cl-d
bt = (25)7 - (24)* @ = (8P -(6) B =(8) - (4.3)
B2 = 625 - 576 @ =64 -36 b =64 - 48
=49 a* =28 b =16
b=+49 =7 a= 28 =27 b= Ji6 =4

a5
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Naturaleza del trigngulo a partir del teorema de Pitagoras
Sea el tridngulo ABC, cuyo lado mayor es el lado ¢, éste serd un trifingulo; rectdngulo, acutdngulo u obtuséingulo, sial
aplicar el teorema de Pitdgoras se cumple que:

L. 8i¢* =a”+ b% el trifingulo es rectdngulo

¢ < a® + b, el tridngulo es acutdngulo
2. 8i® # @ + b%, entonces

¢? > a* + b, el tridngulo es obtusdngulo

EJEMPLOS
.i 1 ®#:Sea un tridingulo cuyos lados miden 3, 4 y 5 unidades. Comprueba si es un trigngulo rectdngulo,

g_ Soluciéon
h Se toma el valor mayor como la hipotenusa:

(5= (37 + (47
25=9+16
25=125

Por tanto, el triingulo es rectingulo,

2 ®+-Sea el tridingulo cuyos lados miden 7, 9 y 12 unidades, Determina qué tipo de tridngulo es:
Solucién
Se toma el mayor de los lados como ¢, entonces;
C =g+ bt oy (12}2={9}2+(7}2 —— 144 = B1 + 49

144 = 130

Dado que 144 > 130, el tridngulo es obtusdngulo,

3 ®e:-Determina la naturaleza de un tridngulo cuyos lados miden 6, 4 y 5 unidades.
Solucién
Al aplicar el teorema de Pitdgoras, se tiene:

(6 = (4 + (57 - 36 =16 + 25 - 36 = 41

Puesto que 36 < 41, el tridingulo es acutingulo.
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Teoremas de semejanza en tridngulos rectangulos
© Teorema L. La altur trazada sobre la hipotenusa de un tridingulo rectingulo, forma dos tridngulos rectdngulos que
son semejantes al tridingulo dado, y a su vez semejantes entre ellos,

A B
AACD -~ ABAD
A CAR - A CDA
A CAB ~ AADR
D
c

= Teorema 2. La altura trazada sobre la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo es la media proporcional entre la me-
dida de los segmentos de la hipotenusa.

© Teorema 3. Cualquicra de los catetos de un tridngulo rectingulo es la media proporcional de la hipotenusa y la
medida del segmento de la hipotenusa interceptado por la altura, y el lado que es adyacente a ese cateto,

A B
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EJERCICIO 16
Si a y bson los catetos de un tridngulo y csu hipotenusa, determina el lado que falta:

1, a=15b=20 5 e=12c=20 9. a=6myb=3

2. a=5b=4 6. b=6c=8 10, a=12myc=13m
3. a=8b=4 7. b=15¢=17 11, a=14emyb=15¢cm
4, a=70b=T7 8 a=5v2,¢c=10 12. b=15dmyc =20dm

Determina la naturaleza de los siguientes tidngulos, cuyos lados miden:

13, 4, 5yTcm 16, 7,24y 25 cm 19, %. ? ylem
14, 5 12)r13cm 17, 6, 8y 10 mm 20, 0.5 07 y0.8m
15, 7.9y 1l em 18. L V2 y2eam 21, xx-1y v2x"-2x+1

22. En el tridngulo recténgulo POR, con Q el dngulo recto y OS como altura trazada hacia la hipotenusa:

R

a) Determina OS si PS=12y SR=5

b) Encuentra OR si PR=25 y RS=13

c) Halla OR si PS=6, P0=2\15 y RS=4
d) Encuentra PQ si PS=21y RS=15

¢) Determina PQ si RS=6, RO =10y OS =8
f) Determina OS si PO=13y OR=7

g) Encuentra RS si PQ=17y 0S=13

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente .
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Determina la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado x em.
Solucién

Al trazar la diagonal en un cuadrado, se forman 2 triingulos rectdngulos, entonces:

(hip)? = (car)® + (car)? Y=+
Y= y
y= 27 =x V2. e
-
xcm

Portantu,ladiagnnalcsxv’f_

Al abrir una escalera de pintor, se forma un tridngulo isdsceles, la distancia entre las bases es de 1 m y los lados
iguales miden 1.40 m. Determina la altura de la escalera.

Solucién

La altura de un tridngulo isGsceles divide a la base en 2 partes iguales, formandose 2 tridngulos rectdngulos:
= (L4)2 - (0.5 5 W =196 -0,25

=171
h= -ull.'.-'l-
h=13m 1.40 m
Por consiguiente, la altura de la escalera es de 1.3 m. h
0.5m

Un automdvil viaja a una velocidad constante de 2.5 m/s y pasa por debajo de un puente peatonal, Determina a
los 12 g, la distancia entre el automévil y el punto ubicado exactamente arriba del paso del mismo, si la altura del
puente es de 6 m.

Solucién
La altura del puente es de 6 my a los 12 sel automdvil recorre 12(2.5) = 30 m, entonces:

& = (6 + (30) - d* =36 + 900
& =936

d= 936
d=305m

En consecuencia, la distancia es de 30.5 m.

5%
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EJERCICIO 17

1.

e T L

b

10,
11,

12,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

. Con una escalera de 6 m se desea subir al extremo de una barda de 4 m de altura. j A qué

Resuelve los siguientes problemas:

Se tiene un terreno en forma de tridngulo rectingulo, cuyos catetos miden 300 y 800 m. ; Qué cantidad de malla se
necesita para cercarlo?

distancia se necesita colocar la base de la escalera para que el otro extremo coincida con
Ia punta de la torre?

Calcula la altura de un trifingulo isGsceles si su base mide 60 em y cada uno de sus lados mide 50 em.
Calcula la altura de un trisngulo equildtero que de lado mide 10 cm.
;Cudnto mide el lado de un cuadrado, cuya diagonal mide 8 m?

&A qué altura Ilega una escalera de 10 m de largo en un muro vertical, si su
pie esti a 3 m del muro?

(Cuiinto mide el lado de un cuadrado si su diagonal mide 52 cm?

Si el lado de un hexdgono regular mide 16 ¢m, jcudnto mide su apotema?

Una persona camina 7 kilémetros hacia el sur, 3 hacia el oeste, 2 hacia el sur y 6 més hacia el oeste, ;Cuél es la
distancia entre el punto de partida y su destino?

el
& : L
0 l" E
:
l" L
v 8

La hipotenusa de un triingulo rectingulo isdsceles mide 10 ¢m, Encuentra la longitud de los catetos,
En un tridngulo rectdngulo, la hipotenusa es igual a m y la mediana de uno de los dngulos agudos es igual a

m~3  Determina la magnitud de los catetos,
&
En un tridngulo rectingulo, m y nrepresentan la longitud de las medianas trazadas a los catetos. Obtén la longitud

de éstos y la hipotenusa en funcién de m y n.
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CAPTUIO §
CUADRILATEROS
- staba destinado al oficio religioso, pero la
o S E impresién que le produjo la lectura de los Ele-
_— mentos de Fuclides le llevé hacia las matemé-
ficas. Se interesd por la mecdnica, por el incipiente
5‘\ céleulo infinitesimal y por la geometria.
Plerre Varignon Teorema de Varignon
(1654-1722)

Dado un cuadrilétero cualquiera ABCD, el poligo-
no que determinan los puntos medios (E, F, G, H) de sus lados es un paro-
lelogramo, y el drea de éste es la mited de la del cuadrilétero inicial.
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Definicién

Fl cuadrilitero es todo poligono de 4 lados,

Clasificacién

Los cuadrildteros se dividen en:

Paralelogramo. Es el cuadrildtero cuyos lados opuestos son paralelos,

Cuadrado. Es el paralelogramo que tiene todos sus lados iguales y sus 4ngulos son rectos,
Rectingulo. Es el paralelogramo que tiene sus lados contiguos desiguales y los 4 dngulos rectos,
Rombo. Es el paralelogramo que tiene los lados iguales y dngulos contiguos desiguales.
Romboide. Es el paralelogramo que tiene los lados contiguos desiguales y dngulos oblicuos,
Trapecio. Es el cuadrilitero que sélo tiene 2 de sus lados paralelos,

Trapecio rectingulo, Es ¢l que tiene 2 de sus dngulos rectos,

Trapecio isésceles. Es el que tiene 2 lados no paralelos iguales,

Trapecio escaleno. Es aquel que tiene sus lados no pamlelos diferentes,

Trapezoide. Es el cuadrildtero que no tiene ningiin lado paralelo a su opuesto,

{m}ﬂ

Cuadrado Rectingulo Romboide
Trapecio Trapecio rectingulo  Trapecio isdsceles Trapezoide

Diagonal. Es el segmento de recta que une 2 vértices de un cuadrildtero no adyacentes.
AC y BD son diagonales

D
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Cuadilateros

Teorema
La suma de los dngulos interiores de un cuadrildtero es igual a 360°,

Demostracidn: Dado el cuadrilitero ABCD, se traza una de sus diagonales:

B

D
Se observa que se forman dos tridgngulos A ABC y AACD,
La suma de los d4ngulos interiores de los trifingulos es igual a 180°.
£ BAC+ £ ABC+ £ ACB= 180"
L CAD + £ ADC + £ ACD = 180°
Al sumar ambas expresiones, se obtiene:
£ BAC+ £ DAC + £ ABC + £ ADC + £ ACB + £ ACD =360°
pero L BAC+ 2~ DAC=/ BADy / ACB+ /£ ACD = / BCD
Al sustituir estas igualdades en la expresidn anterior;
(£ BAC+ £ DAC)+ £ ABC + £ ADC + (£ ACB + £ ACD) =360°

£ BAD + /£ ABC+ / ADC + £ BCD = 360°

Por consiguiente, queda demostrado el teorema.

Propiedades de los paralelogramos

1. Los lados opuestos son iguales. A
AB=CD Y AC=BD

2, Los dngulos opuestos son iguales.
LA=/Dy/tB=/C

3. Los dngulos adyacentes a un mismo lado son suplementarios,

LA+ /L B=180°, 2 C+ + D=180° C
LA+ L C=180°, L B+ /£ D=180F

4. Las diagonales se bisecan mutuamente.
5. La diagonal lo divide en 2 tridngulos congruentes,
AABD = A CDA

63



5 CApTUO

GEOMETRIA Y TRHGONOMETRiA
EJEMPLOS
'§_ ] ®+ Determina los dngulos interiores del siguiente paralelogramo;
i
§
Solucién
En todo paralelogramo, los dngulos adyacentes son suplementarios, entonces:
L P+ £ M=180° — X+ 3x—12° = 180° — 4x = 180° + 12°
d4x=192°
x= 193 = 48°
Luego, los éngulos opuestos son iguales, por tanto:
LN=L P=48"°
L 0=/, M=3(48")-12° = 144° - 12° = 132°
EJERCICIO 18
*  Encuentra los datos que se piden en cada uno de los siguientes paralelogramos:
1. Determina Z A, 2 By £ C 5. Halla el valor de xy y
: A B
i
/ x x
IIII 7
]
£y 400 7 ¥ 53°
D C
2, Encuentra £ DCA, / CAD, 7 DAB, # DCB,/ Dy / B 6. Calcula la medida de los dngulos yy z
D &
e —;x+15° #
i x +35° ¥
A B
3. Encuentra £ A, /£ B, £ Cy £ ADC 7. Precisa el valor de x y 1a medida de los dngulos vy z
A B
X iJHI.S"
4
Ly z y
E D c
4. Determina el valorx, £y y £z 8. Halla el valor de x y la medida de los dngulos y y z

4x +50°

z
5
5x =30° 2—1—15“

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient® . « « ¢ o o 00 0 0 0 000w o
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Demostraciones
Para que un cuadrildtero sea un paralelogramo se debe probar que 2 de sus lados son iguales y paralelos,

Cuadilateros

.ﬁ_ - @4+ Sea el trifngulo ABC cuyos puntos medios de los lados AB, BC y AC son D, E y F respectivamente, demostrar que

EJEMPLOS
1
Eo DFCE es un paralelogramo,
2
iu
Solucién
Afirmaciones
L DE=FC, DE|FC
2 [DF=EC, DF|EC
3. DFCEes paralelogramo

A
D F
c

Razones

1. En todo tridngule el segmento que une los puntos
medios de dos lados es paralelo e igual a la mitad del
tercer lado.

DE = -;—AC = %(A_F+E} = %(2F_C) =FC

2. Entodo trigngulo el segmento que une los puntos
medios de dos lados es paralelo e igual a la mitad del
tercer lado.

g e
DF = 5BC = 5(m:' CEG|= E(2:5::] =

3. Silos lados opuestos de un cuadrildtero son iguales y
paralelos, es un paralelogramo.

TQUS es paralelogramo

2 ®e-Sca PORS los vértices de un paralelogramo, T el punto medio de PS y U el punto medio de RQ , demuestra que TQUS
es un paralelogramo,

Razones

1. Tes el punto medio del segmento ps
2. Ues el punto medio del segmento QR

3. Enun paralelogramo los lados opuestos son iguales y
paralelos.

4. Dela afirmacién 3, se tiene que PS = OR , entonces:
PT + TS=0QU+ UR — 2TS=20U —» T5 = QU

5. Son segmentos de PS y QR los que a su vez son
paralelos.

6. Dos lados opuestos s Y Qu son paralelos e iguales.
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EJERCICIO 19

. Realiza las siguientes demostraciones:

1,

Sea ABCD los vértices de un paralelogramo, P y Q dos puntos sobre la diagonal AC, de modo que PA es congruente
con OC, demuestra que PBOD es paralelogramo,

Sea ABCD los vértices de un paralelogramo, E y F son puntos sobre la diagonal AC, de tal manera que DF biseca
al £ ADCy BE biseca al £ ABC, demuestra que DEBF es paralelogramo,

3, Sea RSTU un paralelogramo, V y W puntos sobre la diagonal TR de modo que UW y SV son perpendiculares a TR,
demuestra que UW5Ves un paralelogramo.

4. Sea ABCD los véttices de un pamalelogmmo, @, R, S, T, puntos sobre loslados AB, BC, CD, DA respectivamente, de tal
maneraque AQ = CS ¥ BR = TD.demuestra que QRST es pamalelogramo,

5. Sea PQRS los vértices de un trapecio, SR es paralelo a PQ y PS=SR ., demuestra que RP biseca £ P,

6, Demuestraque la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo, es igual al doble producto delasuma
del cuadrado de sus lados adyacentes.

g Este ejercicio ne tiene scluciones al final del libro por ser demostracion®s. « + « v« v s s 2 2 0 2 5 ¢ 5 =

Paralelogramos especiales

Se les denomina asf al rectingulo, al rombo y al cuadrado, los cuales pertenecen al conjunto de los paralelogramos y
se definen de la siguiente manera:

Rectangulo. Fs el paralelogramo que tiene sus éngulos iguales, también se le conoce como paralelo-
gramo equifingulo, n

Rombo, Paralelogramo que tiene sus lados iguales, también recibe el nombre de paralelogramo
equildtero, M o

MN = NO = 0P = PM -

Cuadrado. Se define como el paralelogramo equisingulo y equilitero, esto es, un cuadrado es un
rectingulo y a la vez un rombo,

LR=/8§=/T=/ U= RS = ST =TU = UR ’ '
Propiedades
1. Los rectingulos tienen sus dngulos rectos,
L A=/B=/C=/.D=90°
2, Las diagonales de un rectingulo son iguales. A i
AC = BD
3, Las diagonales de un rectdngulo forman 2 pares de tridngulos congruentes, .
D C

AAED =ABEC; ADEC=AAER
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4. Las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si y se bisecan mutua-
mente, esto es, una diagonal es mediatriz de la otra.

ACLBD, AE = EC, BE = ED

3. Las diagonales de un rombo son bisectrices de los dngulos formados por los
vértices que unen,

L£1=£2,43=44,25=L06yLT=L8
6, Las diagonales de un rombo forman 4 tridngulos congruentes,
AAED =ABEC =AAEB =ACED

Los cuadrados por ser rectingulos y rombos a la vez, cumplen con las propiedades anteriores.

EAEMPLOS

2 1 @9 Determina la longitud de los lados del siguiente rombo: R 5
E Solucién

o

En un rombo, los lados son iguales, entonces;
Ix+4=2x+5 — Ix-x=5-4 - x=1
Luego, sustituyendo x = 1 en cualquiera de los lados, se obtiene:
Ik+d=3(1)+4=7
Por tanto, los lados del rombo miden 7u,

2 ®e-Encuenira la longitud del lado AD en el siguiente rectdngulo, si AC = 13, pp=3x+4y AD =x+2
Solucién

En todo rectingulo, las diagonales son iguales, esto es:

AC = DB 5 13=3x+4 > 9=3¢r o x=3

Luego, AD =x+2, portanto, AD =3+2=5u

3 ®e-En el rombo ABCD, determina el valor de /. ABC si /. BAC=6xy £ DAC =4x + 1(°

A
0
D
- B
Solucién A
En el rombo, la diagonal AC biseca al dngulo BAD, esto es: A \/ c
/£ BAC =/ DAC — G =dx+ 10° — 2x=10° — x=5° D

Por otro lado, en un paralelogramo los 4ngulos opuestos son iguales y como AC es diagonal, se deduce que
£ BAC = £ BCA =30°, luego, en el tridngulo BAC:
£ ABC+ £ BAC + £BCA = 180° — £ ABC = 180° = (£ BAC + £ BCA)
£ ABC = 180" - 60°
Z ABC = 120°
Por tanto, el &ngulo ABC mide 120°,

67



5 CApTUO

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Propiedades de los trapecios

1. En un trapecio la longitud de la linea media (paralela media) es
igual a la semisuma de las bases del trapecio, P Q
T J/ ;v b A\
UR = Q;TS V" i

2. Las bisectrices de los dngulos adyacentes al lado lateral del tra- b, 5" = hisectrh
pecio son perpendiculares y el punto de interseccidn se encuentra
en su linea media.

PV LTV

Propiedades de los frapecios isésceles
1. Los dngulos de la base son iguales,

B
LD=2C
2. Sus diagonales son iguales.

DB =AC P ro

EJEMPLOS N
~ ] ®= Determina la longitud de las bases AB y DC del siguiente trapecio si E y Fson puntos medios y EF mide 14.¢m.
E |
la' A 3x+4 B
E F
B 8x +2 c
Solucién

En todo trapecio la longitud de la paralela media es igual a la semisuma de las bases:

AB+DC
2

1}

EF =
Al sustituir, se tiene:

o (3x+4)+(8x+2)
2

14 B=1lx+6 — =1lx — x=2

Por consiguiente, las longitudes de las bases son;

AB =3x+4=3(2)+4=10 ; DC=8+2=8(2)+2=18

68



CAPITUIO §

Cuadilateros

2 ®e-Determina la longitud de la diagonal AD en el siguiente trapecio, si CD |AF, By E son los puntos medios de AC y

DF respectivamente,

[ @ 10 cm D

x+5
B X+1
2x+1
x+35
A ¥ F
Solucién o
De la figura se tiene que BE = CD+AF  ontonces:
2
xel+241=225Y 0 935422104y >  y=6x-6

En el tridngulo ADF, por proporcionalidad, se establece que:

2x+1 _ xX+5 - 2e+1 l
¥ T 2x+10 ¥ 2

— dx+2=y

Se sustituye y = x — 6:
dr+2=6x-6 — 2x=8 — x=4
Portanto, AD =2x+ 10=2(4)+10=8+10= 18 cm

3 ®e-Determina el valor de los dngulos de la base del siguiente trapecio isésceles:

A B

3x +10°  x +50°
D C

Solucién
Los éngulos de la base de un triingulo isdsceles son iguales:

3x + 10° = x + 50° — Ix—x=50"-10° - 2x=40°

En consecuencia, los dngulos de la base miden;

3(20°) + 10° = 60° + 10° = 70°
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EJERCICIO 20
Resuelve los siguientes problemas:
1. Encuentra el valor de xen el rectingulo ABCD, si AC =24 cmy BD =5x+ 4 A
2, Determina lalongitud de los lados del rectdngulo ABCD, si AO = 2.5 y AR = 2BC >
D c

3, EEIMMMNUP,detﬂDﬁdedGIDSMSiW=ﬁI+S)'
MP =Tx=1

4, Determina el dngulo NPO, si 2 PON=132y NP es bisecriz del dngulo Py N

P/\>N
o
5. Halla el valor de x y yen el rombo PRST,si £ TRP=2x+10°, £ RTS =x+30°y 5 R
o E
P
A
G )]

6. Enla figura, C:,rDsonpuntnsnI:dimchEyBF Encuentrael valor de AB, si
AB=x+1,CD=x+2yEF =13cm

7. Enlaﬁgu:a,kyﬂsunpuntusnndlmdcﬁi’gy NP . Determina la longitud de MN,
siof =3x+1,Rs =14y oP =% +1

8. Enla figura, los lados Al y BJ estén divididos en 4 partes iguales. Encuentra la

longitnd & AB ¢ T, st CD= 212 y BF = 9*2

9. Enlaﬁgura,C}rDsunpuntosnndmsdeAEyBF Deternm:alalungltuddeAE
si AB = x+1CP-y,PD 2y+2, EF =11, AC=CE=x

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

70



CAPTULO @

POLIGONOS
HISTORICA
§
e a palabra poligono procede del griego
M poly, muchos, y gwnos, angulos.
-
— Cada poligono recibe un nombre de acuer-

- ‘\ do al nimero de lados que lo conforman;
e} para saber cémo se llama un poligono de
Una de las aplicaciones de los po- : 2
YeAkbe o6 o ki ouo fucso Tlamad ;ne|no§ de msn Irios 5; reullzodlu lecrurlﬂ
Bingram chino “tabla de 1a sabidu- _e _nurnero € 10005 ae acuerao con a
ria”, que se conforma de 7 piezas  Siguiente fabla.

lamadas Tans y son;
© Cinco tridngulos de diversos
tamafios 20 lcosa- -kal- | 1 -Hena -gono
& Un cnadrado 30 Triaconta- 2 -Di-
© Un panalelogramo romboide 40  Tetraconta- 3 -Tr-
50 Pentaconta- 4 -Tetra-
Con ellas se PJO&‘.‘II. formar ﬁgmas 40 Hexaconta- 5 -Panta-
cerradas como: 70 Heptaconta- 6  -Hexa-
80 Octaconta- 7  -Hepta
90 Eneaconta- 8 -Octa-
9 -Enea-

100 Hecta-

Se cuenta el nimero de lados que tiene el
poligono y se pone el prefijo conveniente,
como en el siguiente ejemplo, y se agrega

la terminacidn "gono”.

: El poligono de 78 lados recibe el nombre
. - de:

*Heptacontakaioctégono”
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Definicién

Se llama poligono a aquella figura plana cerrada, delimitada por segmentos de recta. Se clasifican de acuerdo con la
medida de sus lados o sus dngulos,

Clasificacién

Los poligonos se clasifican de acuerdo con sus lados o la magnitud de sus dngulos interiores,

Por sus lados

Regulares. Tienen todos sus lados iguales.
Irregulares. Tienen la medida de sus lados diferentes.

Por sus angulos
Convexo. Los dngulos interiores son todos menores que 180°,

C
D
Todos los dngulos son menores
E que 180°
B
A
Concavo. Uno de sus dngulos interiores es mayor que 180°.
D E
L/
A
™
C B
£ A>180°
© Por su ntimero de lados. Los poligonos reciben un nombre segin su nimero de lados, como se muestra a
continuacitn;
Nimero de lades Nombre Nimere de lados Nombre
3 Tridngulo 12 Dodecigono
4 Cuadrildtero 13 Tridecagono
5 Pentigono 14 Tetradecigono
& Hexdgono 15 Pentadecdgono
7 Heptéagono 16 Hexadecégono
8 Octégono 17 Heptadecdgono
9 Nonageno 18 Octadecagono
10 Decégeno 19 Nonadecagono
1 Undecdgono 20 lcoségono
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Elementos

Todo poligono estd formado por los siguientes elementos;

Vértice. Es el punto donde concurren 2 lados.

Angulo interior. Es el que se forma con 2 lados adyacentes de un poligono.

Angulo exterior. Aquel que se forma entre 1a prolongaci6n de uno de los lados y su lado adyacente.

Diagonal, Es el segmento de recta que une 2 vértices no adyacentes,

G

Elementos:

E

£ A; vértice
£ BAF: dngulo interior
F c ;
£ DEG: dngulo exterior
ER: diagonal
A B

Un poligono tiene el mismo niimero de lados que de dngulos interiores, asi como exteriores.

Nomero de diagonales

El nimero de diagonales en un poligono se obtendrd en funcion del nimero de lados.

Nomero de diagonales trazadas desde un mismo vértice
En un poligono de n lados se pueden trazar (n — 3) diagonales desde un solo vértice, entonces la férmula es:

d=n-3
Donde:
d = diagonales trazadas desde un solo vértice.
n = nimero de lados,

Nomero de diagonales totales
El mimero total de diagonales que se pueden trazar desde todos los vértices estd dado por la férmula:

i n(n-3)
2

D = diagonales totales del poligono.
# = niimero de lados.
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EJEMPLOS
1 ®# Calcula el niimero de diagonales que se pueden trazar desde un solo vértice en un hexdgono.
5_ Solucién
- En un hexfigono n= 6, al sustituir en la férmula se obtiene;
£ D Férmula
d=n-3
F = Sustitucién
d=6-3=3
A B

Por consiguiente, se pueden trazar 3 diagonales desde un solo vértice.

2 ®e-Calcula el nimero de diagonales totales que se pueden trazar en un octigono,
Solucién
En un octigono n = 8, por lo que al sustituir en la férmula se obtiene:

_ nn-3)
T

D

donde

D:m =E§l=£=20
2 2 2

Por tanto, en un octdgono se pueden trazar 20 diagonales en total,

3 ®e-;Cuil es el poligono en el que se pueden trazar en total 65 diagonales?

Solucién
De acuerdo con el problema, D = 65; entonces, al sustituir en la férmula y resolver la ecuacitn, se determina que;

_nlr-3) 5 65 = "n-3)

5 2 - 130=n"-3n

D
n=3r-130=0

(n=13)(r+10) =0

n-13=0; n+10=0
n=13; n=-10
En consecuencia, el poligono es de 13 lados, esto es, un tridecdgono,
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Poligonos
EJERCICIO 21
Resuelve los siguientes problemas:

1. ;Cudintas diagonales se pueden trazar desde un solo vértice en un undecdgono?

2, Determina el poligono en el que se pueden trazar 17 diagonales desde un solo vértice,

3, Calcula el mimero de diagonales que se pueden trazar desde un vértice en un decigono,

4, Determina cuél es el poligono en el que se pueden trazar 9 diagonales desde un vértice,

5. ;Cudles el poligono en el que se pueden trazar 6 diagonales desde un vértice?

6. Calcula el mimero total de diagonales que se pueden trazar en cada uno de los siguientes poligonos:
a) Icosdigono d) Hexfigono g) Hexadecigono
b) Dodecdgono ¢) Pentadecdgono h) Octadecdgono
¢) Nondgono ) Heptigono i} Undecigono

7. iEn qué poligono se pueden trazar 14 diagonales en total?

8. (Cudles el poligono en el que se pueden trazar en total 104 diagonales?

9. Determina el poligono en el cual se pueden trazar 119 diagonales en total.
10, Precisa en qué poligono se pueden trazar en total 152 diagonales,
11, ;Cudl es el poligono cuyo niimero de diagonales en total es el doble que su nimero de lados?
12, ;En qué poligono el mimero de lados es la cuarta parte de su mimero de diagonales en total?
13. Determina el poligono en el cual el nimero de lados equivale al ndmero de diagonales en total,
14, Precisa el poligono cuyo nimero de lados es % del niimero de diagonales en total.
15, Determina el poligono en que el niimero de diagonales en total son los % del nimero de lados.

16, Encuentra el poligono cuyo niimero de diagonales en total, equivale al nimero de lados del poligono en el que se
pueden trazar 170 diagonales,

1
17. (Encudl poligono el nimero de diagonales trazadas desde un vértice es 10 del mimero de diagonales en total?

O Varifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente o

Angulos de un poligono

La magnitud de los diferentes dngulos de un poligono se obtiene con las férmulas siguientes;
Suma de dngulos interiores de cualquier poligono Angulo interior de un poligono regular
; - 180°(n-2)
n
Suma de dngulos exteriores de cualquier poligono Angulo exterior de un poligono regular

360°
g =
n

S, = 180° (n-2)

S, = 360°

Donde n = mimero de lados,
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA
EJEMPLOS
.ﬁ. 1 @+ Cuatro dngulos interiores de un poligono de 5 lados miden respectivamente; 1207, 90°, 75° y 135°, ;Cudnto mide el
g quinto 4ngulo?
i .
Solucién

En un pentdgono # = 5, entonces la suma de sus dngulos interiores es:
8,=180° (n - 2) - 8,=180° (5 - 2) = 180° (3) = 540°
Luego, el quinto dngulo se obtiene asi:
540° —(120° + 90° + 75° + 135°) = 540° — 420° = 120°
Por tanto, el quinto 4ngulo mide 120°,
2 ®e-;Cuil es el poligono regular cuyos dngulos interiores suman 1 440°7

Solucién
De acuerdo con el problema §;= 1 440°, entonces:

S, = 180°(n —2) donde 180°(n — 2) = 1 440°

1440°

~2=Tg0°

n=8+2=10
Por consiguiente, el poligono es un decdgono,

3 @+ ;Cuintos lados tiene un poligono regular cuyo dngulo interior es de 120°7
Solucién
En este caso i = 120°, al sustituir en la férmula y resolver la ecuacién, se obtiene:

;o180 (n-2) 1900 = 180°(n ~2)
n n

e 120° n = 180° n — 360
360° =180°n—120°n
360° =60°n

6=n
Finalmente, resulta que el poligono es un hexdgono,
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4 @+ En cusl poligono regular el dngulo exterior mide 20°?
Solucién
En este caso e = 20°, al sustituir en 1a férmula y resolver la ecuacidn, resulta que:

360° 360°
e= — 20° = — 20° n = 360°
n n
360°
F="2ge
n=18

Entonces, el poligono del que se trata es un octadecigono,

5 ®e-Determina los dngulos interiores del siguiente poligono:

Solucién
En un pentdgono la suma de los dngulos interiores es igual a 540°, entonces se calcula el valor de x para encontrar
los dngulos:
(3x + 31°) + (dx — 8°) + (Tx — 23°) + (3x + 5°) + (dx + 10°) =540°
21x + 15° = 540°
21x = 525°
x= Si =25°
En consecuencia, los valores de los dngulos son;

£ A=4x+10° = 4(25) + 10 = 110°
£ B=3x+31° =3(25) + 31 = 106°
L C=4d4x— 8" =4(25) -8 =92°
£ D=Tx-23°=7(25) - 23 = 152°
£ E=3x+5°=3(25)+5=80°
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EJERCICIO 22
1. Calcula la medida de un dngulo interior de los siguientes poligonos:
a) Hexdgono
b) Octigono
¢) Dodecéigono
d) Poligono de 20 lados
¢) Poligono de 18 lados
f) Poligono de 42 lados
2. Calcula la suma de los dngulos interiores de los siguientes poligonos:

a) Un pentigono

b) Un decdgono

¢) Un pentadecdgono

d) Un octigono

¢) Un tridecgono

f) Un poligono de 37 lados

¢Cudl es el poligono cuya suma de sus dngulos interiores es 1 260°7
Precisa en cudl poligono el total de sus dngulos interiores suma 900°,
Determina en cuél poligono la suma de sus 4ngulos interiores es 2 520°,

. ¢En cudl poligono el total de sus dngulos interiores suma 1 620°7

¢ Cuiintos lados tiene el poligono regular cuyos dngulos interiores suman 720°7?
Determina el poligono regular cuyo dngulo interior mide 157.5°,

¢ Cudintos lados tiene un poligono regular cuyo dngulo interior es de 140°7
10 Determina en cudl polfgono regular el 4ngulo exterior mide g rad,

- - o

o

11, ;Cuéntos lados tiene un poligono regular con un dngulo interior de 13577

12, Determina en cuil poligono regular el dngulo interior mide 60°,

13, Precisa en cuél poligono regular el dngulo exterior es de 60°,

14, Determina el poligono cuyo dngulo interior equivale a 12—3 de su dngulo exterior,

15. ;En cuil poligono el dngulo exterior es % de su dngulo interior? s

16, Determina el poligono en el cual la suma de dngulos interiores equivale a ) de su dngulo exterior,

12
17. Calcula el valor de los dngulos interiores de un pentdgono si su magnitud es respectivamente: x, 3 ¥
2.4x, 2x y 2.2r.

18. Calcula el valor de cada uno de los dngulos de un pentéigono si valen, respectivamente: x, x —10°,x + 5°,x + 25% y x - 30°,
19. Calcula el valor de los dngulos interiores de un heptigono cuyos valores son: x, 2x, 3x, 4x, 5x, Tx y 8.
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*  20. Encuentra los dngulos exteriores del siguiente poligono:

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente 4
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CAPTULO 7
TRANSFORMACIONES
——d n ejemplo del uso de la escala son las
N fotogratfias, en las que podemos reco-
- nocer personas, objefos y lugares, ya
— que guardan semejanza con los reales. Hay

fotografias que agrandan miles o millones de
Imagen del libro matemdticas  veces seres u objetos del mundo real gracias al
simplificadasenlaescala 1:5 50 de la tecnologia, mientras que en ofras, se
ven reducidas en varias decenas de veces, la
realided representada.

los planos de casas, muebles, oparatos u objetos en general también se
elaboran @ escala, y de su lectura podemos especificar las dimensiones
reales que éstos poseen y caplar sus formas.

Otro uso imporfante de las escalas se encuentra en la elaboracion de
mapas, el cual es la representacién convencional de la configuracion su-
perficial de la tiera, con una relacién de similitud proporcionada, a lo que
se llama escala.

lo tecnologia nos auxilia con clgunos insirumentos para poder llevar a
cabo estas representaciones y que en nuestra vida colidiana los hemos
utilizado seguramente més de una docena de veces; ejemplo de ello son:
la camara digital, la fotocopiadora, la television, entre ofros.
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PLOS

Ejemplos™
S 2

2 { I

Escala

Es 1a razdn que existe entre dos cantidades o magnitudes, Las escalas pueden ser numéricas, analiticas y grificas,
Las escalas numéricas se definen como la razén entre la magnitud dibujada y la longitud real.

% o LDLR
Las escalas numéricas pueden ser de ampliacién o de reduccidn,
Ejemplos
Escalas de reduccidn 1:10, 1:100, 1:1000...
Escalas de ampliacién 10:1, 100;:1, 1000:1 ... 1

Una escala de 1:10significa que cada unidad dibujada es 0 parte de la unidad real, y una escala de 100:1 repre-
senta que una unidad dibujada es 100 veces mayor que la unidad real,

Figuras a escala
Un cuerpo estd a escala de otro si tiene la misma forma y sus dimensiones estin en la misma razdn,

EguzaA”

'F:guraB [

La figura B se encuentra a escala 1:3 de la figum A, esto significa que la longitud de los lados de la figura B son una
tercera parte de la longitud de los lados de la figum A,

Figura B

Hgura A

La figura B se encuentra a escala 2:1 con respecto a la figura A, es decir, cada longitud de la figura B es el doble de la
figura A,
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52

EJERCICIO 23
Reproduce cada una de las figuras en la escala indicada.
1
1:3
2
b
.
1;2
3.
213
4,
32

Q Varifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «

34
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Transformaciones de figuras en el plano

Cuando a una figura dada se le aplica una transformacion, se obtiene otra a la que se llama imagen bajo la transfor-
macion,
Traslacién

Esta transformacidn consiste en desplazar cada uno de los puntos de una figura en una misma direccién y la misma
distancia,
Para poder realizar la traslacidn se necesita especificar la direccidn y distancia en base a una directriz.

Traslacién de un punto, Para trasladar un punto en la direccién de la directriz, se traza un segmento paralelo a la
directriz y de la misma longitud, asf se obtiene la imagen del punto.

Ejemplos
Traslada los puntos indicados de acuerdo con la directriz:

A

- -
. i
|2 A Q ’

% ¥

Imagende A=A" Imagende @ = Q'

Traslacion de un segmento. Se determina la imagen de los extremos del segmento en la direccién de la directriz.

Ejemplos
Determina la imagen de los siguientes segmentos;
P — R s
. ;
4 i
Directriz
Imagen de AB=A'B’ Imagen de RS =R'S’

Para realizar los trazos es necesario auxiliarse de las escnadras,
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Traslacion de una figura. Se traslada cada uno de los lados de la figura para obtener la imagen,

Ejemplos
Encuentra la imagen de las figuras,

Imagen de ABCD = A'B'C'D’

E D E, D’

[
F

Directriz

Imagen de ABCDE = A'B'C'D'E’
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EJERCICIO 24
: Determina la imagen de los siguientes puntos, segmentos y figuras.
L. g 6. 10 R
L
s P~—2
& 5
2
5 T
7 B

C
3, oR A
g Directriz
3 8. B
C
A
4’ gu.
: D
12 E

o
.
-
&
o]
=]
.
[
ZI102IK]
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Rotacion

Esta transformacitn se realiza alrededor de un punto fijo y con respecto a un dngulo dado. Para realizar una transfor-
macion se debe proporcionar el centro de la rotacidn, el dngulo que se va a rotar la figura y el sentido del giro,

Si el dngulo es positivo, el sentido del giro es opuesto al de las manecillas del reloj, si el dngulo es negativo, el
giro es en el sentido del giro de las manecillas del reloj.

Rotacién de un punto. Para obtener la imagen de un punto al rotarlo con respecto a otro punto, se traza un segmento
que una ambos puntos, después, con ayuda del compés se hace girar al segmento de acuerdo con la medida del dngulo

de rotacicn,
EJEMPLOS
.i ) Rota los siguientes puntos de acuerdo a las indicaciones.
i§' 1 ®e-Punto A, dngulo de rotacién de 80° con respecto al punto O,
Il\F._
"
. »
\ ..
Y _B0°
-
0
2 ®--Punio R, dngulo de ~150° con respecto a C.
R
LB
.
C'.) 150 .
v
| R
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Rotacién de un segmento. Se obtiene rotando los puntos extremos del segmento segiin lo indique el dngulo de
rotacién,

EJEMPLOS
_i i Rota los siguientes segmentos,
E

e 1 @+ Segmento AB ., ingulo de 120° con respecto al punto O.
L

120°

1200 e et
0

Imagen de AB=AF"

2 ®«-Segmentos RS , dngulo de —100° con respectoa C.

Imagen de RS=R'S
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Rotacién de una figura. Se debe realizar la rotacién de cada segmento que forma a la figura, para obtener su
imagen.

EJEMPLOS
_i . Obiénla imagen de cada figura,

i§' i @+ -Hl triingulo ABC, dngulo de 60° con respecto al punto 0.

R g B

B.'

-

Imagen de ABC=A'B'C’

2 ®--El pentigono ABCDE, éingulo de —90° con respecto al punto O,

Imagen de ABCDE = A'B'C'D'E’
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EJERCICIO 25

2 Determina las imagenes de los puntos, segmentos y figuras al hacerlos rotar.

. 1. Punto P, dngulo de 45° con respecto a O, —
. £ pee 7. Segmento RS, Angulo de —110° con respectoa O,

P
& by
L
o R
2, Punto R, dngulo de 210° conrespectoa O,
*
o
R —
. 8, Segmento TW . dngulo de —150° con respecto a 0.
b= T - W

(o)
3. Punto W, dngulo de —90° con respecto a O,

L]
.0 0
9. Tridngulo ABC, dngulo de 45° con respecto a O,
o W
4. Punto A, dngulo de -300° con respectoa O, A

o
.

A
. A

5. Segmento AB, dngulo de 80° con respectoa O,

A
~ c
o
10, Cuadrilitero ABCD, éngulo de 120° con respectoa O,
B
. B
0
e c
6, Segmento P ,4ngulo de 225° con respecto a O, A
o
L)
0
. D
)
P
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11. Poligono ABCDE, ingulo de —270° con respecto a O, 12. Poligono ABCDEF, dngulo de 240° con respecto a O.

’ c 0
: B
D
D
B C
A
A E F E
L
a
Q Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondient® - « « + « v v s v 5 5 5 5 2 2 =«

Simetria axial

En esta transformaci6n se refleja a las figuras del plano sobre una recta conocida como eje de simetria, razén por la
cual a la imagen se le conoce como su siméirico,

Simétrico de un punto. Conocido un punto y el eje de simetria, la imagen del punto se determina trazando un segmen-
to perpendicular desde el punto hacia el eje de simetria,
La imagen se encuentra del lado opuesto al eje y a la misma distancia que el punto,

EJEMPLOS
Determina los simétricos de los siguientes puntos,

E_ 1 ®«-Punto P, cje de simctria AB.
(i

B
P
..
PC=CP’
e p P'essimétrico de P,
A
2 ®«-Punto 0, cje de simetria ST.
,Q
EP T o
s* ; . PO=PQ
! Q' es simétrico de Q.
.« 0
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Simétrico de un segmento. Para obtener la imagen o simétrico del segmento, se determinan los simétricos de los
puntos extremos.

o
_g. Determina los simétricos de cada uno de los segmentos con respecto al eje de simetria indicado,
E

1 ®e-Segmento AB,eje de simetria PQ.

A0 =A0
BO'=B0
AR’ es siméirico de AB

2 @« Segmento PQ,eje de simetria RS.

o

OP=0P
00=00
P'Q’ es simétrico de PO

92



Cariuio 7

Transformaciones

Simétrico de una figura. Para determinar la imagen, se determinan los simétricos de cada lado.
Para determinar el simétrico de los lados de un poligono, se puede emplear el compéds como lo ilustran los si-
guientes ejemplos,

EJEMPLOS *
i Encuentra los simétricos de los siguientes poligonos,

S 00-H cuadrilétero ABCD con respecto al eje de simetrfa PG
(]

A'B'C'D' es simétrico de ABCD

Se trazan los segmentos perpendiculares al eje PQ , luego se apoya el compés en el punto Py se abrea cada uno de los
wértices del poligono, se trazan los arcos y en los puntos donde se intersecan con sus respectivos segmentos se ubican
las imfgenes de los puntos, que posteriormente se unen,

2 ®--El poligono ABCDEF con respecto al eje de simetria XY,

i

F
A'B'C'D'E'F’ es simétrico de ABCDEF
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EJERCICIO 26
Obtén el simétrico de los siguientes puntos, segmentos y figuras con respecto al eje de simetria indicado.
1. Punto A, eje de simetria PQ. 5. Segmento RS, eje de simetria XY,
A 0
b X
R
P

2, Punto @,eje de simetria AB,

hY
¥
« 2
4 5 6. Segmento PQ, eje de simetria AB,
3, Punto P, eje de simetria AB , P
A
o
» P
B
B

7. Figura ABC, eje de simetria PQ,
4. Segmento A_B,cjc de simetria PQ.

A
y k
B
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8. Tridngulo ABC, gje de simetria PQ,
B
P
A
£
o
9. Pentigono ABCDE, eje de simetria XY,
C
b
B
D
A
E
Y
10. Figura ABCDEF,eje de simetria PQ.
B
c D
A
Q
E
F

P
g Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »
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Simetria central

Este tipo de simetria es con respecto a un punto conocido también como centro, A la imagen de una figura bajo esta

transformacidn se le conoce también como simétrico,

Simétrico con respecto de un punto. Para obtener la imagen de un punto se traza un segmento que pase por el
punto y centro. La imagen se ubica al otro lado del punto sobre el segmento y a la misma distancia. Para realizar este
procedimiento, se puede utilizar el compés para marcar de manera precisa la distancia; el compés se coloca en el
centro y con una abertura igual a la distancia del centro al punto, se traza el arco que corta a la recta en el lado opuesto

del punto, éste serd la imagen.

EJEMPLOS

¥

Encuentra el simétrico de los siguientes puntos,

1 @«-Punto A, centro O,

-

2 ®--Punio P, centro O,

-
-

----

AO=A0
A’ es simétrico de A
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Simétrico de un segmento. Para obtener la imagen o simétrico de un segmento, se trazan los simétricos de sus puntos
extremos y se unen,

EIEMPLOS ¢
Determina el simétrico de los siguientes segmentos:

®+-Segmento AB con respecto al centro 0.

e
i

B
B ; ;
A0=A0
BO=F0
A'B’ es simétrico de AB
2 ®+-Segmento PQ con respecto al centro O,
o

OP = OP'
0Q=00'
P'Q’ = es simétrico de PQ
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Simétrico de una figura, Se determinan los simétricos de sus vértices.

EJEMPLOS
-E_ \ Determina los simétricos de las signientes figuras,
E

A
hl;. 1 @+ Triingulo ABC con respecto al centro O,

A'B'C’ es simétrico de ABC

B

A'B'C’'D' es simétrico de ABCD

98



Cariuio 7

Transformaciones

EJERCICIO 27

Obtén el simétrico de los siguientes puntos, segmentos y figuras con respecto al centro dado.
1. Punto W con respecto al centro O, 7. Tridngulo ABC con respecto al centro O,
.W C

0

»
2, Punto P con respecto al centro O, o2

P
[ ]
0
L]
A B

3. Punto A con respecto al centro 0.
8. Cuadrildtero ABCD con respecto al centro 0.

o
: . B
4. Segmento AB con respecto al centro O, c
A
L} o A . 0
D
B 9, Poligono ABCDEcon respecto al centro O,
5. Segmento PQ con respecto al centro 0. B
c
P Q
A
L] 0 D
o .
E

6. Figura ABCD con respecto al centro O,

A 10. Poligono ABCDEF con respecto al centro O,

B c

D E

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones cormespondiente »
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CRCUNFERENCIA Y CIRCULO
DE MILETO

8

=]
m—— .. edbmelra griego y uno de los siete sabios
. g de Grecia. Fue el primer matemdtico grie-
- go que inicié el desarrollo racional de la
—— 3 ., geometria. Se le afibuyen 5 teoremas de la geo-

¥ mefria elemental:

Tales de Mileto

1. Los angulos de la bose de un rriangulo isdsceles
(640- 560 a. C)

son iguales.

2, Un circulo es bisecado por algin didmetro.

3. Los angulos entre 2 lineas rectas que se corfan son iguales.

4. Dos triangulos son congruentes si ellos fienen 2 dngulos y un lado igual.
5. Todo éngulo inscrito en una semicircunferencia es recto.
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Circunferencia

Circunferencia. Es el conjunto de puntos que equidistan de un punto fijo llamado centro y su longitud representa el
perimetro del circulo.

Cireulo, Se define como la superficie limitada por una circunferencia,
Arco. Nombre que recibe una parte de la circunferencia y se representa con el simbolo ~—
Semicircunferencia. Es un arco igual a la mitad de la circunferencia,

Rectas notables

Radio. Asf se nombra al segmento de recta unido por el centro y un punto cualquiera de la circunferencia,
Cuerda. Se denomina asf al segmento de recta que une 2 puntos de la circunferencia sin pasar por el centro,
Didgmetro. Se nombra asi a la cuerda més grande que une 2 puntos opuestos de la circunferencia y pasa por el centro,
Secante. Aquella recta que pasa por 2 puntos de la circunferencia,

Tangente. Asi se llama a la linea recta que tiene s6lo un punto en comiin con la circunferencia.

Flecha o sagita. Es la perpendicular trazada de un punto de la circunferencia al punto medio de una cuerda.
B £+' Centro
AE: Arco
A ED; Semicircunferencia

OA: Radio
BC: Secante
HI: Tangente
FG: Cuerda
KJ: Sagita o flecha

T: Punto de tangencia

Porciones de un circulo
Son las superficies limitadas por un arco y ciertas rectas notables, las cuales generan;

Sector circular. Porcidn de circulo comprendida entre 2 radios, '

Segmento circular, Porcitn de cfrculo comprendida entre el arco y su cuerda.

s la mitad de un circulo,

Semicirculo, Porcién de circulo entre la semicircunferencia y su difimetro, es decir, ~ -
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Circunferencia y poligonos

Cuando los lados de un poligono son tangentes a la circunferencia o cuer- A
das, se genera la circunferencia inscrita o circunscrita,

Circunferencia inscrita. Aquella circunferencia que es tangente a los B
lados de un poligono, D

Poligono circunserito. Cuando los lados del poligono son tangentes a la
circunferencia, c

Circunferencia circunscrita, Es la circunferencia que pasa por los vérti- ; L
ces de un poligono.

Poligono inscrito. Cuando los lados del poligono son cuerdas de la cir-
cunferencia,

Angulos notables

Son aquellos que forman las rectas notables y se clasifican de la siguiente manera:

Angulo central, Es aquel 4ngulo que forman 2 radios, o bien por un digmetro y un radio, y tiene su vértice en el
centro,

La medida de un dngulo central es igual al arco comprendido entre sus lados.

Angulo inscrito. Tiene su vértice en un punto de la circunferencia y lo forma un par de cuerdas.
La medida de un dngulo inscrito es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados,
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Angulo semiinscrito, Tiene su vértice en un punto de la circunferencia y lo forman una cuerda y una tangente.
La medida de un dngulo semiinscrito es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados.

A

ZACB = —
2

Angulo interior. Su vértice se encuentra en un punto interior de la circunferencia y lo forman 2 cuerdas que se cortan,
Lamedida de un dngulo interior es igual a la semisuma de los arcos comprendidos entre sus lados y sus prolongaciones,

Angulo exterior. Tiene su vértice en un punto exterior a la circunferencia y lo forman 2 secantes.
La medida de un dngulo exterior es la semidiferencia de los arcos comprendidos entre sus lados.

Angulo circunscrito. Se denomina asf al dngulo que forman 2 tangentes trazadas desde un punto exterior a la circun-
ferencia.

La medida de un dngulo circunscrito es igual a 1a semidiferencia de los arcos comprendidos entre sus lados,
A

N TN
ZABC = AEC - AGC

104



CaAPiUIO 8
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s

JEMPLOS
1

®+-Si AB= 35", determina los valores de 2 AOBy £ BOC.
Solucién
Hl dngulo £ AOBes central, entonces:
ZAOB= AB=35°

De la figura,
£ AOB + £ BOC = 180°
Al despejar £ BOC, se obtiene:
£ BOC=180° - £ AOB = 180° —35° = 145°

Por tanto, £ AOB =35"y £ BOC = 145°

Cireunferencia y cireule

\_/

2 ®e-Encuentra el valor del dngulo £ ABC formado por las secantes, si AC = 63° y DE = 27°.

Solucién
Hl ingulo £ ABC es exterior, entonces:

AABC=AC_DE

Al sustituir los valores de AC = 63° y DE = 27°,se obtiene:
L 8B 07y
2 2
Por lo que se deduce que, £ ABC = 18°

3 ®e-Determina la medida del dngulo 2 AOBsi AB=160°y €D =50°.
Solucién
Hl fingulo £ ABC es interior, enfonces;

.£A03=AB+CD

Y al sustituir los valores de AB=160° y CD =50°, se obtiene:

4A03=l@_;'_§'3_=?1_1:3_=105°

Por consiguiente, £ AOB = 105°,

A ®e-5i TST" =240° , determina el valor del dngulo que forman las rectas tangentes AT y AT .

Solucién
H éngulo £ TAT" es externo, entonces:
IST'-TS'T'
2
De la figura 7ST'+TS'T" = 360° , donde 7S'T' =120°
Al sustitnir TST"'=240° y T§'T' =120°, se obtiene:
st 2 B L
2

LTAT' =

L TAT'= a0°

Por consiguiente, # TAT '=60°
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EJERCICIO 28

Resuelve los siguientes ejercicios:

1. Enla siguiente figura, ‘TC=6D°__LBFC7=104° y BD = 80°. Encuentra los valores
de £ ABC, £ AOC, £ BOCy AD,

2. Enesta figura AD = 100°y BC = 150°, Determina los valores de 2 a, £ b, Z c,

=

3, Enla siguiente figura, AC = 70°y DE = 15°, Precisa el valor de 2 ABC,

4. De esta figura, DE =50°}rR = 120", Encuentra los valores de £ ABC y
£ DBA.

A

5. Encuentra el valor de los 4 dngulos internos del siguiente cuadrilitero si

- B
AB =60° BC =110° CD =100°y AD = 90°
c
A
D

6. Si AABC es un triingulo inscrito, como se ilustra, halla;

- B
a
a) £LAsia=150Fyc=150" b
b) £ AsiAB | BCya=100°
A &)
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7. SiZ e=50°% £ BFC =655 CD = 120°, AE =xy AB = x + 10° encuentra el
valor de los dngulos restantes,

8. Enla figura, AB y AC son secanies que se cortan en A, determina;

a) L Asic=90" a=60°
by £ Asic—a=80"
¢} LAsic=a+60°
d) asic=135°, £ A=50°
e} csia=060"y 2L A=30°
f c—asisZ A=70°
g) asic=2ay /s A=35°
k) asic=5ay £ A=80°

9. Enla siguiente figura hallael valorde 2 w, £ w £ x £ yy Lz

10. Si AB =130°y CD=50°encuentras a, 2 b, Lc L d L e lf L g LhyLli

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente 4

Teoremas

© Teorema 1. Si 2 dngulos centrales del mismo cfrculo o de cfrculos congruentes son =4 B
congruentes, entonces sus arcos intersecados son congruentes.
AB = CD |
c D

© Teorema 2, En una circunferencia de cuerdas iguales se subtienden arcos iguales y
viceversa. B
A
. . o D
Si AB = CD siysdlosi AB = CD @
C
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© Teorema 3. Un dngulo inscrito en un semicirculo es un dngulo recto,

© Teorema 4. Una recta que pasa por el centro de un circulo y es perpendicular a una N B

cuerda, biseca a la cuerda ya suarco, "

SiNO L AR entonces, AM = MB y AN =NB

= Teorema 5. Una recta tangente a un circulo es perpendicular al radio trazado hacia
¢l punto de tangencia.

AB 1 OT 0T =r

= Teorema 6. Dos cuerdas tmzadas en un circulo y que equidistan del centro, son
congruentes,

Si OE=0F entonces AB =CD

© Teorema 7. Las tangentes trazadas desde un punto fuera del circulo son congruentes
y forman dngulos congruentes con la recta que pasa por el centro y dicho punto,

E = AB yil=2£2

© Teorema 8. 5i 2 cuerdas se intersecan dentro de un circulo, el producto de las me-
didas de los segmentos de una cuerda es igual al producto de las medidas de los
segmentos de la otra,

© Teorema 9. Si desde un punto exterior a un circulo se traza una tangente y una se-
cante, la medida de la tangente es media proporcional entre la medida de la secante
¥ su segmento externo,

(4B)' =BD-BC
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© Teorema 10. Si desde un punto exterior a un circulo se tmzan 2 secantes, el pro-
ducto de la medida de una secante por la medida de su segmento exterior es igual al
producto de la medida de la otra secante por su segmento exierior,

AC-BC=EC-DC

EJEMPLOS

£ 1 @452 KOL= 2 MON, demucsira que arco KM =arco LN,

el 4

& 1\ D

Solucién
Afirmaciones Razones
1. ZKOL=~2 MON 1. Dato
2. Arco KL = arco MN 2. De lafigura:
~xa 2% y ZMON = fIN, pero

ZKOL = 2 MON, por tanto,

arco KL = arco MN

3. Arco KM =arco LN 3. M=K+ M, TR =1M +fN
pero MR =KL, entonces KM= TN

2 ®e-Enlasiguiente figura SR = QP, demuestra que: SQ = RP.

A

Solucién
Afirmaciones Razones
1. SR=QP 1. Dato
ot o)

2. Z5RP=.-PQS 2. lSRP-*i—P,Zpos-%

3. ArcoSR =arco QP 3. Cuerdas iguales(SR= OP)subtienden
arcos iguales(SR = &P)

4. ZRQS=.-~0RFP 4, .:’ROS-%?,JORP-ETP,pam
SR= OP, por tanto £ ROS = £ ORP

5. Z5RQ=.~RAP 5. Z5RQ=_5RP +-QRP y
Z ROP = ~RQS +.2PAS, pero
Z5RP = ~#PQAS y2 ROS = ~QRP,
por tanto .~ 5RA = £ RQOP

6. RO=RO 6. Porser lado comin a los tridngulos
SRQy PQR

7. Asra = APar 7. Porel teorema lado, dngule, lado

RP=30 8. Porser lados homélogos en tridngulos

congruentes
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EJERCICIO 29
Resuelve los siguientes ejercicios:
1. Dela siguiente figura; R

a) Encuentra PT si TQ=5, RT=9 y TS=6 Q

b) Halla TS si PT =11, RT=7y TQ=5 P ‘l

¢) Determina TR si PQ=22,TQ=5y TS=9
2. Deesta figura:

a) Determina AC si AD=6 y BD=11

b) Encuentra AR siAD =5 ¥ AC=9

c) Halla AC siDB=10 y AB =23

Realiza las siguientes demostraciones.

3, Siel AB = CD,demuestra que AC = BD. o

4, SiSU L OT. SV L ORY SU = SV, comprueha que 75 = SR.

5,8 RO L INOQ L MPYILN = MP,dmuestraque:

ZORQ = ZOQR.

6. Si PRes undidmetroy £ PRS = £ PRQ, comprucbaque: QR = SR.
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10,

11,

12,

13.

. 8i £ OGA = #OGD, demuestra que AC = BD-

Si AC = BD, comprueba que £ OGA = £ OGD.

PT y PT"son tangentes al circulo en los puntos @ y R, respectivamente.
Demuestra que QP biseca a la cuerda OR.

PT y PT"son tangentes al circulo en los puntos @ y R, respectivamente, y si
se unen O y R, comprueba que: £ PRS = ZPQS.

Sea MN tangente comin a las circunferencias con centro en O y P, Si
se unen los centros OF, interseca a la tangente en (). Demuestra que;
£MOQ = ZNPQ,

Comprueba que la suma de las medidas de un par de lados opuestos de un
cuadrilitero circunscrito, es igual a la suma de las medidas del otro par.

y OR son segmentos tangentes a la circunferencia. Demuestra que
QPR = Z ORP.

)

1

Cireunferencia y cireule
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14, Enla figura AB, BDy BC son tangentes,

Comprucbaquc:fl_ﬂ = BD = BC,

O Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente «

Tangeni'e a una circunferencia

Se le denomina tangente a toda recta que tiene un punto en comin con la circunferencia,
‘AB; recta tangente

longitud de una tangente
Es el segmento trazado desde un punto exterior al punto de tangencia.
AP, : longitud de la tangente

A
Py

Propiedades de las tangentes
1. Toda tangente es perpendicular al radio que pasa por el punto de tangencia.
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2. Siunarectaes perpendicular a una recta tangente en el punto de tangencia,
ésta pasa por el centro de la circunferencia,

3. Las tangentes trazadas desde un punto exterior a la circunferencia son
iguales, B

AB = AC

4. Larecta que une un punto exterior y el centro de una circunferencia, es
bisectriz del 4ngulo formado por las tangentes trazadas del punto a la
circunferencia,

AO es bisectriz del dngulo BAC

Posiciones relativas

Circunferencias concéntricas. Son aquellas que tienen el mismo centro y distinto radio,

Circunferencias exteriores. Son aquellas que no tienen puntos en comin y cada una estd en una regi6n exterior a la
oira, La distancia entre los centros de estas circunferencias es mayor que la suma de sus radios,

Circunferencia interior. Es aquella en la cual todos sus puntos son interiores a otra circunferencia,
d<R-r

7
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Circunferencias tangentes exteriores. Se les llama asi a las que tienen un solo punto en comin, La distancia entre
sus centros es igual a la suma de sus radios,

d=R+r

Circunferencias tangentes interiores. Son circunferencias que tienen un solo punto en comin, La distancia entre sus
centros s igual a la diferencia de sus radios,

Circunferencias secantes. Son aquellas que se intersecan en 2 puntos, La distancia entre sus centros es menor que
Ia suma de sus radios,

d<R+r

Circunferencias ortogonales, Cuando se intersecan 2 circunferencias los radios forman un dngulo de 90°, esto
significa que son perpendiculares en los puntos de interseccidn,
R1lr
P

I
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EJEMPLOS

8
a
£

Cireunferencia y cireule

1. @+ Desde un punto exterior se traz6 una recta tangente, cuya longitud es de 10 cm y el segmento que une dicho punto con

el centro de la circunferencia es de 12 em, determina el radio de la circunferencia,

Solucién

Hl radio es perpendicular a una recta tangente en el punto de tangencia, esto significa que se forma un trifingulo rec-
tingulo, del cual se tiene:

(127 = (1012 + A~

al despejar r:
pejar r 10 ¢
r=+/144-100
r=Va4 =211 I R

Luego, el radio de la circunferencia es de 2311 em.

2 ®9-Los radios de 2 circunferencias son R y r, si las circunferencias son tangentes exteriores, expresa la distancia entre los

mmmeﬂﬂmhn&nﬂr:%R.

Solucién

Por ser circunferencias tangentes exteriores, la distancia entre los centros se define como:
dCC‘

=R+r
1

al despejar R de r = %R y sustituir, se obtiene:

En conclusién, la distancia entre los centros es de %r :

3 ®e-Dos circunferencias ortogonales de radio 5 cm y 9 em, determina la distancia entre sus centros,

Solucién
Si 2 circunferencias son ortogonales, sus radios son perpendiculares, entonces, por el teorema de Pitigoras:

(CC.) = (57 +(9)*: S CC, =25+ 81 z
A
CC, =106 )

Por consiguiente, la distancia entre los centros es /106 cm.
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EJERCICIO 30

1

2
3
4,
S
6

Determina las posiciones de 2 circunferencias, cuyos centros distan 24 uy sus radios miden:

R=15u,r=8u

. R=13u,r=114

. R=42u,r=13u

R=28u,r=20u

. R=35u,r=11u
., R=20u,r=4u

Resuelve los siguientes problemas:

7.

10,

11,

12,

13,

Q Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente o

Se tienen 3 circunferencias tangentes entre si de radio r, determina el perimetro del tridngulo formado por los puntos
de tangencia de las circunferencias,

Desde un punto exterior A se traza una recta tangente a la circunferencia de didmetro 43 u, sila longitud del
segmento que une el centro de la circunferencia con el punto A mide 4 u, jcudl es la longitud de la tangente?

La distancia entre los centros de 2 drcunferencias secantes es 2+/5 u, determina el radio de C, siel radio de C, es
y NI

De un punto A se traza una recta tangente a la circunferencia con centro en C,, la longitud de la tangente es J3 em
yel segmento AC, = 24/7 em, determina el radio de Ia circunferencia.

La circunferencia C, es tangente interior a C, en £, la circunferencia C, es tangente interior a C, en F, determina las dis-
2 2
tancias de los centros de C;a C, yde C, a C, ysi los didmetros de C}, C, y C, son: R, SR y ER.mspectivamentc.

Se tienen 3 circunferencias con centras en C), C, y C; de manera que C,C, 1 C,C, , determina el mdio de la circun-

1 —_—
ferencia en C, si el radio de la circunferencia en C, y en C, son: %r ¥ 55 wepedndmenicy: GO, =@’-

Se tienen 3 circunferencias que son tangentes entre si. El radio de la circunferencia C, y C, es R, mientras que el de
Ia circunferencia C, es %R , determina la distancia entre el centro de C, y el punto de tangencia entre C, y G,

116



CAPITUIO ©

PERIMETROS Y SUPERFICIES

afematico griego, precursor de Euclides.
MEntre los mayores logros de Hipdcrates

esid el haber demosirado que las Greas
de 2 circulos se hallan entre si en la misma razén
que los cuadrados de sus diémetros. Esto es equiva-
lente o haber descubierto que el drea de un circulo
es mr, sin deferminar el valor de m. Es posible que llegara a esta conclusion
al considerar al circulo como el limite de un poligono regular.

Uno de los problemas mas importantes para los griegos era el de la cuo-
dratura del circulo o de cualquier figura en general, la cual se define as:

lo cuadratura de una figura plana es la construccién con regla y compas
de un cuadrado con la misma superficie que la figura plana original.

En esa época sélo se habian redlizado las cuadraturas de diversas figuras
planas de lados rectos, sin embargo Hipocrates fue el primero en cuadrar
una figura con lados curvados conocidos como linulas.

logré frazar una linula de érea igual al trigngulo que es mitad de un cue-

drado dado.

A B C
Area de la linula AEDF = Area del tridngulo ADB
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Definiciones
Perimetro. Es 1a suma de los lados de un poligono,
Superficie o drea. Es la regién del plano limitada por una figura en dos dimensiones,

Perimetro y area de una figura plana

Las siguientes formulas se emplean para determinar el perimetro y el drea de una figura,

Triangulos

a a
b
Perimetro: P = 3b Perimetro; P =2a+ b Perimetro: P=a+ b + ¢
A.rea:ﬂ=% Area:A=% &ea:ﬂ=%

Area de un tridngulo en funcién de sus lados (férmula de Herén de Alejandria).

A= s(s—a)s—b)(s—¢)

Con § 2 . donde:;
s = semiperimetro, @, b, ¢ =lados del triingulo y i = altura

EJEMPLOS
.g_ 1 @+ Determina el drea del tridngulo cuya base y altura son 6 y 4 cm, respectivamenie.
E Solucién

Se sustituyen los valores en la formula y se obtiene:

1
A (6cm)(4cm) _ 24cm’ _ 12 ot
2 2 2
Por tanto, el drea del tridngulo es de 12 cm?
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2 ®+-Determina el perfmetro y el drea de un tridngulo isGsceles, si los lados miden 3,3y 5 em.
Solucién
El perimetro se define como la suma de los lados, entonces:
P=3+3+5=1lcm
Para hallar el drea se aplica la férmula de Herdn de Alejandria;

A= Js(s—a)(s-b)(s—c)

T atb+e _ 3+3+5 ]_
-2 T 2 T2

1.
T /2[2_312_3 n_, =JE[£IE l]= L ot a®
yz2l2 2 2 22h2A2) V 16 4

5
Por tanto, el 4rea del tridngulo es zv"ﬁcmz

al sustituir en la formula:

Cuadrilateros

Cuadrado Rectingulo
a a b
a b
Perimetro; P = 4a Perimetro: P =2 (a + b) Permetro: P =2 (b + c)
Area; A =d’ Area; A = ab Area: A = he
Rombo
Perimetro; P = 4a Perimetro;
y \ i TN P=a+b+c+d
2 T Area:
¢ Donde: A_(a+b].&
a a4  d= Diagonal menor 2
D = Diagonal mayor Donde;
a = Lado del rombo a b, ¢, d = Lados del
trapecio
a = Base mayor
b = Base menor
i = Altura
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EJEMPLOS
_g. | ®# Determina el perimetro y el drea de un rectingulo de lados 4 y 2 cm, respectivamente.
§  solucion
L Al sustituir los valores respectivos en las formulas del rectingulo, se obtiene:

Perimetro

P=2a+2=22cm) +2dem)=4dem +8em=12em
Area

A=ab=(2cm)(4em)=8cm?

2 ®e-Encuentra el drea de un paralelogramo que mide 6 em de base y 2.5 cm de altura,
Solucién
Se sustituyen los valores de ¢ =6 cm y h = 2.5 em, entonces:
Area

A=ch=(6cm)(2.5em) =15 cni
3 ®e-Encuentra el drea de un rombo cuyas diagonales miden 12 y 8 cm.
Solucién
Al sustituir en el drea de un rombo en término de sus diagonales se determina que:

Ao Da _ (12)(8) _ ﬁﬂgmg
2 2 2

En consecuencia, el drea del rombo mide; 48 e’

A ®+-El perimetro de un trapecio isésceles es de 32 cm, si los lados iguales miden 5 ¢m y 1a altura 3 em, determina su

drea,
Solucién
Sea ala base mayor y bla menor, P el perimetro y ¢ 1a longitud de los lados iguales del trapecio, entonces:

P=a+b+2
Al despejar a + b, se tiene:

a+b="P-2 a+b=32-2(5=32-10=22

Luego, el drea de un trapecio se define como:

A (arblh

2
Al sustitnir @ + b =22 y k=3, resulta que:
A= 53"%(—3‘2 = % =33 cm?

Por consiguiente, el drea del trapecio es: 33 em?
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Perimetros y superficies

Poligonos regulares
Perimetro. H perimetro se define como el producto del mimero de lados por 1a medida de cada lado del poligono,
Area, Es el semiproducto del perfmetro por la apotema,

Apotema. Es la longitud del segmento que une el centro del poligono y el punto medio de uno de los lados,

Perimetro; P = nb

- Pc
Area: A = —
BEES

Donde:

n = Niimero de lados del poligono
b = Lado del poligono

¢ = Apotema

MPLOS .
1. @+ Determina el perimetro y el 4rea de un pentigono regular de lado 4 cm y apotema 2.7 em.

Solucién

En un pentigono el nimero de lados es 5, entonces el perimetro es:
P=54y=20¢m

Para hallar el drea se aplica la f6rmula;

2 2 2

Por tanto, el perimetro y el drea son; 20 cm y 27 cm?, respectivamente,
2 ®e-Determinael drea de un octdgono regular, si uno de sus lados mide 3 cm y el segmento que une un vértice con el centro
del octigono mide 4 cm.

Solucién

La apotema c es el segmento perpendicular a uno de los lados en su punto medio, esto genera un triéngulo rectingulo,
€n consecuencia;

@P=(15%+c* 16=225+¢ ¢=+1375
c=317
3
Luego, el drea del octigono regular es;
Ao BRGT) _s8 s

Por consiguiente, el drea mide 44.4 cn?
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Circunferencia y circulo

Longitud de la eircunferencia. Es el perimetro de un circulo y se define como el doble producto de su radio por 7t o

el producto del didmetro por 7.

Cileulo del circulo. Es el drea o superficie limitada por la circunferencia y se denomina como el producto de & por

d radio al cuadrado.

Perimetro

P=2rr=Dn

Donde:

Area
A=1't12=lfl:D2
4

r = Radio, D = Didmetro y & = 3.14159..,

Sector y segmento circular

Perimetro de un sector circular. Se nombra asia la suma de los radios y el arco que subtienden,

Area de un sector circular. Se define como el producto del drea del circulo por la fraccién

dngulo que forman los radios del sector circular,

Perimetro

P=a+2r

Daonde:

r = Radio, n = Grados sexagesimales
a = Longitud de arco [%]

n
ﬁ,dundc nesel

Perimetro de un segmento circular, Se denomina asi a la suma de la cuerda y el arco que subtienden los radios,

Area de un segmento circular. Es igual a la diferencia del sector circular correspondiente, menos el drea del tridngulo

que forman los radios y la cuerda que subtienden.

Perimetro

P=a+m

Donde:

r = Radio, n = Grados sexagesimales
m = Cuerda, h = Altura del tridngulo

2xrn
360°

a= Arco =

122

Area

a

TN
N\

;arrzn_m_h
360° 2




Carluio 9

Perimetros y superficies

EJEMPLOS
.ﬁ_ 1. @ Determina Ia longitud de Ia circunferencia, cuyo didmetro mide 4 cm,

E_ ' Solucién
1 La longitud se define como: P = 2x r = 1t D, sustituyendo D = 4 ¢, se obtiene:
P=a(dcm)=4nmcm.

2 @+ Encuentra el drea del circulo de radio r= 12 cm.

Solucién

Hl drea de un circulo estd dada por: A = % 7, se sustituye r= 12 y se obtiene:

A =12 =(m) (12 cm)? =144w cm?
Este resultado estd en términos de &; sin embargo, se puede sustituir su valor y el resultado serd equivalente;

A = 144(3.1415) cm® = 452.37 cm?

3 ®e-Determina el drea del sector circular que forman 2 radios si el 4ngulo que formanes de 60° y miden 4 cm.

Solucién
En este caso n = 60° y r= 4 cm, al sustituir en la férmula del sector circular resulta que:

ar’n _ m(4)'(60°) 16n 8t
A= = = = T(,‘m

360° 360° 6

. . B
En consecuencia, el drea del sector circular es Eﬁ cnt®

A ®e-Encuentra el drea del segmento circular formado por el arco y la cuerda subtendidos por 2 radios con longitud de
1 e, sila cuerda también mide 1 cm,
Solucién
De acuerdo con la figura, se forma un triingulo equildtero, esto significa que el dngulo formado por los radios mide
60°, luego, la altura del tridngulo es:

e ]

(2
i
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EJERCICIO 31
: Calcula el perimetro y la superficie de las siguientes figuras:

y 1. Rectingulo 5. Pentdgono regular
1L7m
25m Bm
2, Tridngulo equildtero 6. Tridngulo escaleno
T1m

B3m
3. Trapecio isdsceles 7. Cuadrado
11m
9em
14m 9cm
4, Tridngulo isdsceles 8. Rombo
25m
20m 189 m Sm
dm
12.5m

Determina las superficies de:
9. Rectingulo de 10y 15 m.
10, Paralelogramo de base (x — 1) m y altura (x —2) m,
11, Tridngulo de base 14 dm y altura 9 dm,
12, Trapecio de bases 6 y 4 dm y altura de 3.5 dm,
13, Circulo de radio 30 cm.
14, Circulo de didimetro 18 em.
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Resuelve los siguientes problemas:

3 15. Encuentra el drea de un cuadrado si el radio del circulo inscrito es de 10 cm.

16. Por impermeabilizar el techo de una casa rectangular de 12.5 por 15 m se pagaron $500. ; Cuél es el precio por metro
cuadrado?

17, Se quiere pintar una habitacitn que mide 10 metros de frente por 7 de fondo y 2.5 de alto, dicha habitacion tiene 4
ventanas de 1 m de alto por 1.8 m de largo, ;Cul serd el importe si se pagan $5 por m*? Considera la pintura para el
techo y una puerta de 1.5m x 1.8 m.

18. Precisa la base y la altura del tridngulo que tiene 486 m? de drea, sila base es los % de la altura.

19, Un trapecio tiene 400 m? de drea, los lados paralelos tienen 35 y 45 m. ; Cudl es el valor de la altura?

20. ;Cudntos circulos enteros de 4 cm de radio se pueden cortar de una hoja de lata de 80 em de largo por 65 em de ancho
ycudl es el rea total de ellos?

21. Encuentra el drea del tridngulo que tiene como longitud de sus lados;
a) a=13,6=9,¢=10 b)a=7,b=16,¢c=11 ¢)a=8,b=5,¢c=12

22, El érea de un paralelogramo estd dada por la expresion (x* + 17) n’, 1a base es igual a (x + 5) m. y su altura es igual
a(x — 2) m. Determina el valor de x y el drea de este cuadrildtero,

23, Encuentra el drea del sector circular si:
a} el radio mide 4 cm y el dngulo central es de 45°
b} el radio mide 1 em y el dngulo central es de 60°
¢} el didmetro mide 6 cm y el dngulo central es de 90°
d) el didmetro mide 8 cm y el dngulo central es de 240°

24, Determina €l drea del segmento circular si:
a) el radio del circulo es 2 em y el dngulo central es de 90°
b) el radio del circulo y la cuerda correspondiente al segmento circular miden 3 cm
¢} el radio del circulo mide 8 em y la cuerda correspondiente al segmento mide 82 em

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondient® « « » ¢ o o 0 0 00 0 00w o
Area de figuras combinadas
Se obtienen las dreas por separado de cada una de las figuras, y se realizan las operaciones necesarias para hallar el
drea que se pide.
PLOS

_i . ®¢-Se inscribe una circunferencia de radio r en un cuadrado, determina el 4rea que existe entre las 2 figuras.

EJEM
1
€y

i

|

Solucién
Hl drea sombreada se obtiene al restar al drea del cuadrado el drea del circulo, entonces:

&
A=) =42 - nrl= A (4-7) \_/

Por tanto, el drea sombreada es A, = (4 — 7}

125



© CapiTuIO

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

2 ®e+-Fncadauna de las esquinas de un cuadrado de lado 4 r, se tienen cuartos de circunferencia de radio r con centro en cada uno de
los vértices del cuadrado, determina el drea entre el cuadrado y los cuartos de circunferencia,
Solucién

Hl drea sombreada (As) se obtiene mediante la resta del drea del cuadrado (A,), menos el drea de los cuatro cuartos
del circulo (A,), por tanto:

A=A -A,
Donde, . .
agmgiiaietiyons 5T | - S
4 2r » 2r
Por consiguiente, el drea sombreada es:
A,=167 - =2 (16 -7) ’\ /”

3 @®e-Determina el perfmetro de la figura sombreada si el 4rea del cuadrado ABCD es 1 cm?
A B

Solucién
Hl perimetro de la figura sombreada se define como;
P=AD + AB + BD

e 48] 1]-1 - T = Loy 1
&mﬂs-z{zn)[z]-n[ ]-Qnyﬂ -4(21:}(-43]-21:(1}_21t

2
En consecuencia, el perimetro es:
1 1
P=1+ E ﬂ+5 n={(1+mcm
A ®e¢-Calcula el drea y perfmetro de la region sombreada si ON = 6 cm, p 0

MN =12 cm, Qes el punio medio de MN y
Res el punto medio de MQ.

Solucion
Hl drea sombreada (A) se obtiene de la siguiente manera;

A_=Rectingulo MNOP — Semicirc, en MN + Semicirc, en M — Semicirc. en RQ
Siendo;

1
Semicircunferencia con didmetro en MN = = w(6)2

1
Semicircunferencia con didmetro en MQ = 2 3y
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1 (3
Semicircunferencia con didmetro en RQ = 2 n [5]x
Si se sustituye en A , se tiene que:

3

Luego, el perfmetro de la figura sombreada es:

P=MP+PO+ON +NM-+ MO + QR + RM

Si sustituyes los valores de los segmentos y de las semicircunferencias resulta que:

Perimetros y superficies

A = (12)(6) - % w6 + % m(S}Z-% ﬂ:[i]x =T72-18x + % x-% n= [‘.’2—%#}%2

P=6+12+6+ n(6) +1t{3}+1t[%]+3= [27+%:r]cm_

117

21
Por tanto, el 4rea y perimetro de la figura sombreada son: [TZ—Tﬂ)mzy [27+?ﬂ]cm,rcspectivanxntc.

EJERCICIO 32

4.

L.

Resuelve los siguientes ejercicios:

De la figura, A, B, C son los puntos medios de los lados del A RST.
Determina;

a) TS si AC =12 cm,b) BC si RT =26 cm

¢) Areay perfmetro del AABC'si RT =42cm, RS =30em y

ST =16¢cm

. Encuentra el drea sombreada de la siguiente figura: los centros de

C, y C, son los puntos medios de los lados AC y BC respectivamente,
AB es didmetro de C; y tiene una longitud de 25 cm, el lado
E =24 chHl.

Se inscriben 2 circunferencias de radio ren un rectingulo, determina el
frea sombreada.

Se tienen 2 circulos concéntricos, determina el drea del anillo circular si el
radio de uno de ellos es el doble del otro,
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10.

5. Siel A ABCes rectingulo y los A AEC, A BDA, A CFB son

equiliteros, demuestra que:

Ay poa *+ Aserp = Anase

. Los trifingulos ABD y BCD son equiléteros de lado 10 em;

Q. R,Sy T son los puntos medios de los lados de los
triingulos, Determina el irea sombreada,

. En un cuadrado ABCD de lado 10 ¢m se inscriben

2 semicircunferencias, como se muestra en la figura,
Encuentra el drea sombreada.

Se inscribe un cuadrado de lado 200 dm en una
circunferencia. Determina el drea sombreada que
se muesira en la figura,

2
La figura ABCD es un cuadrado y r= ~3~R. Determina
el drea sombreada si R= 12 mm.

Calcula la cantidad de vitral opaco que se necesita en
Ia siguiente ventana de tipo bizantino,
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11. Sila figura ABCD es un cuadrado y el drea A'B'C'D’
tiene 392 em”, determina el drea sombreada,

12, Precisa el drea y el perimetro de la zona sombreada si
OC =24 mm y los arcos AD, AB, BC yCD son
cuartos de circunferencia.

13. Encuentra ¢l drea sombreada si la figura ABCD es un
cuadrado de lado 16 mm, los puntos E, F, G, Hson
puntos medios del cuadrado ABCD, y los puntos
I, 1, K, Lson puntos medios del cuadrado HEFG,

14, Halla el drea de la zona sombreada si la figura ABCD
es un cuadrado de lado 16 mm, y AB, BC, CD y DA
son semicircunferencias,

15, La figura ABCD es un cuadrado de lado 32 em, Ry S
son puntos medios de oc y OB respectivamente, y
Ins figuras de las esquinas del cuadrado son cuartos de
circunferencia, Determina el 4rea sombreada,
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D c
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= 16, Sieltridngulo ABC es equilitero y OA =16 dm; B

a) Calcula el drea del tridngulo mds pequeiio,
b} Calcula la suma de todas las superficies de los
triingulos si la figura se proyecta infinitamente.
c

17, Determina el drea de la zona sombreada en la siguiente
figura si el didmetro del circulo mayor mide 18 cm.

(

18, Encuentra el drea de la zona sombreada si AC = v2em y ABCD es un 4
cuadrado.

19, Determina el drea y perimetro de la zona sombreada en la siguiente figura,
siABDC y DCFE son cuadrados de lado 1 em.

20. Precisa el drea y perimetro de la zona sombreada en la siguiente figura, si Aj B
ABCD es un cuadrado de lado 4 cm y E es el punto medio de CD.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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EISTL’)RICA

Mofemético y gedmetra griego, a quien
se considera el mayor cientifico y ma-
femdtico de la Antigiledad, entre sus le-
gados destacan: el principio de Aquimedes, sus

aportes a la cuedratura del circulo, el estudio de
la palancg, el tomillo de Arquimedes, la espiral

Syt de Arquimedes y la relocin aproximad i
(@87-2124.C) e Arquimedes v la relacién aproximada que existe
“Dadme mn punto deapoyo €€ |0 longjitud de la circunferencia y su diémetro,
ymoverSal iyide” lo que dio origen al nimero = [pi).

Con sus esludios sobre areas y volimenes de figuras sélidas curvadas y de
dreas de figuras planas se anticipd al descubrimiento del célculo integral.
Demosird que el volumen de una esfera es dos fercios del volumen del
cilindro que la circunscribe.
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Angu[o diedro
Es el espacio que limitan dos semiplanos (caras) que tienen una recta en comiin (arista),
A
AB ; Arista
c D CAR, DARB:Caras
B

Clasificacion
Un diedro es agudo, recto, obtuso o llano, segiin la medida del dngulo rectilineo correspondiente.

Diedro llano. Se forma por dos semiplanos opuestos,

Diedro céncavo. Es aquel cuya medida es mayor que un diedro llano,

Diedro convexo, Su medida es menor que un diedro llano,
Diedros adyacentes. Son aquellos cuya suma es igual a un diedro llano,

Rectilineo correspondiente a un diedro. Es el dngulo plano # formado por
Indos perpendiculares a la arista sobre las caras y es igual al dngulo diedro.

Se traza un plano perpendicular a la arista del diedro y se obtiene en la
interseccitn el rectilineo correspondiente.

Angulo triedro

Es el espacio que comprenden tres planos, los cuales se cortan dos a dos y tienen un punto en comiin,

A

V: Mértice
AV, CVy BV: Arista
AVC, AVB y BVC: Caras
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Clasificacion
Triedros escalenos. Si las caras son desiguales,
BAC # CAD # ADE
A

D

Triedros isdsceles. Si dos caras son iguales y una desigual.

ABC=ACD #ARD

c
B -
Triedros equildteros. Si las caras son iguales,
ADB=BDC =CDA
A
B 2 C

Triedros trirrectdngulos. Si sus diedros y caras son rectos,
ADB 1 ADC, BDA 1 BDC, BDC 1 CDA
/£ ADB =/ BDC=/ CDA =90°

A
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Angulo poliedro

Es el dngulo que forman tres o méds planos que concurren en un punto llamado vértice del poliedro. De acuerdo con el
niimero de caras, recibe el nombre de triedro, tetraedro, pentaedro, etcétera,

A: Vértice del poliedro
AD, AC, AB y AE: Aristas
g  AED,ADC,ACB, ABE: Caras

Clasificacién
Angulo poliedro regular. Si todos los diedros y todas las caras son iguales entre sf.

L BAC=2 CAD=/ DAE= /£ EAF = £ FAB
A

SV vl

Angulo poliedro céncavo. Si al cortar sus caras con un plano determina un poligono céncavo,
En el cuadrildtero BEDC: £ B, £ E, £ Dy £ C son menores que 180°

Angulo poliedro convexo. Sial cortar sus caras mediante un plano determina un poligono convexo,
En el poligono BCDEF: £ E es mayor que 180°
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Poliedro

Es un cuerpo geométrico al que limitan poligonos,

Elementos
Cara, Cada uno de los poligonos que lo limitan,
El cuadrado ABCD es una cara del poliedro,
Arista, Las intersecciones de las caras del poliedro,
El segmento AE es una arista,
Vértice. Los puntos donde concurren las aristas de un poliedro,
El punto D es un vértice.
Angulo diedro. Se forman con las caras que tienen unarista en comiin,
Lo forman las caras ADHE y CDHG,

Angulo poliedro. Se forman por tres o mds caras que tienen un vértice en comin,

Lo forman las caras ADHE, CDHG y ABCD,
Diagonal. Recta que une dos vértices que no pertenecena una misma cara,
La recta BH es una diagonal del poliedro,

Superficie. Es el conjunto de todas las caras y se le denomina drea del poliedro, ésta se obtiene mediante la suma de

las dreas de las caras.
Volumen. Es la regitn de espacio que limita el drea del poliedro.

Clasificacion
Poliedros concavos. Si una recta cualquiera cruza en dos puntos a sus caras,
G y F son los puntos de cruce,

,
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Poliedros convexos, Si existe una recta que cruce en més de dos puntos a sus caras,

K,L,M y Nson los puntos de cruce,

Poliedros regulares

Son aquellos limitados por poligonos regulares iguales, sus dngulos poliedros son iguales y sus dngulos diedros
iguales.

Clasificacién

Tetraedro. Sus caras son cuatro tridngulos equiliteros.  Dodecaedro. Sus caras son doce pentigonos regulares.

G

.

Hexaedro o cubo. Sus caras son seis cuadrados. Icosaedro. Sus caras son veinte tridingulos equildteros,

Octaedro, Sus caras son ocho tridngulos equildteros,

7/
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Desarrollo

Es la representacitn en un plano de los poliedros, en la cual se tienen sus caras unidas por las aristas.
Tetraedro Hexaedro o cubo
Octaedro Dodecaedro
Icosaedro

Area y volumen de un poliedro regular
Tetraedro. Es el poliedro que forman cuatro caras triangulares iguales.

© Area total: cuatro veces ¢l drea de una de sus caras,
© Volumen: un tercio del drea de una de las caras por la altura del cuerpo.

Area total en funcién de L

Ar= 31"
Volumen total en funcidn de L

Vt= :—;Eh = %L‘
Donde,

L= Longitud de la cara
h = Altura del cuerpo
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Hexaedro o cubo. Es el poliedro que forman seis caras cuadradas iguales.

© Area total: sis veces el 4rea de una de sus caras,
© Volumen: cubo de su arista (se le denomina arista a la longitud de uno de los lados de una de las caras),
Area total
Ar=6IL?
Volumen total
Vr=1I3

L W —
b~

I/ mmq
’ L L = Longitud de la cara

Octaedro, Es el poliedro que forman ocho caras triangulares iguales,
© Area total: ocho veces el drea de una de sus caras,
= Volumen: un tercio del cuadrado de la arista por la altura total del cuerpo.
Area total en funcién de L
Ar=231
Volumen total en funcién de L
ELS

1
Vit==-Ch=
3 3

Donde,

L = Longitud de la cara
h = Altura total del cuerpo
Dodecaedro, Es ¢l poliedro que forman 12 caras pentagonales iguales,

© Area total: doce veces el firea de una de las caras,
Area total en funcién de L

Ar= 3W25+105 -1
Volumen total en funcién de L
(15+?J5
Vi= i
Donde, *

L = Longitud de la cara

B | et

Icosaedro. Es el poliedro que forman 20 camas triangulares iguales.

© Area total: weinic veces el drea de una de las caras,
Area total en funcién de L

Ar= 53-12
Volumen total en funcién de L
s {15)'”5];:’

Donde, B

L = Longitud de la cara
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EJEMPLOS .
.i 1. @+ Determina el drea total y el volumen de un tetraedro con arista de 3 cm.

Solucion

E
2
2 En este caso L = 3 ¢m y al sustituir en las férmulas de drea total y volumen se obtiene:
Area total = 37 = V3(3em)' = 9.3 em?

J2 J2 1 2 942
Vi =22 X3 em) = Y2 Tem®) = 22 omd
olumen = 12( cm) 12( cm ] 7"

2 ®+-Si el volumen de un hexaedro es de 128 cn®, determina la arista y su drea total,
Solucién
El volumen de un hexaedro se define como; V = I, al sustituir Vy despejar L, se obtiene:

(128 ey = 12 o L= 128cm® = 442 em

Entonces, la arista del hexaedro es 4+/2 em y el drea total es;
A =612=6(42 em)* = 6(32 cn®) = 192 em?
Por tanto, el drea total es 192 cn®,

3 ®+-H drea total de un octaedroes 543 cm?. Determina su volumen,
Solucién
El 4rea total de un octaedro se define como: A = 2./3 2, al sustituir en A y despejar L se tiene:

543 emt= 243 I2 — L= \]ﬁ‘rm = 27em’ = 33 em

2 . .
luego, el volumen se define como: V = 3;: L3, sustituyendo L= 33 em , se obtiene:

- L35 an) = L(ovH o) = {1/ on) = 214 om

Por tanto, el volumen del octaedro es: 2746 em®.
1
A ®+-Determina la altura de un tetraedro de arista 2 emssi su volumen es 3 o,

Solucién &
El volumen de un tetraedro en términos de la arista y la altura es; V = EL"'.&, sustituyendo V'y L, se despeja h,
entonces:

L .q
12v 12(3 o ] dcm’® _ as 2.6
= = om = —— cm

“BE T ».-'E(\Ecm]z " Jeem® 6 3

Por consiguiente, la altura del tetraedro es: ¥ cm.
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EJEBCICIO 33

. Determina el 4rea total y el volumen de los siguientes poliedros regulares:

E 1. Tetmedro de arista 2 em 6. Octaedro de arista /3 cm

: 2. Tetraedro de arista /3 ¢m 7. Dodecaedro de arista 2/5 cm
3, Hexaedro de arista 24/3 cm 8. Dodecaedro de arista 2 cm

1

4. Cubo dearista  din 9, Icosaedro de arista +3 cm
5. Octaedro de arista 6 cm 10, Icosaedro de arista 52 dm

Resuelve los siguientes problemas:

11. Determina el drea total de un tetraedro, si sualtura es V6 cm y su volumen es %ﬁ ent®
12. Determina el volumen de un tetraedro si su drea total es 27+/3 cm?

13, Encuentra la altura de un tetraedro si su volumen es g cm?

14, Encuentra el volumen de un cubo si su drea totales 12 cm?

15, Siel volumen de un cubo es 2 a1, determina su arista y drea total,

16, Determina la altura y el drea total de un octaedro de volumen 72 /2 em?

17. Laaltura de un octaedro es de 2 cm y su éirea total es 4+/3 ¢m?, encuentra su volumen,
18, Si la altura de un octaedro es de 6 cm determina su volumen,

19. Si el drea total de unicosaedro es 103 em? encuentra su volumen,

20. Determina el volumen de un icosaedro de lado Len términos del drea total.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient® . « « o v o v 0 0 0 v 0 0 o o &

Prisma

Es un poliedro en que dos de sus caras son poligonos iguales situados en planos paralelos; las caras restantes son
paralelogramos,

Clasificacién

Rectos. Si las caras laterales son perpendiculares Oblicuos. Si las caras laterales no son perpen-diculares

alas bases. alas bases,

De acuerdo con sus bases, los prismas se clasifican también de acuerdo con el poligono que tienen como base.,

Prisma triangular, Sus bases son tridngulos, Prisma rectangular, Sus bases son rectingulos,
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Prisma cuadrangular. Sus bases son cuadrados. Prisma pentagonal. Sus bases son pentigonos,

</ 7

Paralelepipedo
Son prismas cuya base es un paralelogramo y sus caras opuestas son paralelas, tambi¢n se les conoce como ortoedros,

Caracteristicas principales
1. Las cuatro diagonales de un paralelepipedo son iguales,
AF =BE =CH =DG
2, Las diagonales de un paralelepipedo se cortan en su punto medio,
0 es el punto medio de ﬁ,ﬁ,c_ﬂ'yﬁ
3. El punto de interseccion de las diagonales de un paralelepfpedo es el centro del mismo,
Oes el centro del paralelepipedo
4, La longitud de una diagonal es igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las aristas que concu-

men en un vértice.
— =] =1 =]
AF = VEF +FG +CF

EJEMPLOS
_ﬁ_ 1. @+ Determina la longitud de la diagonal de un pamalelepfpedo si su ancho :

mide 3 cm, el largo 4 cm y el alto 2 cm, !
i i 2¢m
i |:

e e [
. i 3em
Solucién dem

Sea dla diagonal del paralelepipedo, entonces:
d=2"+3 +4" = J4+9+16 = 29¢em

I‘-H‘
: “-\.__‘
2 Cm:l \‘n\\ d
| S
T el ik e
. i 0 g
4cm
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Area y volumen

© Area lateral de un prisma: producto del perimetro de la base y la altura,
© Area total: suma del 4rea lateral y el drea de las dos bases.
2 Volumen de un prisma: producto del drea de la base y la altura del prisma.

Prisma rectangular Prisma triangular
-y 251 Arcalateral —tE Area lateral
Ty A =2(a+ b)h v A, =Ph
i Area total p  Arca total
W Ap=2a+ bk + 2ab A =Ph+24,
E Volumen total Volumen total
e V= abh Vp=Agh
Prisma cuadrangular (cubo) Prisma cuya base es un poligono de n lados
L Area lateral L~ L Arealateral
2 A, =41 Loy L A, =Ph
E i Area total h EI Area total
; A =617 i A =Ph+24,
™ R Volumen total ,u""rL'““-» -| Volumen total
V=13 V= A
EJEMPLOS .
1 ®# Determina el drea lateral, 4rea total y volumen de un prisma triangular de 2 cm de lado con altura de 4 cm.
i Solucién
e Hl drea lateral de un prisma triangular se define: A, = Ph, se determina el perimetro de la base,

P =3(2 cm) = 6 cm, entonces A, = (3/(2 cm)(4 cm) = 24 cm?

El drea total de un prisma triangular se define: A, = Ph + 24, por lo que se obtiene el 4rea de la base triangular me-
diante la férmula de Herdn de Alejandria:

A= [s(s—a)(s—b)(s—c) = |3(3-2)(3-2)(3-2) = 3 o’

Luego el drea total es:
A,=Ph+A =2 cm’+ 3 om® = (24+J§]£‘m2

El volumen del prisma triangular se define V= Ay h, entonces;
V‘i'= .4.3.& = (JE e’ ](4 cm] =4 l.l"g em?

2 ®e-Determina el volumen de un prisma cuya base es un tridngulo recténgulo isésceles de drea % cm?, si el drea lateral del
prisma es (E(]+4(]J§]cn:2.

Solucién
Hl drea de la base es un trifingulo rectingulo isGsceles, entonces:
A= %bh - %cm’: %(x](x] - x2=25m* = x=5cm
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luego, la hipotenusa (d) del triingulo es:
=X+ o F=2 > d= ®
al sustituir x = 5 em se obtiene: *
d= 52 cm
.
El drea lateral de un prisma se define como; A, = Ph,si P = 10+ 5.2 , entonces: x

A, _ 80+40\2 _ 8(10+5V2) o

L T e
P 10+52 10+ 542

por tanto, el volumen del prisma es:

25
Vp=Agh= {?mz](ﬂ em) = 100 e’

3 ®e-Determina el 4rea total y el volumen de un prisma hexagonal de lado 1 cm y altura 2 cm,
Solucién
Se obtiene el drea de la base que es el hexdgono

#s % Pa, donde a=\f(l]2—[%)z =

Lucgo, A=_%(6m][%§“m] =¥m
Area total
Volumen
Vy=Ayh= [Szﬁmz ](2 o) 3.
EJERCICIO 34

Determina el drea lateral, total y volumen de los siguientes cuerpos geométricos:
1. Prisma rectangular de dimensiones 2, 3 y 5 cm.
. Prisma cuya base es un tridngulo equildtero de 4 em de lado y 6 cm de altura,
. Prisma cuadrangular si el lado de la base es 1 ¢m y su altura 4 cm.
Prisma de base un hexfgono regular de lado 2.5 em y altura 6.5 em.
Paralelepipedo de dimensiones V2,4 y 242 em.
. Cubo de lado 2 cim.
. Prisma cuadrangular si el drea de 1a base es 12 em® y la altura es 8 cm,
. Prisma cuya base es un octigono regular de lado 10 cmyaputenm{5+5ﬁ}cmsisualturaes de 5 em.
Prisma hexagonal regular si el perimetro de 1a base es de 60 cm y la altura es el doble que el lado de la base.

T O R SV N *

o
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12,

13,

14,

15.
16,

17,

18,
19,

20,

10,
11

. Resuelve los sigulentes problemas:

Determina el drea lateral de un prisma cuadrangular de volumen de 16 em?, si la altura mide 4 cm,
Determina el volumen de un cubo cuya diagonal es 33,

Encuentra el drea lateral de un paralelepipedo si las dimensiones de la base son 8 y 4 cm y una de sus diagonales
mide 2 V21 e,

Determina el volumen de un prisma cuya base es un tridngulo isdsceles de lados 2, 2 y 3 om si la altura del prisma
s el doble que la altura de la base,

Encuentra el drea total de un prisma cuya base s un triingulo equildtero, si la altura excede en 1 em al lado de la
base y el drea lateral es de 90 cm?,

Encuentra el volumen de un prisma cuya base es un hexdgono regular de lado 3 em y drea lateral de 18 en?.

Determina el 4rea lateral de un prisma cuyo volumen es de 8 em?, si su base es un tridngulo rectdngulo isdsceles con
drea de 2 cm’.

El érea lateral de un paralelepipedo si el largo de la base es el doble que el ancho, su altura es de 2 em y su diagonal
mide 7 cm.

Expresa el volumen de un cubo de arista xen t€rminos de su érea total y 4rea lateral.
De acuerdo con la férmula anterior encuentra el volumen de un cubo si su drea total es de 27 em?,

3
Expresa el drea lateral de un paralelepipedo en términos de su volumen si sus dimensiones son L, 2Ly 3 I,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient® s « « + s s ¢ s 6 o 5 0 5 5 0 s

Pirdmides

Es el espacio entre un dngulo poliedro y un plano que corta a las aristas del mismo, que recibe el nombre de base, la
superficie que lo limita se denomina superficie piramidal y son caras triangulares (caras laterales) terminadas en un
wértice en comiin,

V: Vértice

/1 0: Centro de la base

AV: Generatriz

OV: Altura

PV: Apotema

ABCDE: Base de la pirdmide

AVB, BVC, CVD, DVE y EVA: Caras laterales

Pirdmide recta. Es aquella cuyas caras son tridngulos is6sceles.

En la figura;
AV=BV=CV=DV
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Pirdamide regular. Es una pirimide recta cuya base es un poligono regular.
En la figura;

AB =BC=CD=DE=EF=FA
De acuerdo con el nimero de lados de la base, las pirdmides se clasifican en:

1. Pirdmide triangular, su base es un tridngulo,
2, Pirimide cuadrangular, su base es un cuadrado.
3. Pirdmide pentagonal, su base es un pentigono,

Area y volumen

© Arealateral: producto del perimetro de la base por la apotema de la pirdmide (apotema de una pirdmide es la
altura de los trifingulos que forman sus caras).

© Area total: suma del drea lateral yel 4rea de la base,
2 Volumen de la pirdmide: tercera parte del drea de la base por la altura,

Pirémide regular

EJEMPLOS
.ﬁ- '|.: .O'Calculasel drea total y el volumen de una pirdmide cuadrangular con arista de la base de 3 cm, apotema de 6 cm y
E altura =15 .

B 2

i
Solucién

Hl drea total se define como Ay= A; + Ay, entonces se determina el drea lateral asf como el drea de la base:

Area lateral de la pirdmide:
Pa 4.3.6 72
A = —_— = pet——— =—=%
el e
Area de la base de la pirdmide
Ag=L2=(BcemP=9 cm®
Por tanto, el drea total es:

Ap=A, +A=36cm* +9 em® =45 cm?

1 3
El volumen se define como: V= 3 Aph, sustituyendo A, =9 em’ y h= EJE cm, se obtiene;

1 9
VT= 5 Agk= %(gfmf](gﬁng = EJEC?HS
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2 ®e-Determina el 4rea lateral, drea total y volumen de una pirdmide hexagonal regular, si el lado de la base es de 4 cm y
In apotema de la pirdmide mide 5 cm.
Solucién
Elércalameralscdeﬁneconm:AL=%,sienduP:ﬁMcm}:zdcm
2
4= Pe o Gan)(sen) 0o g,
2 2 2
P
—a+Ag,yparadetem1imﬂascdebelmllarelﬁreadelabasc,cntmes:
4 cm

El drea total se define como: A, = 3
Px
AB:? . donde x: apotema del hexsigono,

x=J(4)"-(2)" =V16-4 = 12 =23 cm
_ 64 cm]l:zzwﬁ cm) g Tt 4om ‘k &
2em

8=

1

Por tanto, A, = 60 cn® + 24 Vem?= (6(]+24J§] cm’
El volumen se define como; V.= gﬂgh,dclacualmsccmmclaaltum,pemlapirémidccsrcgular, esto indica que
Ia altura coincide con el centro del poligono, generando un tridingulo rectdngulo con las aristas, tanto de la base como

de la pirdmide, entonces:
R o L (5]2—(2J§]2 =25-12 =13 em
por tanto, el volumen es:
1 1 — =
V= gfh,h: 3 {M\Ecmz](q'w cm] = 839 enr®

Tronco de pirémide
Es el poliedro que se obtiene al cortar una pirdmide mediante una seccitn paralela a la base.

Tronco de

pirdmide

© 8ila pirdmide inicial es regular, el tronco de pirdmide también serd regular y se formardn trapecios iguales.

ABB'A’=BCC'B" = ... = FAA'E’
© Las aristas laterales, alturas, apotemas y otras rectas trazadas desde el vértice quedan divididas en segmentos

proporcionales.
AV BV EV
AV BV T EV
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© Las dreas de la base y la seccién paralela son proporcionales a los cuadrados de sus distancias al vértice.

AreaaBcDE  (0V)
Area A'B'C'D'E' (o)

EJIEMPLOS
.8- 1 @¢ Una pirdimide cuadrangular con base de 4 ¢m por lado y altura 8 ¢m, se corta mediante una seccién paralela de lado
- de 1 ¢m, determina el volumen del tronco de pirimide que se genera,

£
or Solucion

Se establece la proporcionalidad entre las éreas de los poligonos y su distancia al vértice,
sea A" y A el frea del cuadrado de lado 1 em y 4 em respectivamente, entonces;
.4.‘ .&1 z lcmz h!!
A P
A (,&] 16em™ 64cm
al despejar &, se obtiene:
(1em®)(64 cm?)
= |2 = .4 =2
h 16 e JJdem cm
por tanto, el volumen del tronco es la diferencia de volimenes entre la pirimide ma-
yor (V) y lamenor (V')
1 2 1 2 32 2
V=V-V==(4 Bem)-=(1 2 =—em -=cm”
s 3( em) (8 em) 3( em) (2em) 3 o’ -3 om
=10em?

Cuerpos con superficies no planas

Este tipo de cuerpos se clasifican en;

Superficie cilindrica. La genera una linea recta que se mueve siempre paralela a
sf misma sobre una directriz,

AR: Directriz

1 : Generatriz

Superficie conica. La genera una linea recta que se mueve sobre una directriz y
pasa por un punto fijo llamado vértice.
A; Vértice
BC: Directriz
1: Generatriz

147



10 CariTulO

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Figuras de revolucién. Las genera un plano al gimr sobre una recta que pertenece al mismo
plano.

00': Eje de la superficie

ABCD:; Figura plana

Cilindro circular
Superficie cilindrica cerrada que limitan dos circulos iguales y paralelos llamados bases.

Cilindro circular recto. Aquel cuyas generatrices son  Cilindro circular oblicuo. Aquel cuyas generatrices
perpendiculares a las bases, no son perpendiculares a las bases,

O yay

Area y volumen de un cilindro circular recto

Area lateral: producto del perimetro de la base y la altura del cilindro,
Area total: la suma del drea lateral y las dreas de la base y tapa.
Volumen: producto del drea de la base y la altura,

' J&Ica]ﬂicral
A, =2mrh
n Arca total

Ap=2arih+r)
Volumen total

a VT=?E1'2.&

Cono circular
Es la regi6n del espacio que limita una superficie conica cerrada y cuya base es un circulo,

Cono circular recto. Si el segmento que une al vértice  Cono circular oblicuo, Si el segmento que une al vértice
y al centro de la base es perpendicular a la base. y al centro de la base no es perpendicular a la base.

Area y volumen de un cono circulor recto

© Area lateral: producto de =, radio y la generatriz,
© Area total: la suma del drea lateral yel drea de la base,
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< Volumen: producto del drea de la base y la tercera parte de la altura. La altura del cono es la recta que baja de
su vértice al centro de la base.

Area lateral
A=nmrg
Area total
A=xr(g+r)
ﬂ Volumen total

Vp= % xrih

k-l

MPLOS e

1 @« Calcula el drea lateral, drea total y el volumen de un cilindro con radio de la base de 3 cmy con altura de 6 cm,
Solucién
El drea lateral de un cilindro se define como; A, = 27 r b, se sustituye r =3 cm y =6 cm y se obtiene;
A, =21 (3 em)(6 cm) = 367 em®
El érea total de un cilindro est dada por la férmula; A, = 2z r h + 2r7*
Ap=2m(3 em) (6 cm) + 21 (3 em) 2= 367 em® + 187w em? = 547 em?
El volumen se define como: V,.=  # h, entonces:
Vyp=m(3 em)? (6 cm) = 2(9 cm?) (6 cm) = 5471 em?

2 ®e-Determina el drea lateral, drea total y el volumen de un cono recto cuyo radio mide 1 em y la altura 2 cm.

Solucién

Se calcula la medida de la generatriz, la cual forma un tridngulo rectéingulo con la altura y el radio de la base, en-
tonces:

g=r+r — =2 cm? + (1 em)?
g=4dem® + 1em?
g=+5m’
g=+5 em

Se sustituyen en las formulas r=1cm, h=2cm y g =~/5 cm.

Area lateral
A =mrg=mn(l m}(ﬁ m] =5 mem?
Area total
Ap=mr(g+n)=nlem)(5san+1om) = (J5+1) o’
Volumen

Vp= % ﬂﬂh:%ﬂ(lm}%ﬂcm}:%ﬂmi‘

L]
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EJERCICIO 35

1
2,

B B gl O ke o fh

Determina el 4rea lateral, total y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos:

Pirimide regular cuya base cuadrangular de lado tiene 3 ¢ si sualtura mide 4 cm.

6
Pirdmide regular cuya base es un triingulo equilitero de lado 1 cm si su altura mide Tcmylaaristadelasmms
Iaterales mide 1 cm.

Pirdmide regular cuya base es un hexéigono regular de lado 2 emsi su altura es 5 am.
Pirdmide regular cuya base es un octigono regular de lado 4 cm, apotema 4.8 cm y altura de 6.4 cm.
Cilindro circular recto de radio 3 cm y altura 5 em,

Cilindro circular recto de didmetro 8 cm y altura 4 em,

Cono circular recto de radio 7 cm, altura 9 em y generatriz 150 cm.

Cono circular recto de radio 2 cm y altura 8 em,

Cono circular recto de didmetro 5 cm y altura \3 em.

Cono circular recto de radio 1 em y generatriz 3 cm,

Resuelve los siguientes problemas:

11,
12,
13,
14,
15,

16,
17,

18,
19,

20.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

Encuentra el volumen de una pirdmide cuya base es un trapecio isdsceles de base menor 2 ¢m, base mayor 4 cm y
lados iguales 10 em si 1a altura de la pirdmide es de 4 em.

Determina el volumen de una pirdmide cuya base es un tridngulo rectdngulo isésceles de hipotenusa 2v2 em yaltura
de la pirdmide 6 cm.

Encuentra el volumen de una pirdmide cuadrangular de lado 6 cm, si sus caras laterales son tridingulos isGsceles cuyos
lados iguales miden 8 em.

Una pirdmide cuadrangular de base 8 cm por lado y altura 10 cm, se corta mediante una seccitn paralela de lado 4
cm, determina el volumen del tronco de pirdmide que se genera.

El drea lateral de una pirdmide es 60 ¢m?, si su base es un hexAgono regular y la apotema de la pirdmide mide 5 em,
determina el drea de la base,

Encuentra el volumen de un cilindro circular recto si su drea total es 32 cm® y su altura mide 6 cm.

El volumen de un cilindro circular recto es 1757 em?, si el radio es dos unidades menos que su altura, determina su
drea lateral,

El drea total de un cono circular recto es 247 ens, si la generatriz excede en dos unidades al radio de su base, deter-
mina su volumen,

El érea lateral de un cono circular recto es 327 cm?, si la medida del radio es la mitad de la generatriz, encuentra el
drea total,

Expresa el drea total de un cono circular recto en términos de su volumen si su altura es el doble de su radio.
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Esfera

Es un sélido geométrico al que limita una superficie esférica, cuyos puntos equidistan de un punto fijo que se conoce

como centro de la esfera.
0: Centro de la esfera

r: Radio de la esfera

ARB: Difimetro de la esfera
C,: Circunferencia mayor

Figuras esféricas y zonas esféricas
Resultan de cortar la esfera y la superficie esférica,

Casquete esférico. Se obtiene al dividir 1a superficie esférica en dos partes,
mediante un plano; si éste pasa por el centro de la esfera los casquetes son
iguales,

Segmento esférico. Es el espacio que limitan el casquete esférico y el
circulo base.

Zona esférica. Es aquella superficie esférica limitada por dos planos.

Rebanada esférica. Es el espacio que limitan dos planos paralelos y la
zona esférica correspondiente.

Huso esférico, Es la porcion de superficie esférica que se obtiene con dos
planos que concurren en un difimetro,

Cuiia esférica. Es la porcién de espacio que limitan dos planos que
concurren en un didmetro y el huso esférico correspondiente,

Sector esférico. Es la porcidn de espacio limitado por uncasquete esférico
vy la superficie cénica con vértice en el centro de 1a esfera cuya directriz es
Ia base del casquete.

;
N
=
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Area de figuras esféricas y volumen de cuerpos esféricos

Area: es igual al drea de cuatro cfrculos méximos de esa esfera.
A =-4?'h"2

Volumen: es igual a cuatro tercios de « por el radio al cubo,

V:i#r]
3

Volumen de un sector esférico

V:Eﬂ.’rzﬁ
3

Donde
r: Radio de la esfera
h: Altura del casquete esférico

Area de un casquete esférico y zona esférica
A=2rrh

Volumen de un segmento esférico

V==xrh- - aRNr—k)

| b2
L=

Volumen de una rebanada esférica: diferencia de volimenes de los
segmentos esféricos con radio r, y r, respectivamente.

V=V,-V,
Donde
r: Radio de la esfera
r, y ry' Radios de las circunferencias que limitan la rebanada
h: Altura del casquete esférico o zona esférica
R: Radio de la base del casquete esférico

Area del huso esférico -
g Ern
90°
Volumen de la cuiia esférica
v nrn
Donde ki
r: Radio de la esfera

n Angulnqucfommlus planos de un huso
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EJEMPLOS .

1. @« Calcula el 4rea y el volumen de una esfera de 6 cm de didmetro,
E_ Solucién
i

D
El drea de una esfera estd dada por la formula: A = 47 +% sir= -z-—entmmes:
A=dn[Som) 2
=4r = =4x (9 cm®) =36 em
El volumen de una esfera estd dado por la férmula; V= ; i, se sustituye r = 3, obteniendo:

V=

tad | B

4
(3 em)= 3 7 (27 cm®) = 36m em’®
Por tanto, A = 367 cm® y V=361 cm?,

2 ®e-Determina el drea del huso esférico y el volumen de la cuiia esférica que forman dos planos con un dngulo diedro de
45°, si el radio de la esfera es de 9 m.

Solucién ;
El {irea del huso esférico estd dada por la férmula: A = %, sustituyendo r=9 m y n = 45°, se obtiene:

JOIC m)’ 457 } n(81m?) _8ir
90° 2 2

rn

El volumen de una cuiia se obtiene mediante la férmula; V= %, entonces;
y=Rrn_x(om) 450 _x 719w 243x ,
2roe 270° 6 2

81
Por tanto, el drea del huso esférico y el volumen de la cufia son: Tﬂmzy ? nt respectivamente.

3 ®e-Determina el 4rea del casquete esférico cuya base dista 2 cm del centro, si el radio dela  ~
base es 21 cm.

Solucién

El drea de un casquete esférico se obtiene mediante la siguiente férmula;
A=2nrh
de los cuales se desconoce r y h, de la figura se tiene que:

r=J(2cm]z+(Jﬁcm]2 = Jdem’ #21em® =25 cm’* =5em
luego, la altura del casquete es:
h=r-2cm=5cm—-2em=3em
al sustituir r =5 em y i =3 emen A = 27 rh, se obtiene:
A=27(5 cm)X3 cm) = 307 cm?

Por consiguiente, el drea del casquete esférico es 30mem?,
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4 ®e-Unaesfera de 10 em de radio se corta mediante dos planos paralelos a una distancia de un mismo lado del centro de
2 cm y 6 ¢m respectivamente, determina el volumen del segmento esférico,

Solucién

Para determinar el segmento esférico, primero se encuentran los volimenes de los casquetes esféricos, como lo muestra
In figura;

V= Volumen del segmento esférico ¥, = Volumen del primer casquete V¥, = Volumen del segundo casquete

En]aﬁgum,R1=\.lm—36 Enlﬁﬁgu_ra,R2= 4100 -4
R1=3£‘m R2=J9_6
2 2 2 1 E(I] 384 416
AR = Zx(10)°(4)- - x(8) (10-4 Shind S s
Vi= 3 mrh— AR~y = m(10)(4)-2x(8) (10-4) = S RE
2 1 2 1 2 1600 192 1408
Vy=37Ph-3 rﬁr—.&)—gx(lﬂ] (8 —Ex(szTs] {m-s]_T:r—T:: i
Por tanto, V=V, — V—E;li m’—ilE;'rc T:ﬂ:cm?‘

EJERCICIO 36

Resuelve los siguientes problemas:
1, Determina el drea y volumen de una esfera con radio de 4 cm.
2. Encuentra el volumen de una esfera cuyo didmetro mide 65 em.

3. Elradio de una esfera es de 3 cm, determina el volumen de un sector esférico cuyo casquete esférico tiene una altura
de 1 em.

4. Determina el volumen de un sector esférico si la base de su casquete esférico se encuentra a 4 cm del centro de la
esfera cuyo radio es de 9 cm.

5. Elradio de una esfera mide 10 cm, ;cudl es el éirea del casquete esférico cuya base se encuentra a 7 cm del centro de
la esfera?

+Cudl es el drea de un casquete esférico cuya base dista del centro de una esfera 2 cm y su radio mide 2v15 em?
¢Cuil es el volumen de un segmento esférico cuya base tiene una altura de 2 em y el didmetro de la esfera mide 6 cm?
Encuentra el volumen de un segmento esférico si su base tiene un radio de 4 cm y el radio de la esfera mide 5 em.

Una esfera con un radio de 12 em se corta mediante dos planos paralelos a una distancia de un mismo lado del centro
de 4 cmy T cm respectivamente, determina el drea de la zona estérica y el volumen de la rebanada esférica.

o op =& o,

10, Unalesfera clun un radio de 1 cm se corta mediante dos planos paralelos, uno a cada lado del centro a una distancia
de 3 camy 3 cm respectivamente, determina el drea de 1a zona esférica y el volumen de la rebanada esférica.
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* 11. Encuentra el drea del huso esférico si el d4ngulo que forman sus planos es de 607 y el radio de la esfera mide 10 cm.
12, El érea de un huso esférico es %#,sicl radio de la esfera mide 2 cm, jqué dngulo forma el huso esférico?
13, Calcula el volumen de una cufia esférica si el 4ngulo que forman sus planos es de 3(° si el drea de la esfera es 367 cm?,

14, Dos planos que concurren en un diimetro forman una cufia esférica de volumen %# cm® y un huso esférico de drea
3m em?, encuentra el radio, drea y volumen de la esfera,

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente a
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CAPITULO 117
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
TRIGONOMETRIA
—— ama de las matemdticas que estudia las relo-
M dones enfre los Gngulos y lodos en cualquier
o riéingulo.
— Desde hace méas de 3000 afios los babilonios
. y los egipcios fueron los primeros en ufilizar los
Hiparco de Nicea angulos y las razones frigonométricas para efec-
(190-120 4. C)) ar medidas en la agriculiura, asi como para la

construccion de pirdmides.
Hiparco de Nicea

Asirénomo, matemdtico y gedgrafo griego nacido en Nicea. Uno de los
principales desarrolladores de la trigonometria [plana y esférical, construyd
fablas que relacionaban los dngulos centrales con las cuerdas delimitadas
por su angulo ceniral correspondiente. Gracias a esta fabla, equivalente a
una fabla de senos actual, logré relacionar los lados y dngulos en cualquier
friangulo plano.

los triéngulos esféricos se forman en la superficie de una esfera y son ob-
jefo de estudio de la frigonometria esférica, la cual se aplica en la néutica
y navegacion.
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Funciones trigonométricas

A las razones que existen entre las longitudes de los lados de un triingulo rectingulo se les llama funciones o razones
trigonométricas.

Definiciones

Seno de un dngulo. Es la razén entre el cateto opuesto y la hipotenusa,

Coseno de un dngulo, Es 1a razén entre el cateto adyacente y 1a hipotenusa.
Tangente de un dngulo, Es 1a razén entre el cateto opuesto y el cateto adyacente,
Cotangente de un fingulo. Es la razén entre el cateto adyacente y el opuesto,
Secante de un dngulo. Es la razén entre la hipotenusa y el cateto adyacente,
Cosecante de un dngulo. Es la razén entre la hipotenusa y el cateto opuesto.
Nota: los catetos se nombran segiin el 4ngulo agudo que se utilice,

EJEMPLOS
1 ®¢: En el siguiente triéingulo determina los catetos opuesto y adyacente para cada uno de los dngulos agudos.
& >
a ¢
i (™
b
Solucién

Para el dngulo a: Pam el dngulo B:
cateto opuesto = a cateto opuesto = b
cateto adyacente = b cateto adyacente = a
hipotenusa = ¢ hipotenusa = ¢

El cateto que es opuesto para uno de los dngulos serd el adyacente para el otro, siendo la hipotenusa el lado que no
presenta variante,

2 ®s: Obi¢n las funciones trigonoméiricas de los dngulos agudos del siguiente tridngulo rectdngulo;
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Solucién
En el tridngulo la hipotenusa es ¢ y los catetos son a y &, entonces las funciones para los dngulos agudos axy B son:

Funciones de o:: Funciones de fi:
sena =< mtﬁ:E S
c c
. ma:g >< cosﬁ:—g S
c c
tano = 2 :anﬂ:i
[: b a
c:gu=£ t.":g,,3=E
a b
L seca == secf =< —
b a
L wea oS >—< gl wls o
a b

Las funciones trigonométricas de un dngulo agudo guardan ciertas relaciones entre si;
Funcidn directa Funcién reciproca
seno (sen) €——» cosecante  (csc)
coseno  (cos) €——————p secanie (sec)

tangente  (tan) <€—————» colangente (crg)

Cofunciones
Cualquier funcitn de un dngulo es igual a la cofuncién de su complemento.
En el trifingulo rectingulo:
Por geometria;
90° 4+ ar + B = 180°
B Donde:
¢ a+3=90°% 8=90° -«
a por tanio, @ y 8 son complementarios,
42

b

Entonces, mediante las definiciones:
sen a =cos (90° —a)=cos B

cos a =gsen (H°—a) =sen B
tan a=ctg (90° —a) =ctg B
cig o =tan (90° —a) =tan B
seca=csc (°—a)=csc B
csc a =sec (9°—a) =sec B
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Ejemplos

Dadas las funciones trigonométiricas, se determinan sus respectivas cofunciones;
sen 32° = cos (90° — 32°) = cos 58°
tan 25° = etg (90° — 25%) = crg 65°

('OSE‘MH E_E —aenx
3 2 3] %

n T i1
wCE—CSC 2 4 -(‘SCE

Rango numérico

Dado que la hipotenusa de un tridngulo rectingulo siempre es mayor que cualquiera de los dos catetos, los valores del
seno y el coseno de un dngulo agudo no pueden ser mayores que +1, ni menores que —1, mientras que los valores de las
funciones cosecante y secante, al ser reciprocas del seno y coseno, no pueden estar entre —1 y +1; los catetos de un
tridingulo rectingulo pueden guardar entre sf cualquier proporcitn, por tanto, los valores de la tangente y la cotangente
varian sobre todo el conjunto de mimeros reales.

Valor

Dada una funcidn trigonométrica de un dngulo agudo se pueden determinar las demés funciones a partir de la cons-
truccion de un tridngulo rectingulo y el empleo del teorema de Pitfigoras como a continuacion se ilustra,

EJEMPLOS 3
_g. 1 ®@s-Sifesagudo, ycosd= 1 calcula los valores de las funciones trigonométricas para 8.
i ! Soluciéon
A Se construye un tridngulo rectingulo, donde @ es uno de los dngulos agudos, la hipotenusa es 4 y el cateto adyacente
es 3,
Se aplica el teorema de Pitdgoras para encontrar el valor del lado restante:
(@)= (x)? + (37
16=x24+9
16 -9 =x2
T=x?
JT =x
V7 3 37 4 _ a7
= — =z — = — iz — = —
sen 7 ctg 7 7 cse > 7
J7 4
= — 8= —
tan 3 sec 3
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2 ®+:5ifesagudo y tan 8=% , calcula los valores de seno y coseno del dngulo 8.
Solucién
Se construye un tridngulo rectingulo, donde @ es uno de los dngulos agudos, el cateto opuesto es 1 y el cateto adya-
cente es 2,

Se aplica el teorema de Pitdgoras para encontrar el valor del lado restante:

(xy=(1)1+2)
2=1+4 )
2=5 %
xu 45 !
2]
5 2

1 2 _ 25
Por consiguiente, sen 8 = N ycos@= e

EJERCICIO 37

1. Obtén el valor de las funciones trigonoméiricas de los dngulos agudos, en los siguientes tridngulos:
L
x Vs
x 9
C
B
by : N d N
1 V2
x 10
-

0 % M

M []

7

2, Obtén el valor de las funciones trigonométricas de los dngulos agudos en los siguientes tridngulos rectingulos:
1
a) Si @y ason los dngulos agudos y cos @ = 3 d) Si@y ason los dngulos agudos y sec § = 243

b} SiLAyABsuncomknngmy:mB:% e} Sia+B=90"ycrg a= ?

4
¢) Si Z My Z Nsoncomplementarios yase N=2  f) senA= o ¥y £ Bes complemento de £ A

O Verifica tus resultados an la seccién de soludones correspondiente «
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Signos de las funciones trigonométricas en el plano cartesiano

Si un triingulo rectingulo se ubica en el plano cartesiano, de manera que uno de sus catetos coincida con el eje horizontal,
Ias funciones trigonométricas tendrén un signo dependiendo del cuadrante sobre el cual se encuentre dicho tridngulo.

I YA |

i1l
Tabla de signos
| cuadrante Il cuadrante Il cuadrante IV cuadrante
Cosena + o= = +
Tangente + - + =
Cotangents + - + -
Secante + - = +
Cosecante + - = =
EAEMPLOS
.g.; 1 ®#-Sea el punto A(-3, 4), determina las funciones trigonométricas del dngulo agudo o= ZX O A.
E | Solucién
: Por el teorema de Pitdgoras: LY
(04)' = (-3)2+ @72 A(-3,4 |
—y !
(04) =9+16 : ]
i
OA =25 =5 | T
I il
| o
«—+—+—+—
X o
Por tanto, las funciones trigonométricas del dngulo a, son;
4 4 5
sena= — fana = —— seca= ——
5 %) 3
cos = -3 o, a::r-—E csc o= 2
TS 89= 7% T4
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2 ®«-Calcula las funciones trigonométricas para el dngulo B, si se sabe que fan B =4y 180° < 8 < 270°,

Solucién

Por el teorema de Pitdgoras;
oP" =(2)" +(-5)
OP=.4+25

OP =29
Las funciones trigonométricas son;

¥

::- = ;11- ,estos valores
se ubican en el plano cartesiano.
Por el teorema de Pitdgoras; ¥

(R = (-4 + (-1)

F=16+1 "

k=17 B X

h
Entonces, las funciones trigonométricas del dngulo B son:
senﬁ=—“—a.‘-:—; = —4—:?12 tan B=4 ¢3613=-£
1 A7 1
= g e = =41
cos B Jﬁ T cig B Fi sec B J17

3 ®e- Encuentra las funciones trigonométricas del 4ngulo agudo 8 que forman el punto P(2, —5) y el eje horizontal,

0

V29 P(2,-5)
u'r2_9 29 an fec 3
2 2J2 J29
03'& = = ——— = —— e i
¢ 79 29 cg 8 cscl 3
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EJERCICIO 38

1. Calcula las funciones trigonométricas del 4ngulo agudo o = < XOM que forman el punto M{ 12, —5) y el eje hori-
zontal,

: 2. Encuentra las funciones trigonométricas del dngulo agudo o:= YON que forman el punto N (-4, —7) y el eje vertical,
3, Determina las funciones trigonométricas del dngulo agudo f = X0OA que forman el punto A(2, 3) y el eje horizontal,

4, Calcula las funciones trigonométricas del 4ngulo agudo @= XOB que forman el punto B E, —E y el eje
horizontal, 2 2

3
5. Calcula las funciones trigonométricas del dngulo o, si se encuentra en el tercer cuadrante concse a = -3

2
6. Determing las funciones trigonométricas del dngulo «; sise encuentra en el cuarto cuadrante con cfg a = oy
7. Encuentra las funciones trigonoméiricas del dngulo B, si se sabe que cos B =—1?§ y90° < 8 < 180°
8. Obtén las funciones trigonométricas del dngulo w, si se sabe que crg w =-8y % <w<2n

9. Sicscé= %5 si 90° < & < 180°, aalcula las funciones trigonométricas del dngulo &

10, Calcula las funciones trigonométricas del dngulo B si se sabe que cos B= —? ¥ #i_ﬂi%
11. Sisena >0, tan @ < 0y sec a =2, calcula las funciones trigonométricas del dngulo a

12, Siseca>0,ctiga<0ycosa= %. calcula las funciones trigonométricas del dngulo a

a Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente. - . . . o v 0 v o oo w oL

Funciones trigonométricas para éngulos mayores que 90°
Todo dngulo mayor que 90°, se puede expresar en la forma (r-90°+ &) o bien|n %ia], donde nes un entero posi-
tivo y ares un dngulo cualquiera, la funcién de dicho dngulo serd equivalente a:

i) La misma funci6én de o sines un nimero par,
ii} La cofuncién correspondiente de « si n es un mimero impar.

Esto con el fin de expresar la funci6n trigonométrica de dicho dngulo en una expresién equivalente, pero con un 4n-
gulo agudo, conservando el signo correspondiente a la funcidn dada, segin el cuadrante donde se encuentre el lado

terminal,
EJEMPLOS
.g_ 1 ®# Expresa como funcién de un éngulo agudo fan 140°.
Eo/l Solucién
oy

Hl dngulo se sitlia en el segundo cuadrante, donde la funcidn tangente es negativa, entonces:
tan 140° = tan (2 - 90° — 40°) = —tan 40°

Ahora bien, tan 140° se puede expresar también como fan (1 - 90° 4+ 50°), = 1, por tanto se utiliza cotangente, la cual
es cofuncién de la tangente, entonces:

tan 140° = ran (1- 90° + 50°) = —crg 50°
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4 oo

Funciones trigonométricas

Expresa como funcitn de un dngulo agudo sen 1—91:! ;
Solucién
Hl édngulo estd en el tercer cuadrante, donde la funcitn seno es negativa, entonces:

11 £ 2
sen —& =sen|2-—+=m |=—sen =X
9 2 9 9

sen 1—9131' se puede representar tambi¢n como sen[.’i- g—%#], n =3 por tanto se utiliza la cofuncién del seno, es
decir, se expresa en términos del coseno,

sen Ez = sen S-E—i# =—Cos i;|'r
9 2 18 18

*Expresa como funcion de un dngulo agudo sec 350° 15" 28”,

Solucién
Hl éingulo estd situado en el cuarto cuadrante donde la funcitn secante es positiva, entonces:
sec 350° 15" 28" = sec (4 - 90° —9° 44" 327") = gec 9° 44" 327
Oen términos de cosecante;
sec 350° 15" 28" = gec (3 - 90° + B0° 15° 28") = csc B0° 15" 28"
Expresa como funcitn de un dngulo agudo cos 1 000°,
Solucién
Cuando el dngulo es mayor que 360°, debe dividirse entre esta cantidad para obtener el nimero de giros o vueltas que
da el lado terminal y el residuo es el d4ngulo que debe expresarse en funcidn de un dngulo agudo,
- giros o vueltas

360° | 1000°
280°
ST~ Angulo equivalente
El dngulo equivalente a 1 000° es 280°, situado en el cuarto cuadrante donde la funcién coseno es positiva, entonces:
cos 1 000° = cos 280° = cos (4 - 90° — B0") = cos BO®
O bien, en términos de la funcitn seno,
cos 1 000° = cos 280° = cos (3 - 907 + 10°) = sen 10°

Expresa como funcién de un dngulo agudo sen 6 290°,

Solucién
Se obtiene el dngulo equivalente, que sea menor que 360°,
17
360° | 6290°
170°

El dngulo equivalente es 170°, el cual se sitiia en el segundo cuadrante donde la funcidn seno es positiva, entonces,
sen 6 290° = sen 170° = sen (2 - 90° — 10°) = sen 10°

O bien, en términos de coseno,
sen 6 290° = sen 170° = sen (1 - 90° + B0°) = cos BO°
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6 ®e-Expresa como funcién de un dngulo agudo fan (—65°).
Solucién

Se traza el Angulo negativo, el cual girard en sentido horario y serd equivalente a un éngulo de 295°, que se sitiia en el
cuarto cuadrante, donde la funcién tangente es negativa,

A

N,
\ _65°

295°

Por consiguiente:
tan (—65°) = tan 295° = tan (4 - 90° — 65°) = —ran 65°

O bien, en términos de cotangente;

fan (—65°) = tan 295° = tan (3 - 90° + 25°) = —c1g 25°

/7 ®¢-Expresa como funci6n de un dngulo agudo sen [—;—2 rr]
Solucién

Se traza el dngulo negativo, el cual se encuentra en el tercer cuadrante donde la funcién seno es negativa.

Por tanto,

Funciones trigonométricas de éngulos negativos

Los dngulos negativos giran en sentido horario y las funciones trigonométricas de dngulos negativos, se expresan en
€rminos de funciones trigonométricas de dngulos positivos.
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En el trifingulo A AOB, ubicado en el primer cuadrante: YA A
wnﬂ:g m.n9=£ Sﬁfﬂ:g
AO BO BO
msﬂ=£ c:g\9=£ cscﬂ=£
AO AB AB 8
F
En el trifngulo A AOB, ubicado en el cuarto cuadrante: 016 P
AR AR A0
(- o ) e ( -
BO BO AO
m-&*(- S o cl, (- = o CS-:I‘(—H = =
&) g (-6) - ) — i
Por consiguiente: sen (—8)=—sen @ tan (—0) =—tan @ sec (—)=sec @
cos (@) =cos @ ctg(—0)=—crg 0 cse (—0)=—csc @
EJEMPLOS
_ﬁ- 'I.: @+ -Expresa sen (—30°) en términos de un dngulo positivo.
Solucién

E
2
ol Al aplicar sen (—#8) = —sen 8, se obtiene:

sen (—30°) = —sen 30°

2 ®e-Expresa ran (—120°) en términos de un 4ngulo positivo y agudo.
Solucién
Se aplica ran (—8) = —tan 0y se obtiene;
ran (—120%) = —san 120°
y al reducir a un dngulo agudo,
tan (—120°) = —tan 120° = —tan (2 - 90° — 60%) = —(— tan 60%) = ran 60°

Valores numéricos de las funciones trigonométricas circulares

Los valores de las funciones trigonométricas guardan una estrecha relacion con el circulo unitario y se pueden
calcular por medio de la medicién de algunos segmentos de éste, el uso de tablas matemdticas o con el empleo de

una calkculadora.
Y.ih
v
> T
Ay
« o >
o MR X

"
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Si se consideran las distancias OR = ON = OV =1, entonces para calcular el valor de las funciones trigonométricas del
dngulo o, se emplean las definiciones de las mismas y representan la longitud de los segmentos;

cateto opuesto  MN _ MN _ —
sen o= — =—="—=MN
hipotenusa OoN 1

cateto adyacente _

cosa= -
hipotenusa

cateto 1 —
ran = SOtEI0 Opuesto _ SR _ SR _ =5
cateto adyacente  OR 1

cateto adyacente VT s
s S QORI L VT VL a T
cateto opuesto ov 1

hipotenusa oS _0S —
S8C = == — =05
catefo adyacente  OR 1
csca=w=ﬂ=£=_r
cateto opuesto OV 1
EJ‘EMPLOS
2 1. ®¢:Calcula el valor de las funciones trigonométricas del dngulo 32° 10°,
g_ ' Solucion
L Si se emplea el circulo unitario para calcular las funciones, donde a = 32° 107, entonces;
A
¥
v T
NS
32° 10’
0 MR Px
Se consideran los segmentos OR = ON = OV = 1, entonces:
sen 32° 10° = MN =0,5324 csc 32° 10 = OT =1.8783
c0s32° 10° = OM =0,8465 sec 32° 10" = OS = 1.1813
tan32° 10’ = SR =0,6289 e1g 32° 10" = VT =1.5900
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Si se emplean las tablas mateméticas (incluidas al final del texto) para calcular el valor de las funciones trigonométri-
s de 32° 10", entonces, se procede de la siguiente forma:

Grados | Radianes | Sen Tan Ctg Cos
0° 00’ 0000 | 0000 | 0000 10000 | 15708 | 90° 00'
32° 00’ 5585 | 5009 | 6249 | 16003 | 8480 | 10123 | 5800
10 5614 (5324 6289 | 15900 | .8465 | 10094 50
20 5643 | 5348 | 6330 15798 8450 1.0065 40
30' 5672 | 5373 | 6371 | 15697 | 8434 | 10036 30
40 5701 | 5308 | 6412 | 15507 | 8418 | 10007 20
50° 5730 | 5422 | 6453 | 15497 | 8403 077 10
33 00’ 5760 | 5446 | 6494 | 15309 | @387 9948 | 57° 00°
45° 00’ 7854 | 7071 | 10000 | 1.0000 7071 7854 | 45° 00’

Cos Cig Tan Sen Radianes | Grados

El rengl6n superior corresponde a la columna izquierda cuyos valores van desde 0% 00° a 45° 00° y el renglon inferior
va desde 45° 00" a 90° 00°,

Hl valor de sen 32° 10" se busca en la columna izquierda de arriba hacia abajo y ademis se observa que es el mismo
valor que el de cos 57° 507, buscado enla columna derecha de abajo hacia arriba, esto es porque son cofunciones.

Si se busca el valor de las funciones trigonométricas empleando una calculadora, el procedimiento es el siguiente:

a) Verificar si la calculadora es de renglén simple o es més sofisticada y cuenta con doble renglén. Esto es porque
se teclea de forma diferente; en la explicacién que a continuacitn se presenta se considera que el estudiante
empleard una méquina de doble rengldn,

b) Es necesario definir en qué medidas angulares se desea trabajar (grados o radianes),

¢) Considerar que el idioma que regularmente emplean los fabricantes en los menis y teclados es el inglés, es por
ello que el ejemplo asf lo considera.

d) Para encontrar las funciones cosecanie, secante y cotangenie, s necesario encontrar primero sus respectivas
funciones reciprocas, ya que las calculadoras no cuentan con estas funciones de manera directa, y después
dividir la unidad entre dicho resultado.

Si se emplea Ia medida en grados debes digitar Ia tecla de [Modely elegir la opcion | Deg | 1a cual indica que 1a medida
angular estd en grados sexagesimales,

Si se busca el sen 32° 10°, entonces:

Se digita[ sin |después, el valor de los grados 32 a continuacién latecla [ - » » |enseguida 10 y por dltimo la tecla
Para que el resultado aparezca en la pantalla es necesario digitar latecla| = | yel resultado desplegado en
Ia pantalla de la calculadora es 0.53238389,

Si la funcién buscada es sec 32° 10, ésta no puede ser calculada de forma directa, por lo que es necesario encontrar
su funcidn reciproca. Ademds, ahora vamos a usar la medida angular en radianes, por tanto;

S digita yse clige la opcién | Rad |, Ia cual indica que la medida angular empleada estd en radiancs, 32°
10"=0.5614 rad.

Se comienza digitando un paréntesis [ (| en seguida la funcidn reciproca de la secante, la cual es el coseno
de 0.5614, después se cierra el paréntesis [ ) | y por tltimo la tecla | x -1 | Ia cual es la funcién reciproca.
Para que aparezca el resultado se teclea [ = |y se desplegard en la pantalla 1. 1813,
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EJERCICIO 39

1. Expresa en funcién de un 4ngulo agudo las siguientes funciones:

a) sen 210° k) tan 254° 46° 24"

b) fan 165° i) cos 95°25’

¢) cos 280° ) sec 320° 48" 12"

d) cse 120° k) csc 127°

€) sec 358° ) c1g (—48°)

D sen 240° 37°25" m) cos (—38°54")

g) crg 315° n) sen(—28°35°24™)
2, Expresa en términos de un dngulo positivo las siguientes funciones:

ay sen (-1607) D ese (-90°)

b) crg (-1407) g) cos (-225° 15" 46™)

¢) sec (—240%) k) crg (-176° 45’ 23")

d) cos (—280°) i} sec (-108° 32")

€) tan (-345°%) ) sen(-228° 15%)

3. Expresa en funcién de un dngulo agudo las siguientes funciones:

a) sen (—-160°) g) sen (1315%)
b) crg 1240° k) ran 823° 25 18"
¢) cos (-2 8007) i) cos (—428° 45" 24™)
d) fan 5 445° J) etg 9200
€) csc (—98° 32" 127) k) sec (-220%)
N sec (=2307) 0} csec 328° 33" 417
4. Encuentra el valor de las siguientes funciones trigonométricas (empleando tablas o calculadora):
a) sen 18° D cse 79°
b} cig 46° g) cos 22° 10’
c) sec 25° k) ctg 147 407
d) cos 83° i} sec 10° 30
€) tan 37° ;) sen 29° 50’

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA ANGUIOS NOTABLES

EIST(')RICA

-~ strénomo, matemdtico y gedgrato egip-

cio del siglo Il de la era cristiana, nace

en Tolemaida Hermia [en el Alio Egipto),

_ alrededor del afio 100, y vive y trabaja en Ale-
—— - jandria.

Piolomeo Ptolomeo calculé cuerdas inscribiendo poligonos

(1004 C.-170d.C)  regulares de lodos 3, 4, 5 y 6 en un circulo, lo

cual le pemitié calculor cuerdas subtendidas por

angulos de 36°, 72°, 60°, 90° y 120°. En su obra Almagesto, Ptolomeo

proporciond una tabla de cuerdas de 0° a 180° con variaciones de 1°,
con una exactitud de 1/3 600 de una unidad.

los asirdnomos de la India habian desarrollado también un sistema trigono-
méfrico basado en la funcién seno, en vez de cuerdas como los griegos.
Esta funcidn seno era la longitud del lado opuesto @ un éngulo en un
friédngulo recténgulo de hipotenusa doda. los matemdticos indios utilizaron
diversos valores para ésfa en sus fablas.

A finales del siglo vii los astrénomos arabes frabajaron con la funcidn seno

y a fingles del siglo x ya habian completado la funcién seno y los ofras

cinco funciones. También descubrieron y demosfraron teoremas rundomen-

fales de la frigonometria, tanfo para ridngulos planos como esféricos. Los

matemdticos sugirieron el uso del valor r= 1 [radio de la circunferencia) y ’
if

s

esto dio lugar a los valores modernos de las funciones frigonoméiricas.

#
%
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Valor de las funciones trigonométricas de los angulos
de 0°, 90°, 180°, 270° y 360°

Las coordenadas del punto P sobre el eje X son (g, 0) y la distancia al origen es igual a a, entonces las funciones de

los dngulos de 0° y 360° som:
0
sen0°=gen360°= — =0
Ya a
cos 0° = cos 360° = 2 =1
a
360° o o 0
—\ P(a, 0) tan 0° = ran 360 =;=U
k_jdmﬂ X c:gﬂ“=c:g3ﬁﬂ“=%Noa:iste
sec 0° =gec 360° = 2 =1
a
a .
cse 0° =cse 360° = a No existe

Para el dngulo de 90°, las coordenadas de cualguier punto P sobre el eje ¥ es P(0, b), la distancia al origen es b,

entonces:
b
b 9f == =1
¥ sen b
0
cos90° = — =0
P(0, b) 4
ran?ﬂ“:ENnchstc
d=b ‘\90“ g
0
> crg90° = — =0
X b
.wc90°=%Nuexiste
b
csc 9= = =1
b

Para el dngulo de 180° las coordenadas de cualquier punto P sobre el eje — X son (—g, 0), 1a distancia al origen es a.

0
sen 180°= — =0
a

Yll
cos180°= 2 =1
a
d KNW ran180°= L =0
$4a . —e
g 00 - ;
P-a.0) x crg 180° = FNomstc
sec 180°= £ =
-a

a i
cse 180° = a- No existe
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Para el dngulo de 270° las coordenadas de cualquier punto P sobre el eje — Y son P(0, —b), la distancia al origen es b.

Ya sen 270° = —g =-1
0
270° cos270°= — =0
b
/. \ X tan 270° = u_—b-No existe

0
K. crg 270° % =0

P, -b) sec 270° = -g— No existe
b
270 = — =1
cse =
Cuadro de valores de las funciones trigonométricas

0 3 x 5 2
Funcicnes o 90° 180° 270 360°
seno 0 1 0 -1 0
cosenc 1 0 -1 0 1
tangente 0 No existe 0 No existe 0
cotangente No existe 0 Mo existe 0 No existe
secante 1 No existe -1 No existe 1
cosecante No existe 1 No existe -1 No existe

Valor de las funciones trigonométricas de los éngulos de 30°, 45° y 60°

Para las funciones trigonométricas de los dngulos de 60° y 30° se construye un trifingulo equildtero de lado igual a 2;
C

60°

B 1 A D

Setraza CA L BD. CA es bisectriz del 2 Cy mediatriz del lado BD,
En el tridingulo BAC, 2 B=60°% / ACB=30°y BA =1
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Para obtener el lado b= CA se usa el teorema de Pitdgoras:

CA'=BC -AB - CA = (2 (17
CA’ =3
cA =3
Las funciones trigpnométricas del dngulo de 60° son:
3 3 2
38!1&]“:% ranﬁﬂ“:%mﬁ mcﬁﬂ“=T=2
1 1 _3 2 23
60°= — 6= ——="— 6= ——=——
cos 3 crg B3 ose B 3
Las funciones trigonométricas del dngulo de 30° son:
1 1 43 2 23
30°= = 30u=_=_ 30u=_=_
sen 3 tan N sec N
cos3(]“=—"?— m‘gS;l]"=--\""1-§-=\'Irs c3c30“=%=2
Para calcular las funciones trigonométricas del dngulo de 45° se construye un cuadrado de longitud por lado igual a
Ia unidad y se traza su diagonal,
D c
45°
1
45°
B [1a
1
Para obtener el valor de la hipotenusa, se aplica el teorema de Pitdgoras;
F=b+c? donde: @ = (17 + (1)
a=1+1
=2
De acuerdo con el resultado anterior, a = J2
b=1
B c=1 A
Lag funciones trigonométricas del dngulo de 45° son;
1 2 1 V2=
send5°= —=— tan 45° = -=1 gcdS°= ——=\2
N 1 1
cos45“=%=% c1g 45°= %=1 c:c45“=%=ﬁ
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Aplicacién de los valores trigonométricos de los dngulos notables

EJEMPLOS
_ﬁ 1. @+ Calcula el valor numérico de 2 sen 30° cos 60°,

Solucién
Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas y se efectia la operacién:

25en30° - cos 60° =2 - (%J(%)=%
2 ®e: Determina el valor numérico de la expresién: fan? 60° + crg? 45°,
Solucién
Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas y se determina que;
tan® 60° + crg” 45”=(ran6(]°}2+(c:g45“}2={ﬁ}2+(1}2=3+ 1=4
Por tanto, fan® 60° +ctg” 45° =4

E
2
i

3 @- Calcula el valor numérico de sen %, +3sen 16_1#4

Solucién

Los dngulos se expresan en funcitn de dngulos agudos para obtener los valores de las funciones trigonométricas;

7 x 7 n 1
- = 2ot =| =- - =—=

sen 6# aen[ 3 6] sen 6 3
11 r X n

sen — @ =sen| 4 ——-—|=—sen — =—
6 ( 2 ] 6

L
6 2

Entonces,
sen Ea‘: +3 sen H;{ =—l+3[—— =——__=_£=—2
6 6 2 2

7 11
Por tanto, sen Ei‘! + 3 sen ?:r =-2

A @+ Mediante dngulos notables demuestra Ia siguiente igualdad:
sen 30° —(cos 30° - crg 60°)? = cos? 60°
Solucién
Primero se encuentran los valores de las funciones trigonométricas:

1 \3 1 1

30°= —; 0= —; 60°= —; 60°= —

sen 3 cos 2 clg NE cos 2

Después se sustituyen los valores de las funciones y se demuestra que se cumple con la igualdad:

sen 30° —(cos 30° - crg 60°)? = cos” 60°

()

[ ]

—_

”lf:.ﬂ

si-

—
1

1. ¥y _ 1
5'(5) 4
1.F 14
274 4
1_1

4 4

Con lo cual queda demostrada la igualdad propuesta.
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5 ®s-Demuestra la siguiente igualdad, mediante el valor de los 4ngulos notables:

3
Jaenz —{+3sec2m = cscE
2 6

Solucié
Primero se encuentran los valores de las funciones trigonométricas:
3 )
=r =-1; 2n=1; - =2
sen 2# sec 2w esc <
Entonces;
(-1 +3f1) 2
J1+3 =2
Ji =2
2=2
Por tanto, la igualdad es verdadera.
EJERCICIO 40
Completa la siguiente tabla:
sen cos tan csc
Grados Radianes
o
7 Z
45° 1
o | 5
w |3
"
1200 3
135° 5
i
150 7
180° b4
x
balig &
o Fid
25 | 5
Az
240° 3
bilig i
00° oz
3
o 7
35 i
1=
e
3607 2x
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1.

2,

3,

Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones:

2 sen 30° cos 30°

2 sen 30° sen 60°

3 :anE sen i
6 3

sec? 45° —2 ran® 45°

sen”® 30° cos® 30°

. [3&:’45“('03245“:?
. 3 1an 60° c1g 30° sen 45° csc 45°

. 2 sen 60° sec 30° cos 45° tan 45°

Funciones trigonométricas para dngules notables

T r 2 2
— — | sen” — +cos” —
9. 23:::4 c034 ( 6 6]
10. 2 sen 30° cos 30° (1 — 2 sen? 30°)
5 5 L
1. ran’=m+4dsen—n-3e1g’ = n
3 6 4

cos 120° + sec 180°
ase 270° + sen 330°

i, (sen 120°)(ran 24(]"]]!

tan 315° — cos 300°

12,

14. J(tan 225°)(sen 180°)(cos 240°)

15. sen 90° +(cos 210° + sen ﬂniillil"]z + sec 240°

Utiliza angulos notables para demostrar las siguientes igualdades:

16,

17,

18,
19,

20,

sen 240° + 5en 120° - cos 60°

=1an 210"
sen 120° - sen(-60°) an

m£~sen21r=l+mt£
3 3 6

sen 180° = 2 gen 60° +sen 240°(sec 45“]2

cos 225° +3 sen 225° = =2 gec 45°

sen30°

[ =
sen 150°- gen 300°

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »
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REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS
EENOIDALES
2
— e les considera como fundamenta-
R T — Onda senoidal les por diversas rozones: poseen
' - propiedades matemdticas muy
interesantes [un ejemplo, con combina-
5‘\ ciones de sefiales senoidales de diferente
' amplitud y frecuencia se puede reconstruir
Onda senoidal amortiguada |  cualguier forma de onda), la sefial que

se obtiene de las tomas de corriente de
cualquier casa tiene esta forma, las sefiales de test producidas por los
circuitos osciladores de un generador de sefial también son senoida-
les, la mayoria de las fuentes de potencia en AC [corriente alterna)
producen sefiales senoidales.

la sefial senoidal amortiguada es un caso especial de esfe tipo de ondas
y se produce en fenémenos de oscilocion, pero que no se mantienen en
el tiempo.
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Gréficas de las funciones trigonométricas

Al establecer una regla de correspondencia entre dos conjuntos, por medio de las funciones trigonométricas, se esta-

blecen relaciones como:

y=sen x, fix) = cos (=x), y=ran [x+%:r]

Para construir 1a grfica de una funcién o razén trigonométrica se dan valores al dngulo (Argumento), éstos van sobre
el eje x, los valores obtenidos se grafican sobre el eje v,
Los valores asignados para el argumento se expresan en grados sexagecimales o radianes,

Gréfica de y = sen x

Tabulacién
1o. cuadrante  2o. cuadrante 3o. cuadrante 4o0. cuadrante
i3 E 3x 5 3x ix
Bl s 2| |3 | 7| x| %
X
0 45° 90" 135° 180° 225° 70 315° 360°
Y 0 07 1 o7 0 -07 -1 -07 0
Grifica
Caracteristicas
Ya 1. La funcién tiene periodo igual a 2x rad.
1t 2. La funcién es creciente en el primero y cuarto cuadrantes.
3, La funcién decrece en el segundo y tercer cuadrantes,
5 & 2 i 4, La funcién es positiva en el primero y segundo cuadrantes
i 3n y negativa en el tercero y cuarto cuadrantes,
2 2
o | 5. La funcidn interseca al eje horizontal en miiltiplos enteros de @
6, o< x<on,
7. -1<y<],
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Gréfica de y = cos x

Representacién grafica de las funciones trigonométricas

Tabulacién
X
v
Grifica
" Ya Caracteristicas
1 1. La funcidn tiene periodo iguala 27 rad.
\ / 2, La funcién decrece en el primero y segundo cuadrantes,
: T am_ 3. La funcién crece enel tercero y cuarto cuadrantes,
E s X 4. La funci6n es positiva en el primero y cuarto cuadrantes, y
1 2 2 negativa en el segundo y tercer cuadrantes,
5 La f#ncién interseca al eje horizontal en midltiplos impares
de —.
2
6, —so<x <oa,
T.-1sys1,
Gréfica de y = fan x
Tabulacién
10. cuadrante 20. cuadrante 3o0. cuadrante 4o. cuadrante
® | 7 | 2= 5 In | 4 3r 5x 11z
i fastt | | ] | el il x Hadi || b = o 2r
x|9 ] 3 6 [ 3 2 3 (2
0° | 30° | 0°| 90° | 120°| 150° | 180°| 210° | 240° | 270°| 300° | 330° | 340°
No No
Y| 0 |05 17 fexiste =17 | 057 | 0 | 057 | 17 it -1.7 | 057 | O
Grifica
g . : Caracteristicas
i : 1. La funci6n interseca al eje X en miltiplos de 7.
: 1
1 ! : 2. La funcién es positiva en el primero y tercer cuadrantes,
] 1 N
0 r'r - * S:fr A1 x 3. La funcién es negativa en el segundo y cuarto cuadrantes,
=1 2 ) 4, La funcién tienc periodo igual a 7 rad.
1 ]
: 1 5. xcsunnﬂmcmrcaltalqucx;é(ZHI]%cun
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Gréfica de y = cig x

Tabulacidn
1o. cuadrante 20. cuadrante 3o. cuadrante 4o. cuadrante
o| 2|2 |m |2 |55 | o |= |t |3 | & |1 |,
X 6 |3 | 2] 8 6 6 3 2 3 6
0° | 30° | 60° | 90° | 12C°| 15C° [ 180°| 210°| 240°| 270° | 300° | 330° | 36C°
No No No
Y existe] 17 (057 | O [O57 | A7 [gyite| 17 |0 | O | -057 | 17 | e
Grifica
T Y4 ' . Cm‘m‘:tﬁ'fstlcas
1
' i 1, La funcién interseca al eje X en miiltiplos impares de 1;—.
14 E :1 2. La funcién es positiva en el primero y tercer cuadrante.
! — 3, La funcifn es negativa en el segundo y cuarto cuadrante.
_‘1] L OIN T FN Y X 4 Lafuncion tiene periodo igual a rad.
i i 5. xes un nimero real tal que x #naxconn € Z (asintotas
! i verticales),

6, —o <y <oo.

Gréfica de y = sec x

Tabulacidin
1o. cuadrante 20. cuadrant 3o. cuadrante 40. cuadrante
5 L 3n Sr 3r T
= = = s = = = 2r
X G 4 2 4 4 2 4
% 1 14 [MNoexiste| -14 -1 -14 No existe 14 1
Grifica
) Caracteristicas
rs 1. La funci6n no interseca al eje X.
2, La funci6n es positiva en el primero y cuarto cuadrantes,
1 3. La funci6n es negativa en el segundo y tercer cuadrantes.
4, La funci6n tiene periodo igual a 27 rad.
>
W 5. xes unntimcrurcaltalqucxae(i’n+1]-;5cunneZ

(asintotas verticales).

|
|
|
|
I
I
T 31 2t y
2
|
| 6, yzloy=-1
|
I

e TR m——
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Representacién grafica de las funciones trigonométricas

Gréfica de y = csc x

Tabulacion
10. cuadrante 20. cuadrante 0. cuadrante 4o. cuadrante
xlo| 2 | 2| 3 | 2| 2 | & | 1 | ,
4 2 4 4 2 4
Y 1 14 No existe -14 -1 =14 No existe 14 1
Grifica
Y | | Caracteristicas de la funcién cosecante
I I 1. La funcién no interseca al eje X.
: : 2, La funcién es positiva en el primero y segundo cuadrantes,
! I I 3. La funcién es negativa en el tercero y cuarto cuadrantes.
' | ! > 4, La funcién tiene periodo iguala 27 rad.
0 = ’I' % zl" s 5. El valor de x es un nimero real tal que x # nt con n € Z
=1 * | I (asintotas verticales),
| | 6. yzloys-1
| I
| I
Resumen

La siguiente tabla muestra el periodo, la amplitud, las asintotas verticales, el dominio y el rango de cada una de las
funciones trigonométricas.

Periodo Amplitud ::":,: Valores de x Valores de y
¥ = sen x 2x 1 Mo tiene {xe R} {ye R/-1<y<1}
¥ = o5 x 2z 1 Mo tiene {xe R} {ye R/=-1=y=<1}
¥ = tan x x %(2n+1],ne z [xe R!x:g(ZnH]] {ye R}
y=ctg x x nm,ne Z {xe Rixznr} {ye R}
y=secx| 25 %(zn ), ne Z {xe&'!x:%(ZnH]] lye R/ y<-10y=1)
y=cscx| 2% ng,ne Z {xe R/x#nx} {ye R/y<-10y21}
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Amplitud, periodo y desplazamiento de fase

Si y =a sen bx, 0 bien y = a cos bx, para a b € R, distintos de cero, entonces la gréfica tiene amplitud |a|, y

periuduz—ﬂ
el

EAEMPLOS
-g_ 1 ®#-Calcula la amplitud, el periodo y traza la gréfica de y = 4 sen 2x,
g | v

Solucion
by

De y =4 sen 2xse obtiene a=4 y b= 2, los cuales al sustituir en las férmulas se determinan la amplitud y el periodo:

2 2
Amphtlld. |ﬂ|=|4|=4 Periodo; ﬁ=?ﬂ=x
Luego, la grifica tiene amplitud 4 y periodo 7,
Tabulacién
x T 3 Sx 3r 7
X 0 E "2" EF T T "2" -4-?1' 2x
Y| o 4 0 -4 0 4 0 -4 0
Grifica
Amplitud
-t 3 m\ oz
4 2 4
Periodo
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Representacién grafica de las funciones trigonométricas

2 ®e-Calcula la amplitud, el periodo y traza la gréifica de y = 2 sen %x.
Solucion

De y = 2 sen %xseubﬁema=2yb=%,luscualesalsustitui:lusenlasfdmmlassedetermimnlaamplituﬂyel

periodo;
2n 2r;
Amplitud; |a|=]2|=2 Pcﬁudu:H=T=4ﬂ
2

Entonces, la gréfica tiene amplitud 2 y periodo 47

Y &
L x ¥ ]
0 0
x
3 1.41
L 2
3
=5 1.41 .
2 o]
4
= -1.41
3r -2
E =-1.41 1
2 y= 2sen—x
4r 0 2

3 @ Determina la amplitud y el periodo de y = %cox%x .

Solucién
2 1
Eicstccasoa=§yb=§,pmtantu,
2l 2 i 2n
Ampli = === i = —=—=01
plitud ‘3‘ 3 Periodo o1
)

Entonces, la gréfica tiene amplitud % y periodo 6.

Desplozomiento de fase (desfasamiento)
© CasoLSiy=asen(bx+clobieny=acos(bx+c)conazlyb =0

Hl desplazamiento de fase se calcula resolviendo las siguientes ecuaciones:

bx+c=0 ¥y  bx+c=2n
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Ejemplo
Calcula la amplitud, periodo y desplazamiento de fase y traza la grifica de:
y=3sen (2x+ %}

Solucion

y=3sen(2x+ g},ticnclafmnndcy:asen(bx+c}dundca=3,b=2}rc=-g-,pm'cunsiguicntc:

_ 2z 2z=

Amplitud = |a|=(3]=3 Pcrindn_ﬂ=?

Para determinar el desplazamiento de fase y el intervalo, se resuelven las siguientes ecuaciones;

Sy S oy Spw Zomdn
2 2

Donde x = —; yx= %x .respectivamente,

X —Esr =1 —gsr ~E . E g| E| X gn: K| =% §sr —K
4 4 2 4 4 |1 2 | 4 4 2 4
¥, 0 |3 0 -3/ 0 |3/]0|-3/0 (3] 0]-3]0

© Caso 2.8iy=atan(bx + ¢)cong # 0y b # 0, entonces;

i
bl

Se pueden determinar las asintotas verticales sucesivas en la gréfica resolviendo las ecuaciones:

a) El periodo es

bx+c=—1;- Yy bx+c= —E

b) El desplazamiento de fase es —§
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Representacién grafica de las funciones trigonométricas

Ejemplo
Calcula el periodo y traza la gréfica de y = % tan (x+ g}
Solucion

1 k4
a=—,b=1yc=—, entonces,
2 4

; T m
a) El pericdoes —=—=n

b) Para determinar las asintotas verticales sucesivas se resuelven las ecuaciones;

T T

opot s i
¥ 42

4 2

3
Donde x = —Ix yx= % .respectivamente, esto significa que cada 7 rad se traza una asintota,

¢) Enla funciéna = %,lagréﬁcadelaecuacidmencl intervalo [-%x, %] tiene la forma de y = %rmx,debti—

duaqugc=§ y b =1, el desplazamiento de fase se define como ——=—§,purcmsiguiente,lagrﬁﬁcase
1
obtiene desplazando y = Y tan x hacia la izquierda una distancia de
Grifica
1
Finalmente se traza la gréfica de la funcién y = Emn(x+§}cmlusdatm)ranbtclﬁdus.

¥,

5§ -
1 .

1
=
=
=
1
|
i
WP |
4/ E
1 PoX
: i
: :
! i
: i
Gréficas de y= sen” x, y=cos™' x, y= tan™ x
Seno inverso |y = sen™" x)
Se representa como sen™ ' y se define como sigue:
y=sen'x si y solo si x=seny

donde -1 £x£1, —eo<y<oo
La expresion se puede escribir de las siguientes formas:

y=sen'x=arcsenx © y=angsenx

Las cuales se leen, respectivamente, arco seno de x o dngulo seno de x.
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Tabulacién Grifica
L x v Yy
0 - i
1 3r
=1 ——=x F
- 2
V2 4
-5 rid '
1 1, =]
2 6 =l
0 0
l lx i T
2 6 =
2 1 :
7 a r
1 1;il: 3=
4 2
0 n .
Coseno inverso |y = cos™'x)
La expresidn coseno inverso se define como:
y=cos'x si y sélosi X=cosy
donde —1=2x<1, o< y<en,
La expresitn se puede escribir de la siguiente forma;
y=cos ' x=arc cos x = ang cos x
Las cuales se leen, respectivamente, arco coseno de x o dngulo coseno de x.
Tabulacién Grifica
% iy s
-1 r Ix
3 3
__.2_ 41‘!
E 2 =
2 3"

o
| =
El

|
B
i

- MI“,\-ﬂ P -
- =
L]
= u t + +
a\/”‘“ Ml

188
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Representacién grafica de las funciones trigonométricas

Tangente inversa |y = tan~'x)
La expresion tangente inversa se define como:

y=tan'x si y sdlo si x=ftany

donde —eo < x < oo, “y"es un real tal que y#(2n + 1) g conne Z
La tangente inversa se puede escribir de la siguiente forma;

y=tan"'x = arc tan x = ang tan x
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EJERCICIO 41

T 1 =
= - = Ssen|—x+—
1. y=2cos [3x 2] 4 y sen[4x 2]

Obtén la amplitud, el periodo y el desplazamiento de fase de las siguientes funciones:

3 1
. y= —sen| =x-5
T ¥ zsen(zat xJ
8 y= lms lJ::+E
PIETION TS

x

9, y=sen(3]
14 —Eta.v{lx—E
= Ta 3

15, y=fan(x—m)

3
2, y=23en 4x 5 y= 4.::'03[,:—3:!)
3 y= imn —2x+éﬂ 6, y=-3cosx
S 3" 2 B e
Calcula el periodo, las asintotas verticales y el desplazamiento de fase de las siguientes funciones:
1 n

10, y =3 ran(2x) 12, y= Elaﬂ(it'—g)

n 1
11, y=2mn[x+z] 13, y= —4ran(—2~x—ﬂ]
Traza la grafica de:
16 lsen(x+gn) 23 5

=L 2 . y=Ssec x
17. y=sen2x 24, y=angcscx
4
1B, y= —3cas[2x+gﬂ:J 25, y=2+sen3x
x
19, y= sen [5] 26, y=cas(2x}—3
20, y=tan2x 27, y=1+4+2sendx
x

21, y= fan [Z] 28, y=sen(3x-m)
22, y=arccigx

O Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente «
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CAPITUIO 14

IDENTIDADES Y ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

PITAGORICAS

!
/
Identidades

g

_\-‘m‘:’ - coF &
— -

Definiciones de
ingulos del libmo
Los elementos de Euclides

si se denomina a las identidades

f s que resultan del teorema de Pitago-
ras y se obfienen del circulo unitario
mediante un tridngulo recténgulo de hipo-

tenusa 1 y catetos con longitudes sen a y
cos a.

Por definicion del teorema de Pitdgoras:
[1)2 = [sen a? + |cos a)?
1 =sen’ a+cos’ @

A la cual se le denomina identidad funda-
mental.
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Identidades trigonométricas
Son igualdades en las que intervienen funciones trigonométricas y es viilida para cualquier valor angular,

Obtencién de las identidades trigonométricas basicas

Para determinar las identidades se hace uso de las definiciones de las funciones trigonométricas.
Enel tridngulo las funciones del dngulo a se definen;

B
a a c
5En 0 = — an @ = — 8¢ & = — a
¢ b a
b b c o
oS ax = — g o = — 56 o = —
¢ a b b
Al multiplicar una funcitn directa por cada una de sus reciprocas se obtiene:
(sen a)csc ) = [g]- [E] = S0y
' a ¢ a
(cos o Jsec a) = [2] [EJ = u =1
c b c-
a b a b
&1 I == |=|= =— =1
X 3= 3): (3 = 52
Por tanto, se deducen las identidades reciprocas.
Identidades reciprocas
(sen a)csc a) = 1 (cos a)(seca)=1 (fan a) (ctg ay = 1

Al realizar los respectivos despejes en las identidades anteriores, se obtienen las siguientes relaciones:

1 1 1
fan o« cSC X =
C8C o g o SEn

1 1 1
cos a = clg @ = —— seca =
sec a tan o cos o

sen o

Identidades de cociente
Si se realiza el cociente de la funcién seno (sen a) por la funcitn coseno (cos a), se obtiene la funcidn fan ac

ha
ser o _ac

=5 =—=— =lana
cosa b b-oc

c

De manem andloga se obtiene la funcitn cotangente (crg a),

g
msa=i=bl—=—=.ﬂgﬂ‘
sena 9 a- ¢

[

Por tanto:
sen o co8 o
ana = 4 clga =
cos a sen a
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Identidades y ecuaciones trigonométricas

Identidades pitagdricas
En el tridgngulo se aplica el teorema de Pitdgoras;
a +b*=c’ Se divide enire ¢*a ambos miembros,
a b’ ;
c_z+c_z=1 Se aplica la ley de los exponentes.
aY (bY
(E] +[;] =1 Los cocientes son equivalentes a las funciones sen ¢ y cosa

(sen @) + (cos ) =1, por consiguiente sen’ @ +cos'a = 1

En forma semejante se obtienen las demis identidades pitagdricas, entonces:
senfa+cofa=1 ; ranfa+l=secla vy l+eagla=csc’ a

De las identidades anteriores se realizan despejes, con el fin de obtener otras identidades:

sen"o +cos'a =1 ranfe +1=sec’a 1+-:rgz a =csc’a
sen @ =+ [1-cos’a) tana =zt [(sec’a -1 cagea=t ,,’(csc’a -1)

cos o

+ ,ﬂl—wu’a] sec o

Demostracién de identidades trigonométricas

+ fran'a + 1) osca =+ fag'a + 1)

Para realizar la demostracién de una identidad trigonométrica se aplican procesos algebraicos como la factorizacion, las
operaciones entre fracciones asf como su simplificacién, ademds de las identidades trigonométricas bdsicas.

La aplicacitn de estos procesos depende de la identidad en si; esto significa que no existe un orden o procedimiento
especifico, debido a esta situacidn sugerimos iniciar con el lado méds complejo o elaborado de la igualdad, con el fin
de llegar a demostrar el lado més sencillo, como a continuacién se ejemplifica,

EJEMPLOS .
3 § o cosx
% 1 ®¢ Demuestra la siguiente identidad: sen x = @
§ Demostracién
[ Se trabaja del segundo hacia el primer miembro, se sustituye cfg x = % y realiza el cociente correspondiente;
cosx cosx SENX - COSX
serx=—— — sen x = — senx =
crgx COsx cosx
senx
senx =senx

Por tanto queda demostrada la identidad.
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Demostracién

senfB +cosPBctg B =csc B

sen +cos B pas f =csc B
sen B3

sen B+ co’ =csc B
sen 3
sen” B +cos” B
———io e B
sen 3
1
w—mﬂ =csc B

csc B =csc B

Finalmente, queda demostrada la identidad.

3 ®e Demuestra la siguiente identidad:

Demostracion

osc a
tan a+ e1g a

Se realiza la suma del denominador,

Yposteriormente la divisin,

Se sustituye sen” a +cos" @ = 1

Yfinalmente se simplifica la fraccién:

=Ccosa

2 ®e-Demuestra la siguiente identidad: sen B + cos B c1g B = csc B

Para esta identidad se trabaja con el primer miembro para obtener el segundo,

s utlliza In identidad del cociense crg 8 = <=5

sen B

se efectiia el producto,
se realiza la suma fraccionaria,

se sustituye la identidad pitagérica sen” B + cos'B = 1

1
se aplica —— =csc
p = B

o8¢ O

——————=cos &
tan a+clg a

Se utiliza el primer miembro de la igualdad y se realizan los siguientes cambios:

1

— — SeRd  _ aeqy
Wﬂﬂ'_'_mﬂ'

Cos & Sen o

1
_!lgﬂa_wi_=mga
Sen ax+c¢ o

Sen o - CO8 -

el o - Cos
Sen o - {seniar+mszcr}

=Cos o
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Identidades y ecuaciones trigonométricas

4 ®e-Demuestra la siguiente identidad:

cosx _ l+senx

I1—senx Cos X

Demostracion
Se utiliza el segundo miembro como base para la demostracion;

cosx _ l+senx
1— senx COs X

cosx  l+senx 1—senx
1—senx cosx l—senx

Se multiplica por el conjugado del numerador.

cosx  _ 1—sen’x
l—senx (cosx)(1—senx)

se reemplaza 1 —sen’ x = cos' x.

Lo cos'x se simplifica la fraccién.
I-senx (cosx)(1—senx)
s SRR ] £ se demuestra la identidad,

l-senx l—senx

5 ®e-Demuestra la siguiente identidad:

2cof x—1=1-2sen’x
Demostracion
En este caso se utiliza el primer miembro para obtener el segundo,

Zeos’x—1=1-2sen’ x Se utiliza la identidad 1 = sen?x + cos® x.
Zeos® x—(sen’x +cost x)=1-2sen’ x
2e08? x —sen’ x —cos x=1-2sen’ x se simplifican términos semejantes.
cof x —sen’ x=1-2sen’ x se emplea cos® x =1 —sen’ x,

1-ser’x —sen’ x=1-2gen’ x
1-2sen’*x=1-2sen’x

Por lo que la identidad queda demostrada.
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& ®e-Demuestra la siguiente identidad;
cos @ —sen’a _ l—tana
1+ 2sen - cos l+tana

Solucién
Se utiliza el lado izquierdo para demostrar la identidad:

a 2
— 1—1 a i
cos a —sen a _ W, ot b St sand m et e
1+2sen e - cos a 1+ fan o

2
costa —sen” a 1—tan x i 1
5 — = se factoriza denominador y numerador
sen a+2gena - cosx+cos o l+na

COS x—sen &) (CoS & +5en 1= P :
( A 3 L, lnn se simplifica la fraccién
(sen a+cos a) 1+fan a

COS @ —Sen 1—ran . i
= < - = se divide entre cos o numerador y

Sen a+ cos o 1+ ran a denominador

cOS o —Sen o
cos o =1—:ar:a oy 1—tan a o 1—tan a

sena+cos &  l+pan o 1+ ran o L+ ran a
oS o

EJERCICIO 42
Demuestra las siguientes identidades:

1, senx(1 4+ corx)=senx+ cosx

2. (1 +tan’x)cos x = sec x

sen x\’ 1 3
(el

tanx csex
4, (sec x + senx + cos” x)(sec x - 1) = tanx
5. cscB(1-cos?0)=sen B

6, ﬂga=csca
cos a
1-sen” i
T = cos” ¢
‘b
B. ctg?y—-cos? y=crg’ ycos®y
+
9. seys TEYFImMY
cse y
10, 1+cas-:n= sen w
sen w 1—cos w

11, sec B -senB-ctgfB=1
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12,

13,

14,

15,

16,

17.

18.

19,

20.

21
22
23,

24,

25,

26,

27.

28,

29,
30,

31,

32,

2cos’x -1
clgx—tanx =
fenx - cosx
1 1
2esc’y = +
l1-cosy l+cosy
=ofca - clga

csc a +clg a

3sen’ x = 9senx - ctg x + Teos x —4deos x = (deos x = 1)(cos x = 3)

2
fan” x
cos x + +sen’ x=secx
1+sec x

cos* x4 sen’ x + sem’ xcosx=1

Jl—cas.ﬂ & Jl+casﬁ Z2%ie B

I+cos B l—cospB

cos x (2sec x + tan x)(sec x — 2an x) = 2cos x - 3tan x

2
|4 Senxocgx
1+ sen x
2sen® x+ cof x)=Msen* x + cos* )+ 1=0

senx (1+cigx)=cos x (1 + tanx) + ser’ x (1 + crg x)
(csc x—senx) + (secx —cosx)P =ran’ x + crg’x -1
2-csc’x
tanx —1
+
fanxtcgx _ o 3

CSC X —Sen x

—cse’x+1= clg x

COsX —fec X
Sen X —CSC X

=se.cx{se.c2x- 1) sen x

3 2
$eCT X —Secxtan” x
sec’ x =
(1—sen x)(1+sen x)

1
sen’x + fan’ x + cos" x =
cos’x

sec? x + csc? x = (cse x sec x)*
sec? x = senx csc x + sen x (sen x sec x)
1 1 2

cscx+coIgx cIgx — cscx senx

1-crgx = J{cse*x — 2e1g x)

O Este ejercicio no tiene soluciones al final del libre por ser demostraciones s
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Obtencién de las identidades trigonométricas
de la suma y la diferencia de angulos

Considerando que OB L BC, OC L DC, se realiza una proyeccién de OD con el eje X yOA L AD, DE L CE,
donde AE = BC . asf como AB =CE

Para obtener sen (o + 3)
Y.
[i}
E c
B
o
o A B x
AD —_ e —
senla+B)= — pero AD=AE+ED;
oD
entonces, TEiED TR 5D
sen(a+ B)= ——— sen(o+ Bl= — + —
oD oD oD

Para obtener las funciones trigonométricas de los édngulos ay B

BC AE

CE €D
sena= — = — = — ...(1 senB= =—..(3
oC oOC CD & B oD &)
cosen ol wll i) cosp=25..@
oC CD 0D

Si se realiza el producto de (1) y (4); (2) y (3) se tiene:

AE OC AE
sena)cos Bl = —= "= = =— ...(5
( Neos F) oc oD oD @
CD ED ED
sent Bcos ) = —— " == = — ...(6
(szn B)( }GDCD e (&)
Al sumar (5) y (6):
AE ED
sen ) cos B) + (sen B cos a) = — + —;
t W cos B) + (sen BX }OD+OD

Se obtiene sen (x + 8), entonces:
sen (& + B) = (sen a)(cos B) + (sen B)(cos a)

Para obtener cos (a+ )
OA -
cos(ax+ ) = — o OA=0B-AB.
oD I
entonces,
OB-AB OB AB
Cos (o + = — cos (¥ 4+ E ———
( A oD ¢ A oD oD
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Si se realiza el producto de (2) y (4); (1) y (3) se tiene:

{cosafeos B = — " — = — ... (T)

_CE.CD_CE_AB
(se'mtar,‘.l(.s*e'mt.El}-ﬁ — = =— = — ... (B)

Al restar (8) de (7):

OB AB
(cos a)(cos B) — (sen a)(sen B) = e

Se obtiene cos (a+ B)
cos (& + B)=(cos a)cos B) - (sen a)isen B)
Para obtener ran (a + [3), se emplean identidades basicas;

:an(a+ﬁ}=%; tan(a+ B) =

(sen ex)(cos B)+(sen B)(cos o)

(cos o) (cos B)—(sen at)(sen B)

Si se divide entre (cos a)(cos 8) # 0, entonces,

(sen &) (cos B)+(sen B)(cos @)  (sen &)(cos B)  (sen B)(cos @)
T (cos @)(cos B) _ (cos@)(cos B) (cosa)(cos ) .
(cos &)(cos B)—(sen at)(sen )  (cosa)(cos B) _(sen a)(sen B)
(cos a)(cos B) (cos ) (cos B) (cos a)(cos B)
(sen a]+(m= B)
aepg o (cosa) (cosB) _ tana+wanB
RS _(sena) (sen B) " 1-tana-tan B
(cosat) (cos B)
Finalmente se deduce que:
_ tma+tanf
tan (a+ )= —l—tma-amﬁ

Para obtener las identidades trigonométricas de la diferencia se emplean las identidades de los dngulos negativos en
funcién de dngulos positivos, es decir;
sen (- x) =-sen (x) cos (- x) = cos (x) tan (- x) == tan (x)
Por tanto;
sen (a+ B) = (sen a)(cos B) + (sen B)Ycos a)

Se cambia S por — B y se obtiene:
sen (a— B) = (sen aXcos(—B)) + (sen (—5))cos a)
sen (o = B) = (sen a)cos B) - (sen PB)cos &)

De una manera semejante se realiza la diferencia para las demds funciones trigonométricas y se obtiene:
cos (o = B) = (cos a)(cos B) + (sen a)(sen )

fan & - tan B

Lt l+tana- tan §
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Resumen de formulas

Identidades trigonoméiricas de la suma de dngulos:
sen (a + B) = (sen a)(cos B) + (sen B)cos a)
cos (a + B) = (cos a)(cos B) - (sen a)(sen B)

B LE L O 1‘:“;::33

Identidades trigonoméiricas de la diferencia de dngulos:
sen (& = B) = (sen a)cos B) - (sen B)cos «)
cos (@ = B) = (cos a)(cos B) + (sen a)(sen B)

o tma-tmp
BRicS = L+ian a-tan

Valor de una funcién frigonométrica para la suma y la diferencia de angulos

Los valores de las funciones trigpnométricas de dngulos notables se emplean para obtener el valor de una funcién
cuyo dngulo se pueda descomponer en una suma o diferencia,

EJEMPLOS
pd n.n
.g' 1 e- Obténelvalurdc&en( ]
‘g

Solucién
Al aplicar la identidad para el seno de la suma de dngulos, se determinaque
1y T

3eﬂ#z—-ﬁn£m3£+m3—ﬁn—-
T RN Ny 3. g S

2 @e-Calcula el valor exacto de tan (90°— 60°).
Solucién
Se aplica la identidad de la tangente de la diferencia de dngulos y se obtiene:
tan 90° - ran 60°

tan (90°-60°) = —— —
1+ tan 90°%an 60°

La ran 90° no estd definida, por consiguiente, se multiplica la identidad mn(a—ﬁ}=% por la unidad
expresada como L e
crgo

:an(a—ﬁ}=[ tano —tan B Ic:ga ]! tanoctgoi—tan Betg o
I+tanotanf | cigo: | cigoe+tanctanPeigo
Por identidades ran o ctg o= 1, entonces:

1-tanPciga _ 1-tanfeiga
crga+1(tanf) ctgo+tanf

Sustituyendo o= 90°, f=60° y posteriormente los valores de ctg 90° = 0 y ran60° = /3, se obtiene como resultado;

tan(oe =)=

1-1an60°c1g90° 1-(3)0) 1-0 1 1 3 3
00_&]0 = = = —— = ——— = —
i ) c1g 90°+ ran 60° 0+.3 bBOSB A 3
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3 ®e-Expresa en funcién de x la identidad ms(g ﬂ—x]
Solucion
Se aplica la identidad del coseno de la diferencia de dngulos:
cos(a— B) =cos acos B+ sen a sen 3

Se obtiene:

3 3 3

cos[iar—x] = msE# msx+sen5a'r senx =(0)cos x+ (- 1)senx
=0-genx

=—%€nx

Resulta que, cm[%ﬂ—x] =-—senx

EJERCICIO 43
Aplica las identidades de suma o diferencias de dngulos y determina el valor de las siguientes funciones trigonométricas:
F I i
1. L 5, -= 4 =-
3en[2+6] .m{;'r 4] 9 :an[4 ﬂ]
3 | o 6. cos(270° — 45%) 10, ctel20-1x
4 3 4
non
3. sen(45° + 60° e
sen( ) cig| > 3]
4, 1an(45° +90°) 8 osc E+%]

Expresa en funcién del dngulo indicado las siguientes expresiones:

i1 sm[&+%] 15. s g—a] 19. tan(3n - a)
12, ca.s{gx—x] 16, crg E+,'5‘ 20, wn(éﬂ_g
4 4 4
8
13, sen(2m + B) 17. cos x—gn‘]
T
14, :an[i—x] 18, sec(m + 2w)

O Vaerifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente «

Aplicacién de las funciones trigonométricas
de la suma y la diferencia de angulos

Para determinar el valor de una funcitn trigonométrica de determinados dngulos, éstos se descomponen como la suma
o la diferencia de dos dngulos notables,
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EJEMPLOS °
.i ] @#: Determina el cos 75° y expresa 75° como una suma de dngulos notables,
E_ Solucion
e Hl dngulo de 75°, como la suma de dngulos notables, es 75° = 30° + 45°
Entonces,

cos 15° = cos (30° + 45%)
Se emplea la identidad cos (x + B) = cos acos B —sen a sen B
cos (75%) = cos (30°+ 45°) = (cos 30°)cos 45°) — (sen 30°)(sen 45°)
Al sustituir el valor de cada funcitn trigonométrica, se determina que:

— [%E][E}[A][ﬂ} £_i_&-5

2 | 12)] 2 4 4 4
J6 -2
4

Por tanto, cos 75° =

2 ®e:Determina ran 15° y expresa 15° como una diferencia de dngulos notables,
Solucién
Hl dngulo de 15° se expresa como 60° — 45°, entonces:
tan (15°) = tan (60°- 45°)
tan o —tan B

i e e s G e

B =45

en la que se sustituyen los valores de los dngulos a=60° y

tan 60° — ran 45°

1+tan 60° -fan 45°

Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas de los édngulos notables:
f-1
1+(\f§](1] e

tan (15%) = tan (60°- 45") =

tan (15°) = tan (60°- 45°) =

Al racionalizar el denominador, se obtiene:

tan 15° =2 - /3
3 5
3 ®e-Calcula las funciones trigonométricas bésicas de (a + B) si sabes que sen a= 3 para % Sas<mytanfB= 13 P
3r
£8< 2=
T<p< 5
Soluciéon
Se obtienen las funciones de los dngulos & y B, con el teorema de Pitigoras y se respetan los signos de las funciones
en los cuadrantes indicados,
Para sen o, el segundo cuadrante Para ran 3, el tercer cuadrante
: ¥ i
4
5
3 -12
=4 '_x _5 i
13

3 4 3
Funciones del dngulo o sema=,cosa=-_ ylana=-,

Funciones del dngulo B: aenﬁ:—l—z ,cos 3= —% ytan B= %
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Por consiguiente, estos valores se sustituyen en las identidades de sumas de dngulos.

sen (a+ B) = (sen alcos B) + (sen B cos a) = [%][_E}[_i}[_:_]

13 13

tm(a+ﬁ}=7’ma”mﬁ =
1—fan «t-fan f
Por tanto, los resultados son:
16 16
sen(a+ﬁ}=—E,c03( ﬁ}-—}'!an( ﬁ}-—a
4 ®e Demuestm la siguiente identidad: -
2t
arctan —— —arcetg Nt =arc sen
Solucién £l * ¥kl
Sean 8 = arc tan fi; ya=arc cigt ,entonces 0 —a = arc sen :f= que es la identidad a demostrar donde
tan 8= f—"ri yorga= Jr
Se construyen los tridingulos respectivamente,
Para el éingulo 8 Por el teorema de Pitéigoras
K= (2] +(@-1)°
h=r+1 h= Jat+t'-2t+1
2t
= VT +2t+1
9 k= (t+1) =141
-1
Para el dngulo a Por el teorema de Pitdgoras
K =(Jt )+ (1)
h=<t+l
1 = t+l
s 4
i
Se realiza la demostracitn aplicando seno a (6 — a)
sen (8- a}—senﬁ'cosa —sen acos @
241 -1 i
Pero sen = —— ,cos0=— ,cos a= sena= ,cntmces
r+1 r+1 :f }' J
PN I Y o S o £ N (29 1

o aen(ﬂ—a}=;+1 Veel  rel 141 (r+1)Vi+l (;...UJ? T |

1
0 —a=arc sen ——
v+l N+l

sen (@ —a) =

Asi queda demostrada la identidad,

—
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EJERCICIO 44
Determina los valores de las sigulentes funciones trigonométricas y expresa los dngulos como suma o diferencia:
1. ran 105° 3. csc 15° 5. ran255° 7. tan345° 9. csc255°
2, cot75° 4, sec 105° 6. cos 285° 8. sec 165° 10. sen 165°

11, Si casa=—§ con Eiaiﬂ ¥ lanﬂ=§oun(]£ﬁ'£%.hallasen(a+ﬁ}. cos(a + B) y fan(a + B).

3 3
12, Sirana =1con ﬁiaiiﬂ y sec B =2cun5#£ﬂ£2#.haﬂasen{a-ﬁ}. cos(a — B) y tan(a - B).

3 3
13, Sisec e = -3 con xSaS-z-:t ycigB= V2 cunﬂs_ﬂs-;-.lnllalasseisfunciunesuigumméu'icasde{a+.8}
y (e = B).

Demuestra las siguientes identidades:

14, | sen (m—x) + sen (% —x)][mtx - cosx] = 1 - 2cos’x

15, m(% +x] - cos (& —x]] - [mt(g +x] +m3(§ +x]] = 2senx
16, cos (%—x) — sen (7w + x]] - [co.s(;'l.' +x) + ms(% + x)] = 3senx+cosx

,eo2) efeor)

18, mn(r - o ~sen[a + 32—#] - sen(m — o) =1 - cos” &

19, [sen @ = senB]’ = 2cos(cx + B) + [cosa + cos B’ = 2

2. sec(m - @) _ sen(n + o)

pe =mnw — 1
csc(— " a;] cos(m + )
2
21, cse(m - y) + ol seny
tan(m + y)
csc(f + x)
22, i ., D= =secx - (csex + 1)
msr[i - x] a2

7, [wn(x +21) + cog(% _ x)]z F dcos(x - 2rx) <o

c8C E—x
2

sen (@ +B +y) + sen (a—p-y) —

cos (a+B+y) + cos(a—B-y)
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25. sen(@+w) - sen(0-w) = (sen® + senw) (sen 6 — sen w)

3 T 2
26, an|— + 8| + tan| = -8 = - ———
an[4 ] an[4 ] sen’ 8 — cos’ 8

3 1
27. 4 - = = 4 - =
chm( 3 J + X mlﬂn( 5)

28, sen =X megen™ -
N 75
29, cos 12 - cos"ﬂ = - sen"—s-
13 65 5
2
a0, et il XL ag’t = 0,1>0

2

& - 1
31, arc sen———=arccos——==arctan—,1 > 0
il rf+1 1

a ! a4 1 =
+ 1),¢>0
o VP 41 o NS =sen(1)

- t 1 =1
33, sen” |— —sen” —=sen" —,121
r+1 Jr+1 r+1

! 5 =1
34, arcrans — arcsen ———— = arctan ———,5 > 0yr > 0
£+l 1 + &

32,

O Varifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente «

Funciones trigonométricas del dngulo doble

Estas funciones se obtienen a partir de las identidades de la suma de dngulos, como se muestra a continuacion;

Seno del angulo doble sen (2a)

Para obtener el sen (2ar) se emplea la identidad sen (o + ) donde B =
Entonces:
sen (o + 3) = (sen a)(cos B) + (sen B){cos a)
sen (2a) = (sen a)(cos a) + (sen a)(cos a)
sen (2a) =2 (sen a)(cos a)

Coseno del angulo doble cos (2a)

Para obtener cos (2a) se emplea la identidad cos (e + 8) donde f=a
Entonces;
cos (a + B) = (cos a)cos B) — (sen a)(sen B)
cos (2a) = (cos a)(cos a) —(sen a)(sen a)
cos (2a) = cos® o - sen® e (con el empleo de identidades trigonométricas bsicas)
cos (2a)=1-2sen’
cos (2a) =2cos = 1
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Tangente del angulo doble fan (2
Para obtener ran (2a)se emplea la identidad ran (a + B) donde B = a

= B tan o +fan B
t +B)=——
ek ) I—tan o -tan B
som (2 e RV,
I=tan a -fan o
2ran ot
20)= —————
tan (2a) 1-tan® o
E&I.EMPLOS * 5
.g. 1 .¢~0btén1asfumimestrigonmfuicasdc(im},sisesabcquc!anm=3,pam1t£m5—2’5
E Solucién
lﬁ' En este caso el dngulo w se encuentm en el tercer cuadrante, entonces: fan w = =
_ i Por el teorema de Pitdgoras
1 2= (17 + (37
Il L '~ }'2= 149
= = r= 10
-3
r
Se obtienen las funciones trigonométricas de w:
wnm-———g———@ Cos = —L——@ fan w= _—3—3
por Jio 10 Jo 10 7 =1
sen 2w =2 (sen w)cos w) = 2[—@]-[—ﬂ]= M
10 10 100
cos 2w = cos® @ — sen’ w = Vo] [ 310 o L
10 10 100

2gnw  _ 2-(3) _ 6 3

l—rart’a:-—l_{3f - 4

fan 2w =

2 ®e:Demuestra la siguiente identidad: 3
sen®x+cosfx=1—-"sen’ 2x
Demostracién " 4

(sen® x + cos® x)(sen* x — sen’ x-cos x + cos* x) = I—Iwnzlx

(1)(sen* x — sen? x-cost x + cos* x) = 1 —%senzh'

sen x — sen® x-cos® x + cos* x + 3sen’ x-cos® x —3sen x-cos® x = 1 —%senzix
(sen* x + 2sen” x-cos® x + cos* x} —3sen® x-cos”x = 1 —%senzir

(sen® x + cos® x)* — 3sen® x-cost x=1- %senzix

l—iyenzrcaszx=1—§&€nzzx (pero sen 2x = 2 sen x- cos x)

3 3
1- Zsen?2x=1- = sen?
4aen2x 4&3 2x
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3 ®+-Demuestra la siguiente identidad:
l+cos2x _
clg x

sen 2x
Demostracion

Se inicia con la sustitucitn de las siguientes identidades:

cos X
I=sen” x+cos’ x, cos2x=cos" x—sen” x y clgx=—=
sen x

Se realizan las operaciones correspondientes y se simplifica;

1+cos2x _ (sen’ x+cos’ x)+(cos” x—sen’ x) _ 2cos” x _ 2cos” x senx
cagx erg x T ocosx  cosx
senx
Pero 2 sen x cos x = sen 2x, por consiguiente se comprueba la igualdad:

=2sen x cos x

1+ cos 2x
crgx

=senlx

Funciones trigonométricas de la mitad de un édngulo
Seno de la mitad de un angulo: sen(%)

Para obtener el sen[%].scemhahidcﬁdadms{ia}: 1 -2 sen® a, entonces se realiza el cambio a=§
cos [2-2 |= 1-25en?| 2 — cos w=1-2sen?| 2
2 2 2

1-cos
2

Se despeja sen [% ] resultando sen[gl] =

Coseno de la mitad de un angulo: cos( %)
Para obtcncrcas[%} se emplea la identidad cos (2a) =2 cos” e~ 1
Entonces se realiza el cambio a=§
cos [2-9-}]=2m32[2}—1 — m3m=2cag2[2]—l
2 2 2

e
Se despeja cos [g ] resultando cos [%] = ‘\'I 1% c:w =

Tangente de la mitad de un éngulo: ran( %}
Para obtener ran [E;-], se emplean identidades trigonométricas bésicas:
| 1-cos @ 1-cos @
s 2] _ 2 2 _ -cosw

[iH]
an 12| = = = =
[2] @ 1+ cos @ T+cos®  \l+cosm
cos| =
2 2 2
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Al racionalizar el denominador:

[ )_\/(l—msw]-(l—msm] _ {(l—casm]z _ fl(l—casm]z _l-cosw
B (14 cos ) -(1=cos w) -\J l-cos’@ \ sen® = sena

Por tanto:

2 =\J1+cmm sen w

m[m] l-cosw _ 1-cosw

@ ¢ Obtén las funciones trigonoméiricas bésicas de [%) si se sabe que: sen w = ——J;E para

Solucién
Se ubica el 4ngulo wen el cuarto cuadrante:

Por el teorema de Pitdgoras
> (8 =@+ (55
X
64 = 2% + 55
—55 6455 =4
x=+9
x=3
Se obtienen las funciones trigonométricas del dngulo w:
J55 3 55
€n = _T COs @ = 3 lan w= —T

De acuerdo con el resultado anterior, las funciones trigonométricas del dngulo (%] son;

3 (5

— 1-] = =
w| _ |l-cosw _ 8_3_}5_1!3
MRE "J 2 -\/ 2 -1||E-4\|16-4

cos

b | B
[}
=
+
BIg
2
[}
—
=
& +
oo |
[}
—
b Joo
Ll B
= =
-F-‘;—-
—

fan

| B

270° < w < 360°,
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2 ®+-Obién el valor de las funciones trigonométricas bdsicas del 4ngulo de 15°, haciendo 15° = 3%.0

Solucién
a) Para hallar el valor de sen 15° se utiliza la siguiente férmula;

- @] _ 1-cosw
2)° V7 2

Entonces,

3
sen 15° = sen SE = L—cof 07 = Ji_T = 2—\{5 = 2_1'/5
2 2 2 4 2

2-f3
2

Por tanto:

sen 15° =

b) Para hallar el valor de cos 15° se utiliza la siguiente férmula:

o w]_ |l+cosw
2]V 2

Entonces,
B
30°)  [T+cos 30° 5 263 _ 2+
cos 157 = cos = = = =
2 2 2 4 2
Por tanto,

cos 15° = _“2*2"“@

¢) Para hallar el valor de fan 15° se utiliza la siguiente férmula;

(m] 1-cosw
fan |2 = ——

2 sen w
Entonces,
Y3 2-43 A
30° 1-cos 30° 5 2 2-4/3
tan 15° = tan = = = =
[ 2 ] sen 30° 1 1 1
2 2
Por consiguiente,
tan15°=2_3
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3 @+ Demuestra la siguiente identidad:

o

cos @ - cosla o0

-

o

sen & + sen la ag

2

Demostracion
Se aplican las identidades del doble del dngulo

o o
= 2 2 =
cosa - cos2a "7 & cosa ~(cos® a—sen’ @) %"
o a+2enatcosat &
sen o + senle ., % sen o + 2sen o cos .
2 2
sen
cosat—cos” a+sen’ o _ " 2
o
sen a+senacosee O
2
o
cosa—cos’ a+l-cos’a "5
T o
sen o+ 2sen of cos o o
2
o
1+cosa-2os’ @ _ "7
o+ 2sen ocos o o
sen sen ctcos cos

Se realiza una factorizacién tanto en el numerador como en el denominador,

1+cosa—2cos’ ¢ _(1-cosa)(1+2coser) _1-cosa
sen a+2senct cosae sen a1+ 2cos a) sen o

Se aplican identidades bésicas con el nuevo resultado,

T T

1—casc¢= l=cosa o l-cos o =J1—m3€¢= J2 o 2
sen o ,J]_mfa J(]...ma)(]_m,a) Jl+cosa \fl+cosa J1+casa
J2 2

a [I-cosa a |1+ :
Pero sen5=,{% y cmE=J$,cntmsse demuestra la igualdad

§

R RR

cos & = cosla
sen o + sen 2o

3
=
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EJERCICI

2

10,

1.

Identidades y ecuaciones trigonométricas

O 45

UﬁﬁmhﬂdﬁhﬁdﬁdﬁdﬂﬁigﬂouﬁWmuﬁﬂﬂhﬁmﬁmﬂﬁmﬂﬂﬁﬁm&hﬁﬂgﬂm%. %#. %:‘ry %a‘!.
. Obtén las funciones trigonométricas de (2ar) y (%]. si se sabe que csc o= 4 para ;iaiﬂ:.
, 12 3 ; ; : B
Si se sabe que fan B = ?.paraxiﬂiiﬂ.lnﬂalasfmmmsmgmmmémcasde(iﬁ}y 7))

: . ; 5 3 : . .
Dada la funcién trigonométrica cos w = — donde — <@ <27, encuentra las funciones trigonométricas de

Qw)y [%] -

Obtén las funciones trigonométricas de (2ar) y (%]sisc sabe que: sec a = —% para %iai#.

. a 3+45
Sigen — =
2 6

y Eiagn. determina sen a, cos a y tan «.,
2
Sicos2B = % y ﬂiﬁigﬁ,cmucn’smlas funciones trigonoméiricas de B y g

10—\|'SG+10\:'§

. Sisen la =
4 20

, determina las funciones trigonométricas de a si Uiai%.

.1 J 6 T i i q B
- —f=|—— y 0£f<—  hallalas func trigonométricas de w2
1c3.:'4ﬁ TR ¥y B - iones trig asde By 2

Sicrg g =-3y :—;ﬂSa}SZﬁ,haﬂalas funciones trigonométricas de @, 2w y 4,

Demuestra las siguientes identidades:

11

12

13.

14,

15.

16,

17.

18,

19,

2 _ 20t

1+ cos ex 2
. [cos2x = sen 2x]* = 1 = sen(- 4x)
cos Bx + cos 4x = 2cos 2x — 4sen? 3x - cos 2x

sen4x + sen 6x = 2 (sen 5x - cos x)

1
ig o i = + sen 2w
4 cos 2w

cos®f — sen’f = % cos 2B - (3 + cos 4B)

95 e 5% | 2 (sen ¢ + cos «)
4 1 + senla

1

cos 12° cos 24° cos 48° cos 96° = T
cos’ x —sen’ x o sen 2x .
cos 2x 2 (senx + cosx)
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

@

1
1 1+MRE

1+seng [mz%]_{“c,g%]’

21, 2[cm%—3m§]-[sen§+cm%]mx =cos(x+y)+cos(x-y)

22, sen(x+2y)-sen x=2seny-cos(x+y)
23, dese’f-cos B o= c!gzg - :a.ltlg

24, [Emsg—seng]-[cosg+seng]=2casﬁ'+se:n6+l
2 2 2 2

25, sen®x + cosx =1 - %ani‘r

O Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente . « « o - v o0 v o v o0l

Identidades trigonométricas para transformar un producto en suma o resta

De las identidades:
sen (x + y) = (sen x) (cos y) + (sen ¥) (cos x) se realiza la suma con
+ sen(x —y) = (sen x) (cos y) — (sen y) (cos x)
sen (x + y) + sen (x = y) = 2 (sen x){(cos y)

Al despejar,

(sen x) (cos y) = %[sen(x+y]+ sen(x-y)]

De forma semejante se obtiene;

(cos x) (sen y) = -21-[.98.': (x+y) —sen(x—y]]
De las identidades:

cos (x + ¥) = (cos x) (cos y) — (sen x) (sen y)se realiza la suma con
+ cos (x - y) = (cos x) (cos y) + (sen x) (sen y)
cos (x + y)+ cos (x = ¥) = 2 (cos x)(cos y)

Al despejar,

(cos ) (cos y) = [cos (x+3)+ cos(x-)]

De la misma manera se obtiene:

(sen x) (sen y) = -%[ms{x +y)=cos(x- y]]
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Identidades y ecuaciones trigonométricas

EJEMPLOS

1. ®#Expresa el siguiente producto en forma de suma o resta;
E_ f cos (8x) cos (2x)
(™ Solucién

Se emplea Ia identidad (cos x) (cos y) = %[cos{x +y]+cas(x—y]] y se obtiene;
cos (8%) cos (2x) = %[ms(h+2x}+cm{3x—2x}]

cos (8x) cos (2x) = %[cos{lﬂx] +cas{6x]]
2 ®e-Encuentra el valor del siguiente producto:

Solucién aenﬁ_’f}ag[%]

Se emplea la identidad (sen x) (cos ¥) = %[sen (x +y)+sen(x-y)]

3n i3 1 3r =« r &

— —|== —— —_———
M f*z) " 2 m[ 4 12 ]‘m[ 4 12H
.ﬁenrg—# os] X | = L P ) O ]

| 4 12) 2L 12 12
ﬁﬂrs—# OF 1 = l- (—# +sen 2_#.']

| 4 12) 2| 6 3

Al sustituir el valor de las funciones trigonométricas de dngulos notables:
M[Lﬂ m[i S[1, 3] 1) 14
+ 12) 212 2 21 2 4

EJERCICIO 46
*  Convierte los siguientes productos en sumas o diferencias de funciones trigonométricas:
. 1. sen{a + B)cos(a— ) 11, 4 sen(3c) sen(c)
. 2. cos(45°) sen(60°) 12, Scos(2a) sen(ba)
3. sen(y + B} sen(y - B) 13. cos(47°) sen(43%)
4, cm[ﬁ}m[f] 14, cos(za] ms[zﬂ)
12 4 3 3
5. sen(82° 30°) cos(37°30%) 15. 3sen(9a) cos(%a)
’ , T I
6. sen(37°307) sen(7° 30") 16, ﬁc[g]ﬂﬂ'[g]
7. cos(x + a) sen(x — a) 17, ran2actg a
8. c'as[?—ﬂ}ws[s—ﬂ] 18. sec(gx)csc(f]
12 12 4 4
9. sen(187°30") cos(217° 30" 19, tan(x + a) tan(x - a)
4 12 sec(2a-f)
g Varifica tus resultados en la seccién de soludiones cormespondient® « « « o o o 0 0 00 0 0 0w 0 0o
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Demostraciéon de identidades

EJEMPLOS A
ll 1212 " 4

w
_g. . ®% Demuestra la signiente igualdad; sen L cos
i Demostracion

Se aplica la identidad (sen x) (cos ¥) = %[sen(x+ y)+sen(x-y)]

sen imsi i wn[i+1]+sen[£—£) =1 % +sen0
212 "2 12" 12 & 13 5T ET

=]
k3] =

Pero sen

12
Por tanto queda demostrada la igualdad.

2 ®e-Demuestra la signiente expresién;

Senx cos y+ sen y cos x = sen(x + y)
Demostracién
Se aplica la transformacién de productos a sumas y se obtiene:

SERX COS Y= %[m(x +J']+3£"(3“J’]]

1
Seny cos X =cosx seny= E[sen(x+ y)-sen(x-y)]

Al sumar ambas expresiones:

Se simplifican términos semejantes, entonces;
SEnX cos y+ sen y cos x = sen(x + y)

Por tanto, queda demostrada la igualdad,

SenX cos y + sen y cos X = %[wn{x+ y)+sen(x-y)]+ %[m(x +y)-sen(x-y)]

1 1 1 1
SERX COS Y+ SRy Cos X = Esen(x+y]+ Esen(x—y]+ Esen(x+ y)- Esen(x—y]
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EJERCICIO 47

1

10.

11.

12,

13,

14.

Demuestra las siguientes igualdades:

1 3

sec 30° csc 120° 4

SnTS° cosd5 _ . po
sen 225° cos 75°

cos 35° sen10° +cos 10° sen 35° _ J6

cos 20° cos 10° —sen20° sen10° ~ 3

!mfrms—ﬂ+l‘at£l‘ans—ﬂ
6 12 12 12 =74 ﬁ
I—IMEMRE
6 12

1
sen x cos x + cos3x sen x = Esen‘lx

ﬂﬂs{*’+%)mn(x—%} = %[mnzx_%]
oyt

cos(2n —x) cos® [gﬂ—sten’ [g—x]

=fecx

cos x[cos 2x — 2ser’ x] = cos 3x

an x+£ Han [E—x = M
3 3 T 2eos2x -1

Identidades y ecuaciones trigonométricas

sen(10% + x) cos (20° = x) + cos(80° — x)sen(T0° + x) = sen(2x - 10°)

(Gres el o) -sm(Ggrs o)
sen| —T+x |eos| —A+x | —sen| —A—x |cos| - —x
9 18 18 9

sen % —X
2 senx

= = sen 3x
esc 2x csc[s;+2x]

cos 2x + 2[sen x cos y + cos x sen y] sen(x —¥) = cos 2y

r 3 3
sen| Z=x | -sen| > —x ccos(T—x) =cos’ x

Q Este ejercidio no tiene soluciones al final del libro por ser demostraciones s e —=— = —
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Identidades para transformar sumas o restas de funciones trigonométricas

en un producto

Dados los dngulos x y y, tales que

r+y=«a : x—-y=pf
Al resolver el sistema de ecuaciones para x y y se obtienen los siguientes resultados:
a+ff a-f
=3 =3
Estos valores angulares se sustifuyen en la identidad:
(senx) (cos y) = %[3en(x+ y)+sen(x-y)]
Y el resultado es:

mn[%]ms[%]: %[sen o+ sen ]

Ahora, al despejar la suma de los senos, se determina que:

sen o +sen B =2m[a;‘s)m(a_ﬁ]

De la misma manera se obtiene:

sen a - sen B =gm(ﬂf;ﬁ] m(a_p]
)

@+ a-
cos o +cos B =2cm(—z£] Lm{—-

[ 3
cos o =cos B =~2mn(

EJEMPLOS " = .
.i 1 ®¢-Efectia lo siguiente: sen o —seh
E
= Solucién
Al aplicar la transformacitn de diferencia de senos a productos, se obtiene:
L2 L.
i i 2 6 2G|
_—— —_— =2 . E
sen - —sen— cos| <= sen| <5 simplificando
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Identidades y ecuaciones trigonométricas

2 ®s+-Calcula, sin hacer uso de las tablas trigonométricas:
SM[E]’SEH[ ]
12
Solucién
o+ B
Se emplea la identidad, una+unﬁ=23€n[ 3 ] cos [T]

Tn 5a) (13 _sx

sen[%]»sm(f;] 2| sen| 12 7 12 leos| 12 5 12

sen 1 sen 2% =2
12 12 )77 ¥z 12
Dado que % no es un Angulo notable, se puede emplear la identidad:

ms[ﬁ E l+cosx
2 2

Se simplifica,

T
Donde LA -} , entonees,
12 2

ms[£]= cos % = J1+m3[§-] = JH—? & ‘jihﬁ s Jz;—ﬁ

12 2 4
Por tanto, —
12 12 2

M[E]»sen[si] = y2+3
12 12

3 ®e- Simplifica la siguiente expresién; ms[w+ %]—cos[m— g ]
Solucién

Se emplea la identidad, cos & —cos B = —z[m[ﬂﬁ]- sen[“—-ﬂ

wfor o) =2 5H3)]flo3)o3)

cos w+%]—cos w—g}—lﬁeﬂ(ﬂ?]‘“"(g)
cos t:u+%]—cas m—%}—ZWﬂ(W]‘[ﬁ]

cos m+§]—ms* m-%]: —J3:sen ®
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Solucién

A @ Simplifica la siguiente expresién: sen | % +Z |- sen
2 2

A]uti]iza:laidcnﬁdad,aena—mnfl:icas[a;ﬂ]

x
sen

sen

sen

sen

(5% 2
'

.

X

(2 2 2

=2 cos

,
2
%]
T PR rakey i
z
Hllh
A ME A
n
§
b3 | =t
—
L]

EJERCICIO 48

Convierte en producto las siguientes sumas y restas de funciones trigonométricas:

1.

8.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

sen 165° + sen 75°
cos(7P)+cos(-2P)
sen(240°) + sen(120°)
cos(58) - cos(36)

cos (37° 29) +cos(52° 31)

sen 35° - sen 25°

218

9.

10,

11.

12,

13,

cos

cos

sen

cos)

sen

5
sen
8

cof| ———

................



Cariuio 14

Identidades y ecuaciones trigonométricas

Demostracién de identidades

m

JEMPLOS 50 10°0 3
— a0k som 107 3
]l._ iy ' Demucstra la siguicnte igualdad: — —o0 — — o=

Eemplos

Solucién

Se aplica la suma de senos y cosenos

l L o l o_ o
Z[aenz(m +10 ]c‘asi(ﬂ] 10°) _ sen30°cos 20°

cos 30°cos 20°

sen 50°+sen 10° _
cos 50°+cos 10°

I 1 St
Z[ME(SU“HU“]MSE(SG“—IU“]]

Pcm:mEU”:?,purluquclaigualdadqucdadcnmtmda.

2 ®e-Demuestra la siguiente igualdad:
sen x + sen 3x + sen S5x + sen Tx = 4 sen 4x cos 2x cos x

Solucion

Se agrupan dos a dos los sumandos
sen x + sen 3x + sen Sx + sen Tx = (sen x + sen 3x) + (sen 5x + sen Tx)

Se aplica la transformacién de suma de senos a productos

senx+sendx= 2[mé(x+3x]ms%{x—3x]] = 2[sen 2x cos(—x)] =2 sen 2x cos x

1 1
sen S5x+ sen Tx= 2[3m5(5x+?x]c03-2—(5x—?x]] = 2[sen 6x cos(~x)]= 2 sen 6x cos x
Entonces,
sen x + sen 3x + sen Sx + sen Tx = 2sen 2x cos x + 2sen 6x cos x = 2cos x (sen 2x + sen 6x)
En esta nueva expresidn se aplica la transformacidn de sumas a productos,

2 cos x (sen2x + sen 6x) =2 cos x - 2[3en%{2x+6x]ms%(2x—6x]]

=4 cos x [sen dx cos(-2x)]

=4 cos x sen 4x cos 2x
Por tanto, queda demostrada lIa igualdad,
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EJERCICIO 49

1.

* B R R R OEEEEEEEANEES

-

Ln

7.

10,

11.

12,

Demuestra las siguientes igualdades:

5 11 J2

S mtoos =T = ———
SR 2

sen 40°+sen 20° |3
T = X opl0°
sen 40°—gen 200 3

T Sm x
sen—+sen—  fan—

6 K. 9
wts—ﬂ—seni ra.r:1

18 6 18

cos(x-m)+cos(x+mM)=-2cosx

. %en 2x + sen dx — sen Gx = dsen x sen 2x sen 3x

x Sx
senx —sen 2x + sen 3x - sen dx = — dsen 3 cas? cos X

5.
cosx + cos2x + cm3x+cos4x=4ms?x cos x cas%

sen Sx —sen 3x

fanx =
cos Sx+cos 3x

1-2gen’ x L
sendx—senx 2
cos(x+y)=cos(x-y)
sen (x+y)-sen(x-y)

==fanx

1 1 I x
= —(fC—Secxsec—
senx+sen2x+sendx 4 2 2

%[cas(a +b+c)+cos(a+b—c)+cos(a-b+c)+cos(a—b-c)]=cos acos b cos ¢

O Este ejercicio no tiene soluciones al final del libro por ser demostraciones: « « « « « s s 4 s = =« « &

Ecuaciones trigonométricas

Una ecuacidn trigonométrica es una expresion que tiene como incdgnita valores angulares bajo los signos de funciones
trigonométricas,

Al resolver una ecuacion trigonoméirica se debe encontrar el o los valores que satisfacen dicha ecuacidn, esto es,
que en una ecuacidn trigonométrica no siempre existe una solucidn (nica, en ocasiones existen varias, las cuales se
€Xpresan como conjunto solucion,
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Identidades y ecuaciones trigonométricas

EJEMPLOS

.ﬁ- 1. @+ Resuelve la siguiente ecuacién para 0 < x < 2,

E_ I sen [x+%] =1
i Solucién

Se despeja la incognita x y la funcidn seno se representa como gre sen en el segundo miembro, luego el intervalo
indica que se tomarin como solucién aquellas entre 0° y 360°

sen [x+Z | =1 - x+Z | = are sen (1)
4 4
s+ 222
4 2
x=Z Z_Z_45
2 4 4
El resultado puede expresarse en grados o en radianes,
2 ®e-Resuelve la siguiente ecuacién para 8 si 0° <8 < 360°,
3tan 0 —4=1and -2
Solucién
Se agrupan los términos que tienena las incognitas y se reducen:
3rand -4=tantd -2 — 3ran@—-ranb=-2+4
2ianf =12
fanf =1
De esta expresitn se despeja el dngulo 8
tanf =1 —3 8 = are tan (1)
o="2 —45°
4

Luego, la tangente es positiva en el primero y tercer cuadrantes, por consigniente, el conjunto solucién es E ¥y ? 5

3 ®e-Resuelve la siguiente ecuaci6n para x si 0 <x < 2m,

2sen’x-1=—senx
Solucion

Se agrupan los términos en el primer miembro;
2sen’x—1=—senx — Zsen’x+senx—1=0

La expresion resultante se factoriza,
(Zsenx —1)senx+1)=0
Por tanto, 2senx—1=0y sen x + 1 = 0, de las cuales se despeja la incognita x, entonces,

2senx-1=0 senx+1=0
senx—l senx=-1
=5 =
x=amsen[%] x=arc sen(—1)
T S5t 3r
=—a— x= —
6 6 2

3 3
Luego, el conjunto solucién es %, —GE ¥ ?ﬂ.
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA
A ®s-Resuelve la siguiente ecuacion para 6, si 0° < 8 < 360°,
4cos28-3=0
Solucién
Se despeja cos 0 de 1a ecuacidn;
4c0880-3=0 — 4co0880=3 - cagzﬁ':-i-
cosﬂ:i?
Se obtienen dos ecuaciones
cos @ = % hj cos 9=—%
Se despeja el dngulo 6
0=arc cm[-‘;] =30°, 330° : 0=ar cm[—%] = 150°, 210°
Al final, el conjunto solucién es 30°, 150°, 210° y 330°,
5 @+ Resuelve la siguiente ecuacién para 8si 0° <8< 360°,
2sent0=—sen
Solucién
Se resuelve la ecuacion:
25en” 0 + sen@=0 - sen@(2sen@+ 1) =0
Se obtienen dos ecuaciones:
sen@=0 2sen+1=0
Se despeja el dngulo 6,
sen@=0 25n+1=0
8 = arc sen (0) -9=aﬂ:sen[—%]
8 =0°, 180°, 360° 8 =210°, 330°
Por tanto, el conjunto solucién es 0°, 180°, 2107, 330° y 360°,
& @0 Resuelve la siguiente ecuacion para xsi 0° < x < 360°,
2eos?x=senx-1
Solucién
2eof x=senx—1 - 21 —sen’x) =senx—1
2-2sen’x=senx-1
2-2sen*x—senx+1=0
—2set x—senx+3=0 (+-1)
2sen’ x + senx-3=0
(2sen x+ 3)senx—-1)=0
Se despeja el dngulo x de ambas ecuaciones:
senx—1=0 2:9a£*JitJr:+3=(]3
x=arc sen (1) mnx:—E(nuadste solucidn)
x=90°
Cabe mencionar que 2 sen x + 3 = 0 no tiene solucién porque —1 < sen x< 1, entonces el conjunto solucitn es 90°,
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EJERCICIO 50

3

10,

11,

12,
13,

14,

15.

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «

1.

2,

. 2cos [E—x] =1
4

4,

4
SEnX = sen [E-XJ

cosx +2senx=2

csc X =J5ec x

. 2¢cosx-tanx-1=0

. deostx=3-dcosx

. Bcostx+sen’x=3

. 2sen’x+senx=10

, cosx +9sen’x=1

csclx=2cof x

senx-tanx + l=senx + fanx

2c082x + 3senx =0

senx —cosx =10

3cos’x—sen’ x=0

casx-\-@ gnx=10

Resuelve las siguientes ecuaciones, tales que 0° < x < 360°.

223

16,

17.

18

30.

Identidades y ecuaciones trigonométricas

2senx+ csc x =3
senx -cigx —senx =0
. 2e08x+cos’x-2cosx-1=0

deosx-2=2tanx clgx —sec x

tar x-9tanx =0

+3tanx=0

ctg® x

senx-sec x+2 senx =2 = sec x
(2-VB)sen x+(2-3)=2cos’ x

(2+ V5) - (1 + 245) cosx = 2sen” x

sec x(2senx + 1) —2(2senx+ 1) =0

J3tanx
—=co
secx

sx=0

V2eos x —2senx= -3
., Sse’x+cos?x=2

i—svlifwx=ﬂ
aex

cos’ x+ cosx = sen’x







CAPTUIO 15

TRIANGULOS RECTANGUIOS

RECTANGULO

El trigngul

u origen se encuentra en la cultura egipcia,
especificamente en la geometria egipcia.

: los egipcios dominaban a la perfeccién los trign-
e, “ ST egip pe %
o Medicién de tierras gules, ya que fueron la base para la construccion
en el antiguo de sus pirmides asi como la medicién de fierras.
e Se auxiliaban de los anudadores, hacian nudos
los anudadores . E . =
igualmente espaciados para medir y se dieron
cuenta que al ubicar cuerdas de diversas longitu-
des en forma de friGngulo obtenian angulos recios y, por fanto, fridngulos
recténgulos, lo cual significa que tenian conocimiento de la relocién que
existe enfre la hipotenusa y los catetos de un frigngulo rectangulo.

Sin embargo, Pitdgoras fue el primero en demostrar el teorema que lleva
su nombre, el cual establece la relacién entre los lados de un tridngulo
rectangulo, aunque los egipcios y babilénicos lo utilizaban en sus célculos
y consfrucciones pero sin haberlo demostrado.
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EJEMPLOS

¥

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Solucién de triéngulos rectangulos

Dados tres datos de un tridngulo, si uno de ellos es un lado, enconirar el valor de los datos restantes.

Para los tridingulos rectingulos basta conocer el valor de uno de los lados y algiin otro dato, el cual puede ser un
dngulo v otro lado, debido a que el tercer dato siempre estd dado ya que, al ser tridngulo rectingulo, uno de los dngulos
siempre serd de 90°,

Cabe destacar que el teorema de Pitdgoras y las funciones trigonométricas son de suma importancia para la reso-
lucidn de trifingulos rectingulos,

1 ®¢Enel tridngulo ABC, a = 12 cm, b = 9 cm. Resuelve el tridngulo,
Solucién
B
¢ a=12an
.
A b=9cm c

Se proporcionan catetos; entonces, para encontrar la hipotenusa se utiliza el teorema de Pitdgoras:
c=al+b'

e= (12 +(9)" =144+ 81 = V225 =15

Por lo tanto ¢ = 15 cm.

Para encontrar los dngulos se utilizan funciones trigonométricas; en este caso, al tener los tres lados se puede
aplicar cualquier funcitn. Por ejemplo, en el caso del dngulo A se aplica la funcitn tangente, entonces:

Se despeja el dngulo A:
LA =arc tan (%]: 53°7 48"

Para encontrar el tercer dngulo, se tiene que £ A+ £ B + 2 C= 180°, en particular £ A + £ B=90° ya que £ C= 90°,
por tanto:

533°T 48" + L B=90°
ZB=90°-53"T 48"
Z B=36° 52" 12
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2 e®e-Enel tridngulo MNP, m = 13.4 em, 2 P = 40°, Resuelve el tridngulo.
Solucion
Para hallar el £ N, se aplica;
ZN+ZP+ZM=180°

Ya que £ M = 90°, entonces,

=134
ZN+ZP=9°donde ZN=90° -2 P n %y o
Z N=90°—40°
Z N=50° M—l = 3

Lado n
Se elige uno de los dngulos agudos, en este caso £ Py se establece la funcidn trigonométrica de acuerdo al lado que
se va a encontrar (n) y el lado conocido (m = 13.4), por lo que la funcién que se busca es el coseno de P, entonces:

=

n
P=— donde 40° = —
= cos 13.4

Al despejar n:
n = (13.4) (cos 40°) = (13.4) (0,76604) = 10,265 cm

Para hallar el lado restante (p) se utiliza el teorema de Pitdgoras:

p=Jm—n® = J(1347 -(1026) = J179.56-105.27 = 7429 =8.62 cm

3 ®e-Enel tridgngulo ABC, a = 54 cm, A = 36° 20", Resuelve el tridngulo.

Solucién
En el tridngulo ABC;

LB=90"-~A
£ B=90"-36" 20

£ B=53"40"

Para hallar el lado b, se utiliza 1a funcién tangente de £ A:

a 54
- donde fan 36° 20' = —
b o b
-
an36°20'  0.7354
Hl valor de la hipotenusa se encuentra mediante el teorema de Pitdgoras;

c=Va +b* = \(54) +(73.42)" =9L14cm

tan A =

Al despejar b: b= =T7342 cm
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EJERCICIO 51
Resuelve el siguiente tridngulo rectdngulo seglin los datos proporcicnados:

C

1. a=12, b=17
LA=32b=4
LC=46°20, a=5
a=325c=413
LA=45,a=13
LC=54°b=226
b=225¢=187

ol B S

LA=48"12", b=345

by

£ C=34°32, ¢ =569
10, a=18.23, b =19.86
11, £ZA=32°27",a=12
12, b=+17,a=2

13, ZC=48°23, b=23
4, a=T.5¢c=25

15, e=13, £ A=25°49
16. Calculaclvalordelmﬁngulmagudmsia=§.
17. Determina el valor de los 4ngulos agudos y el valor de los lados sia=x,b=x+8yc=x+7.

18, Calcula el valor de los dngulos agudos y el valor de los lados siga=x+ LLb=x+2yc=x
19. Determina el valor de los dngulos agudos si a =
20, Calcula el valor de los dngulos agudos si b = 3a,

O Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente 4
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« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Se sitia un puntoa 20 metros de un edificio. Si el 4ngulo de elevacidén al punto més alto del edificio es de 46° 23",
encuentra la altura del edificio,

Solucién
Se representa el problema con un dibujo:

F——20m —
Para hallar la altura del edificio se utiliza la funcién tangente, ya que se tienen como datos un dngulo y el cateto
adyacente a éste, y la altuma representa el cateto opuesto al dngulo dado;

h
46° 23" = —
tan 0

Al despejar h:
k=(20) (ran 46° 23") = (20) (1.04949) = 21 m

De acuerdo con el dato anterior, la altura del edificio es de 21 m.

En la construccién de una carretera se encuentra una montafia de 250 metros de altura, a través de ella se construird un
tinel. La punta de la montafia se observa bajo un dngulo de 48° 30" desde un punto Pen un extremo de la montafia,
y bajo un dngulo de 38° desde el otro extremo. ;Cuil serd la longitud del tinel?

Solucién -

250
48°30° 38°
P R g
— a —— b —4
La longitud del tinel estd determinada pora + b,
Para obtener g, se utiliza el tridngulo PRT y se aplica la funci6n tangente de £ P;

tan 48° 30" = =i
a

Al despejar a
250 250

= tan 48°30° 11302
Para obtener b, s utiliza el tridngulo ORT y se aplica la funcién tangente de £ O:

=221.19m

tan 38° = ?
s
despejar b 250 250

= ——=—=32002
b= an3s0s - 07812 i

Por tanto, la longitud del tinel es; 221,19 + 320,02 = 541,21 m.

279



15 CariTuO

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

EJERCICIO 52

Resuelve los siguientes problemas:

1. En una torre de 40 m que estd sobre un pefiasco de 65 m de alto junto a una laguna, se encuentra un observador que
mide el dngulo de depresién de 20° de un barco situado en la laguna, ;A qué distancia de la orilla del pefiasco se
encuentra el barco?

2. A una distancia de 10 m de la base de un drbol, la punta de éste se observa bajo un dngulo de 23°. Calcula la altura
del drbol.

3. Una persona cuyos ojos estdn a 1,20 metros del suelo, observa una pintura que se encuentra a un metro del suelo y
mide 1,50 metros, Dicha persona se encuentra a dos metros de distancia de la pintura,
a} {Cuil es el dngulo de visién? b) ;A qué distancia se debe parar la persona para
que el dngulo de visi6n sea de 45°7
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4. Un nifio tiene un papalote, el cual hace volar sosteniendo una cuerda a un metro del suelo. La cuerda se tensa formando
un dngulo de 45° con respecto a la horizontal. Obtén la altura del papalote con respecto al suelo si el nifio suelta 20
metros de cuerda.

5. Determina el d4ngulo de elevacion del Sol si un poste de 2.56 metros proyecta una sombra de 1.85 metros,

6. Un globo de aire caliente sube con un dngulo de elevacitn con respecto a un punto A de 46° 10°. Calcula la altura a
Ia que se encuentra el globo, con respecto a un punto P del suelo, si la distancia de ¢ste al punto A es de 50 metros,
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& 7. Desde lo alto de una torre cuya altura es de 25 m, se observa un automédvil alejéindose de la tomre, con un dngulo de
depresion de 32°; si un instante después el dngulo es de 26°, ; qué distancia se ha desplazado el automdvil?

8. Unmaleante es perseguido por un patrullero, quien es apoyado desde el aire por un helicGptero, como se muestra en
1a figura, Si el dngulo de depresion desde el helicdptero hasta donde se encuentra el delincuente es de 25° y el dngulo
de depresion hasta donde se encuentra el patrullero es de 65°, y su distancia a éste es de 25 metros,

calcula:
La distancia entre el helicdptero y el delincuente,
La distancia entre el patrullero y el delincuente,
La altura del helicéptero,

9. Uningeniero civil desea conocer el dngulo de elevacidn del topégrafo, asi como la distancia a la que se encuentra

del asta bandera, si se sabe que el asta bandera mide la cuarta parte de la altura del edificio que es de 16 metros, y la
distancia entre ambas es de 9 metros.

16 m

BEE
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10. Una arafia que se encuentra en la base de una caja desea alcanzar una mosca ubicada en la esquina opuesta de la
caja, como se muestra en la figura, Las esquinas estin conectadas por un cable tenso, determina cudl es el dngulo de
elevacion del cable y la distancia que recorreria la arafia hasta llegar a la mosca por el cable.

12. Debidoa un accidente en unos laboratorios quimicos, se tuvieron que desalojar las casas que estuvieran en un radio
de 500 m de los laboratorios. Una familia vivia a 250 m al este y 195 m al sur de los laboratorios. Determina si la
familia desaloj6 su casa.

07, 290 [
A| | I

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludenes correspondienta 4
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CAPITULO 16

TRIANGULOS OBICUANGUIOS

Johann Miiller Von
(regiomontanis)
1436 - 1476

sdnomo y matemdtico aleman que realizé
fratados sobre la frigonometria y la asfro-
nomig, inventor de diversas herramientas
para o observacion y la medida del tiempo.

Su obra se compone de cinco libros llamados: De
riongulis omnimodis, jpublicada en Nuremberg
70 aiios después de haber sido escrital Es intere-
sante desde el punto de visia matemdtico, ya que
en el primer libro se esfablecen las definiciones
basicas de radio, arcos, igualdad, circulos, cuer-

das y lo funcién seno. En el segundo, la ley de senos para lo resolucion
de problemas con frigngulos, y del tercero al quinio libros se expone la

frigonometria esférica.
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Solucién de tridngulos oblicuangulos

Un tridngulo es oblicudngulo cuando sus tres dngulos son oblicuos, es decir, no tiene un dngulo recto, Este tipo de
triingulos se resuelven mediante la ley de senos, de cosenos o de tangentes,

ley de senos

La razdn que existe entre un lado de un triéingulo oblicufingulo y el seno del 4ngulo opuesto a dicho lado es proporcional
ala misma razén entre los lados y dngulos restantes,

i
Ley de senos;
a b ¢
b a senA senB senC
A ¢ B
La ley de senos se utiliza cuando;

© Los datos conocidos son 2 lados y el 4ngulo opuesto a uno de ellos.
= Los datos conocidos son 2 dngulos y cualguier lado.

EJEMPLOS
.g.. 1 @+ Enel tridngulo ABC, b = 15 cm, £ B=42° y /£ C = 76°, Calcula la medida de los lados y dngulos restantes.
E_ Solucién
b A Para obtener A, se aplica 2 A + £ B + Z C = 180°, despejando,
LA=180° -2 C- £ B=180° —42° - 76° = 62°
b 15 . Se conoce el valor del lado b y el dngulo B, opuesto a dicho lado,
B también se proporciona el d4ngulo C, por tanto, se puede determinar
la medida del lado ¢,
76° 42° c __b
e a B senC  sen B

Al sustitnir £ € =76°, £ B =42° y b = 15 cm, se determina que,

c 15
sen76°  sen 42°
Dt la expresitn anterior se despeja c,
o U5Nsen 767) _(15)(0.9703) o

sen 42° 0,6691

Por iltimo, se determina el valor del lado @ con la siguiente relacidn:

a b a 15

sen A - sen B G sen 62°  sen 42°

Al despejar a:

(15)(sen 62°) _ (15)(0.8829) _ (oo
sen 42° 0.6691
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2 ®e-Enel tridngulo MNP, £ P="76", p= 12 cm y m = 8 cm. Resuelve el trifingulo,

Solucion

M p=12cm N

Con los datos del problema, se calcula el valor de £ M con la siguiente relacién;

m p

senM sen P

Al despejar sen M y sustituir los valores, se obtiene:

_msenP _(8)(sen76°) _(8)(0.97029)

sen M ’ T = 5 =0,6469
Entonces:
£ M = arc sen (0,6469)
LM=40° 1%
Por otro lado,

IN=180" -2 P- /A M=180°-76°—40° 18" = 63° 42"

Se aplica la ley de senos para encontrar el valor del lado »:

n___p
senN sen P
Al despejar n,
psenN (12)(sen 63°427) (12)(0.8965)
n= = = =11.09 cim
sen P sen T6° 0.9703
Por consiguiente,

LM=40° 18, LN=63" 42" yn=11.09 cm
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3 ®+-En el iridngulo ABC, £ A=46°, Z B=59° y a = 12 cm. Determina los elementos restantes del trifngulo.

Solucion

c

En el trifingulo:
LC=180"-LA-ZB=180"-46"-59"=T75"

Para hallar el valor del lado ¢ se utiliza la relacidn;

¢ @ donde o= 2smC_(12een75) (12(09659) .,
senC  senA sen A sen 46° 0.7193
Asimismo, para obtener el valor del lado b se utiliza la relacion:
b i Sk = asenB=(12](wn 59°) =(12]{U.81571] —143.cm

sen B ¥ sen A sen A sen 46° 0.7193
Finalmente, los elementos restantes son:

£ZC=75¢c=1611cmyb=143cm

ley de cosenos

El cuadrado de un lado de un triingulo oblicudngulo es igual a 1a suma de los cuadrados de los lados restantes,
menos el doble producto de dichos lados por el coseno del dngulo opuesto al lado buscado.

c Ley de cosenos:
a’=b+c'= 2 cos A

b a b’=a*+ c*-2ac cos B
cr=a’+b2-2abcos C
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Al despejar
La ley de cosenos se utiliza cuando;

2 Se tiene el valor de 2 lados y el dngulo comprendido entre ellos.
2 Se tiene el valor de los 3 lados.

EJEMPLOS
1. @+ Enel tridngulo ABC, a = 15 com, ¢ = 18 cm, £ B=T0°, Resuelve el trifngulo,

i Solucién
i

A c=1%cm B

Para calcular el valor del lado b se utiliza la férmula:

P=a"+c*—2accos B
Donde,

b=J(15)* + (18)* - 2(15)(18) cos 70° = 225 + 324 — 2(15)(18)(0.34202) = /364.3
b=19.09 cm

Conocidos los 3 lados del tridngulo se calcula el valor de £ A:

b+ =a _(19.09)'+(18)° -(15)° _ 364.43+324-225

A = =
o 2be 2(19.09)(18) 687.24

=0.6743

Donde: £ A = arc cos 0.6743 = 47° 36’
Por tiltimo, se determina la medida de £ C:
LC=180P-LA-ZB=1B0°-47°36"-T70° = 62° 24’

Por tanto, los elementos restantes del tridngulo ABC somn:

b=19.09cm, ZA=41°36"y £ C=62°24
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2 ®e-Enel tridngulo ABC, a = 50, b = 45, ¢ = 32, Resuelve el tridngulo,
Solucién
Para obtener £ A;
- R T 2 2_ 2 .
cogdm P +c’=a ={45] +(32)° =(50) _ 202541024 25m=0,1906
2be 2(45)(32) 2880
Donde,
2 A=are cos 0,1906 = 79°
Para obtener £ B;
bl 2 2 1 k| 2
cos B= 9F€ -b =(5'0) +(32) -(45) =25m+1024_2025=&4634
2ac 2(50)(32) 3200
Donde,
£ B =arc cos 04684 =62° 47
Para calcular £ C;
ZC=180°—ZA—/B=180°-79° —62° 4" = 38° 56’
Por consiguiente, los dngulos del trifingulo ABC son:
ZA=T9,LB=624y /L C=3856

ley de tangentes

En todo tridngulo oblicufingulo la razdn entre la diferencia de 2 lados y la suma de los mismos, s igual a la razdn
entre Ia tangente de la semidiferencia de los dngulos opuestos a cada uno de los lados, y la tangente de la semisuma
de dichos dngulos.

Férmulas:

:an[A-—_C :an(—s_c :an(A—-_B
a-c 2 b-c _ 2 a=-b _ 2
+ +

-
— y —— = y -
a+c m[ﬂ+c] be o Bzc] a+h m(Aza]

-3
]
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Triéngulos oblicuangulos

En el tridngulo ABC, ¢ = 10, A = 68°, C = 36°, Resuelve el tridngulo.
Solucién

Se determina el £ B;
LB=180°-ZA- 2 C= 180" - 68" -36° = 76°
Se aplica la ley de tangentes para encontrar el valor del lado :

:an(A_C]
ﬂ_f_ 2

3 A+C
a+c :an( : )

Al sustituir los valores de ¢ = 10, £ A = 68° y £ C = 36°, se obtiene:

m(ﬁm—w
a-10 _ 2 _ tan 16° _ 0.2867

= = s =0,2240
a+10 [68°+36°] tan 52° 12799 g
tan =5
Entonces, de la expresion resultante:
a=19 _ 5.2240
a+10
Se despeja a:
a—10=0.2240g + 2.240 — a—-02240a=2.240+ 10
0.776a= 12,240
12,240
a=
0.776
a=157T em
Se aplica la ley de tangentes para encontrar el valor del lado &;
b—c__\ 2 )
b+c !m( B+C
2
Al sustituir los valores de ¢ = 10, £ B =76y ./ C = 36°, se determina que:
m[w—sﬁ“)
.‘Jl—lli]= 2 =lan20“=(].3639=02454
b+10 [76°+ 36") tan 56°  1,4826
tan| ———
2
De la expresidn resultante,
b-10 - 02454
b+10
Se despeja b:
b—10=0.2454b + 2,454 — b —02454b = 10 + 2,454
0.7546b = 12,454
b=165cm

Por tanto, los elementos restantes del tridngulo son:
LB=T6%a=15Tlemyb=165em
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EJERCICIO 53
Resuelve el siguiente tridngulo oblicuéngulo de acuerdo con los datos proporcionados.
C
b a
A c B

LB=5T2N, £C=4339" b=18
LAz, F C=3T N, ¢c=324
LA=8545, L B=26"31",c =436
LC=4P, LA=5421", a=T2
LRB=2P L C=0"b=123
ALA=3 /B=49% qg=12

a=5 ZA=32b=8

¢=13 =10, £ C=35"15"
£ZB=5635,b6=127 a=98
a=9%¢=115 2C=67P2I

. a=15b=16,¢c=26
a=324,b=489 ¢ =667

a=100, b =887, ¢=1255
a=15b=12,¢=20
a=12,b=15 2 C=68"
a=128,¢=32 ZB=76"

. b=45¢=75 ~£A=35

. a=126,b=187, £ C =56°

o ok G ke o R s

e e e e =
®x S5 B EEBEB

Demuestra que para el tridngulo se cumple:

a_ _ b __¢
senA senB senC

S F=b+c"-Uccos A
© b'=g'+-2gccos B
© =a"+¥-2abcos C

Q Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente «
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« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Para calcular la distancia entre 2 puntos a las orillas de un lago, se establece un punto P a 100 metros del punto M,
al medir los 4dngulos resulta que £ M = 1107 y ~ P = 40P, ; Cuil es la distancia entre los puntos M y Q7

Solucién

Se realiza una figura que represente el problema;

De acuerdo con los datos se determina el valor de £ O:
£ Q= 180° - 110° — 40° = 30°

Sea MQ = d, entonces, al aplicar la ley de senos se obtiene:

d _ 100
sen 40°  sen 30°

De la cual se despeja d:

4= (100)sen 40%) _ (100)(0.6427)
T sen30° 0.5

= 128.54

En consecuencia, la distancia entre los puntos es de 128.54 metros.

Un observador se encuentra en un punto P que dista de 2 edificios, 250 m y 380 m, respectivamente, Si el dngulo
formado por los 2 edificios y el observador es 38° 207, precisa la distancia entre ambos edificios,

Solucién

250 m \38° 20" 380m

P

Seca dla distancia entre ambos edificios; entonces, por la ley de cosenos:

d= J(zsu]’ +(380)" —2(250)(380) cos 38°20" = /62500 + 144 400 — 149 038,98 = 240,55

Finalmente, la distancia entre los edificios es de 240,55 m.
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3 Se inscribe un octdgono regular de lado 1 em en una circunferencia; determina el drea del circulo.

Solucién
Si se inscribe un poligono regular en una circunferencia, la distancia del centro al vértice es el radio, si se trazan 2
radios a 2 vértices se forma un tridngulo issceles y la medida del 4ngulo central es = 45°, como lo muestra
In figura;
Sea xla medida de cada dngulo de la base en un triingulo isdsceles, entonces:
2x + 45% = 1807 — 2r =135 — x= 13;5 =675

Por Ia ley de senos se tiene la igualdad;

1 r

send5° ~ sen 61.5°

Al despejar r de la expresidn anterior:

sen 67.5

2 el 13 cm

Luego, ¢l drea del circulo estd dada por la expresion;
A=nr
Se sustituye r = 1.3 ¢m y se obtiene:

A=n(13cm)* = L69x cm®

EJERCICIO 54

Resuelve los siguientes problemas:

1. Para establecer la distancia desde un punto A en la orilla de un rio a un punto B de éste, un agrimensor selecciona
un punto P a 500 metros del punto A, las medidas de £ BAPy £ BPAson 38° y 47° 32°. Obtén la distancia entre

AyB,
__x Hﬂ"
500 m P
A NIF° 47°32
—_— »
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2, El horario y el minutero de un reloj miden respectivamente 0.7
y 1.2 cm. Determina la distancia entre los extremos de dichas
manecillas a las 13:30 horas.

3. Un barco sale de un puerto a las 10:00 a,m, a 10 km/k con di-
reccidn sur 30°20°0, Una segunda embarcacitn sale del mismo
puerto a las 11;30 ka 12 jan/h con direccién norte 45°0, [ Qué
distancia separa a ambos barcos a las 12:30 horas?

4. La distancia entre 2 puntos A y B es de 20 km. Los éngulos de
elevacién de un globo con respectoa dichos puntos son de 58° 20°
y 67° 32", ;A qué altura del suelo se encuentra?

AL e e et B

5, Una persona se encuentra a 3,7 m de un risco, sobre el cual se
localiza una antena, La persona observa el pie de la antena con
un fingulo de elevacién de 30° y la parte superior de €sta con un
dngulo de 70°, Determina la altura de la antena,
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- 6. ;Cudl es la longitud de los lados de un pentigono regular ins-
crito en una circunferencia de 4 centimetros de radio?

7. Dos aviones parten de una cindad y sus direcciones forman un
dngulo de 74° 23°, Después de una hora, uno de ellos se encuentra ﬁ%
a 225 fm de la ciudad, mientras que el otro estd a 300 km. ;Cudl %ﬁé_”_,_--*' g
&s la distancia enire ambos aviones? N
. 300 km
225 LR IR

’
N~
T
A

8. En un plano inclinado se encuentra un poste vertical de 20 metros -
de altura, Si el fingulo del plano con respectoa la horizontal es de
20°, calcula la longitud de un cable que llegaria de un punto a
300 metros cuesta abajo a la parte superior del poste.

9. Un barco parte de un puerto y navega hacia el norte con una veloci-
dad de 70 fan por hora. Al mismo tiempo, pero en direccién noreste,
otro buque viaja a razén de 80 km por hora. A qué distancia se
encontraréin uno del otro después de media hora?
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10. La distancia que hay de un punto hacia los extremos de un lago
son 145 y 215 metros, mientras que el dngulo entre las 2 visuales
es de 56° 10", Calcula la distancia entre los extremos del lago.

56° 10"~145m

11, En un paralelogramo que tiene un lado que mide 20.8 em, su dia-
gonal mide 46.3 cm. Determina la longitud del otro lado si se sabe
que el dngulo entre la diagonal y el primer lado es de 28° 30°,

— B
12, Si A ABC tridngulo cualquiera y DE es el diimetro de la circun-
ferencia, demuestra que:
DF - AB _ BC _ CA ; 5
senC  senA sen B 0

13, Observa la siguiente figura;

a) Demuestra que dado un lado y 2 dngulos adyacentes, el drea del triingulo sera:

_ rsenQsenP g'senPsenR _ p’senRsenQ

2sen (Q+P) 2sen (P+R) 2 sen (R+0Q)

b) Demuestra que el drea del tridingulo estd dada por cualquiera de las siguientes formulas;

1
= r” sen P sen Q esc R

e 28 o)) (29

g Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

oA
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CAPTUIO 17

FORMA TRIGONOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEIOS

EIST(')RICA

braham de Moivre es conocido porla

Vg formula de Moivie y por sutrabajo en la distri-

. bucién normal y probabilidad. Fue amigo

— de Isaac Newton y Edmund Halley. En 1697 fue
e . elegido miembro de Royal Sociely de Londres.

Abraham de Moivre Lo férmula de Moivre afirma que:
(1667-1754)
VxeRaY ne Z|cos @ + i sen 8)"= (cos n @+ i sen n 6

Esta férmula es importante porque conecta los ni-
meros imaginarios con la frigonometria.




17 Carituio

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Forma trigonométrica o polar‘

Sea el nimero complejo z = a+ bi, r =|z| = Va’ +b° su valor absoluto y @ = arc ran (E]cl argumento o médulo de
z, entonces su forma trigonométrica o polar se define como: 2

z=r{cos@+isen@)=rcis@=r|8 concos@+isenl=cis @

Demostracion
En el tridngulo
€ & g g b Imaginario &
HOER = aemis F i
Al despejar a y b respectivamente R
G b
a=rcos8 b=rsend
Si sustituyes en z = a + bi, obtienes: ; y >
4 Real
z=rcos@+irsenf=ricos @ +isent)=rcis=r8
EJEMPLOS
.g. ] @+ Transforma el complejo z=4 + 3i a su forma trigonométrica con 0° < 8 < 360°,
g_ ' Solucién
: Se obtiene & y r, entonces; Imaginarid &
z=4+3j
3 = 5 cis 36° 52’
\9=arc;an[£—’]=arcran [—]:36“ 52° % s
a 4 .
]
r=”|(4:|2+(3:lz =16+9 =25 =5 i
3
1
Por tanto, la forma trigonométrica es: :
z=5(cos 36° 52 + i sen 36° 527) }6 52: . | -
=15 cis 36° 52" = 5[36°52' 0 4 Real
2 ®o-Transforma el complejo z = -1 + i a su forma trigonomeétrica con 0° < 8 <360°,
Solucién
Se obtiene @ y r, entonces: - Imaginario
0= arc tan (%]:135" z=¥2 135
r= (-1 +(1) =V1+1 =42 L 4
: < lo >
Por tanto, la forma trigonométrica es: Rl
z=2 (cos 135° + i sen 135°)
z=+2 cis 135°= /2|135°
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Cariuio 17

Forma trigonométrica de los nomeras complejos

Operaciones fundamentales
© Multiplicacién
Sean los complejos z, = r (cos 6, + isen @) y 2, = r,(cos 0, + i sen 8,), entonces;

2 =11y [cos (0, +0,) + isen (0, +0,)] =r, r, cis (@,+0,)

EJEMPLOS
.i 1 essi z,=2(cos 60° + isen 60°) y z, = V2 (cos 45° + isen 45°), determina I 2y
i -! Solucién

H Se aplica la definici6n del producto de dos niimeros complejos

2, 2,= (2)(V2) [cos (60° + 45°) + i sen (60° + 45°)] = 242 [cos 105° + i sen 105°]

2 ®e:-Determina z;-z,si z, =4cisg yz,=3cis %,

12
Solucion
Aplicando la definicién del producto
2y 2y =1y 1ycis (8,4 0,) = (4)(3) cis (”+1 =12¢isZ = 12|12
12 4 4
© Divisidin

Sean los complejos z, = r (cos 8, + isen @) y z, = ry(cos @, + i sen 8,), entonces;

_ 5 (cos 8, +isen 8) _

-zL —_.
z a(meﬂme] [""’33 8,)+isen(6, - 92] c:s&, 8,)= i -

EJEMPLOS
.i 1 @+ sean z,= Blcos 50° + i sen 50°) y z, = Hcos 15° + i sen 15°), determina i
E | Solucién
B Se aplica la definici6n del cociente de dos niimeros complejos
4o —[ —15%) +i sen(50°—15%) ]

;2- = 2[cos 35° + i sen 35°]

T
2 .hEncucntra%,siq:li[ i+;sen—]yz2 (margﬂmg}

15
Solucién
Aplicando la definicidn del cociente:

Simplificando, se obtiene:




17 Carituio

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

! . K , 2x . K 1 .5« i B
®e:Siz=12 cis—, z =8 cis—,z,=2 cis— = — cis——, determina ;
3 z= 42 ik 3k TR bt

Solucién
Se realizan las operaciones del numerador y del denominador por separado;

. ., K X K a X
z-2,= (ﬁas“]("‘cwu]_ 2.2 CN[E+E]‘!$£"[I+EI|
= Qﬁ[m[g]ﬂ sen(%]:l
— (VBeis 25 ) Leis 3 ) = Y8 o254 3 e (25057
L 5= [ Bm’T)(Eas?)— ) cas( 3 + = }J sen[ - + - ]]

fef el

Pero - l—ﬂ es igual al dngulo positivo ig—, entonces:

i S Z[cos[s—x}isen[ﬂ]]
2y 6 6

£l

-

@ Potencia {formula de Moivre)
Dado el complejo z = r(cos @ + i sen ), entonces,

2" = /" (cos nb + i sen nd)

EJ‘EMFLOS

_g. 1 ®+-Sean z=2(cos 15° + i sen 15°), encuentra 22,
E |I a'.hll.ll:ién

oy

Aplicando la definicién de la potencia para hallar
2 =2Xcos 2(15°) + i sen 2(15°) ) = 4(cos 30° + i sen 30°)

Es importante mencionar que algunos de los resultados estén expresados en términos de un édngulo notable y se pueden
sustituir por sus valores respectivos,

2

32=4(c0330°+isen30°}=4[%+1i]=2~.@ +2i
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Cariuio17

Forma trigonométrica de los nomeras complejos

1
2 ®e-Seaz= 5 (cos 36° + i sen 367), encucntra %
Solucién
Se aplica la definicitn de potencia de un nimero complejo

Z= (%)1:035(36“]”3&#5{36‘]]= 3—12(«:3 180° + i sen 180°) = %{—Hi(ﬂ] =——

1
Purtanm,?——i

1 . v
3 @e:Siz= T[msfwﬂ sen-{r-] ¥ = —z(msgﬂsena—ﬁ} determina i
3 4 2

12 12 ) 4
Solucién
Se obtiene la potencia de z:
2= e i el || = U eoe2® 1 oen 2% |- Y poe® 4) gen®
Y3l 12 12 " 12 12) 36 6

Se procede a realizar la division, entonces:

z %[msgﬁsmg] 3 o V3
it e otes) Sy

1[m£+imi] 3 6 12 6 12 A R 12

B 12

© Raiz
Sea el complejo z = r(cos 0 + i sen 8), entonces su raiz enésima se define como:

Wz = :J;;[m8+2;!k +isen 8+2ﬂk]
n n

Donde & toma los valores 0, 1, 2, 3,...,n—1

EJEMPLOS

_i 1. @+ Determina la rafz cibica de z = 8 cis 24C°,

E ' Solucién

' Las raices se obtienen aplicando la definicién y k adopta los valores de 0, 1 y 2, entonces:
Para k=0

Z;= ﬁ[msm +3»360 ©) +i an:m +::5(] {(]]] = 2cos B0° + i sen BO%)

Para k=1

= ﬁ[msmu:ﬁun(l) +i sen 240”2600(1)] = 2(cos 200° + i sen 200°)
Para k=2

5= ﬁ[ms 24ﬂ°+';ﬁu°(2] +i sen 240”'3:0“(2] ] = 2(cos 3207 + i sen 3207)
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17 Carituio

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

2 ®+-Dado el nimero z= 1, determina 1z .
Solucion
El mimero complejo z = 1 en su forma trigonométrica es z =1 (cos OF + i sen (F), luego k adopta los valores de 0, 1, 2
¥ 3, entonces las raices son;
(  0°+360°(0 0°+360°(0) )
L= "Jl[casT“H sen—”

A

=1{cos 0P +isen0°) =1

0°4360°(1 0°+360°(1) )
= ﬁ[cos%—lﬁ sen%-l =1(cos W° +isen90")=i
A

(P +360°(2 0°+360°(2) )
Z,= iﬁ[cosf()ﬁ senf(] =1 (cos 180° + i sen 180°) = -1
4

0°+360°(3 0°+360°(3
Z,= ?.ﬁ[ms%()ﬂ sen%” =1(cos270° + i 5en 270°) = —i

En consecuencia, los valores de la raiz cuarta de z= 1 son los complejos z,= 1,2, =i, z,=-1 y z,=—i.

EJERCICIO 55
Transforma a su forma trigonométrica los siguientes ndmeros complejos:
1. z=4-i 5. z=-3i
= 1 2
2 =3 6, 2= —+—1|
z=3+i z= g3
3, z=-2+4+2i 1. z= L—ll‘
- V2 V2
V3l
4, z=5 8. z= ——+ =i
Z Z 3 21

Sean los complejos 2, = /2 cis 45°, z, = J13 cis%,zg- 2cist0fyzy = J2 cisaT#, determina:

9. z,-2, 12, 2, 3, 24 15, % 18, i
10, z,-z, 13, 72, 2, 16, -;’i 19, :_’:
il
i, 4 & 17, &% », Luh
z z 2
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Cariuio 17

Forma trigonométrica de los nomeras complejos

Resuehve lo que se te pide.

21. Siz=3 cis 120°, determina z

22, Encuentra 2* si z=3{cos 25° + i sen 25)
23. Determina z*si z = 5 eis 15°

24, Encuentra \/z siz= lﬁ[casgﬁsen%]

25, Siz =64 cis 120°, determina &z
26. Encuenira iz siz=-1

27. Siz=4 C‘l'.?% yz; = %cisz?ﬂ. determina (z - z))*
28. Siz=2(cos 30°+i sen 30°) y z,= Hcos 60° +i sen 60°), determina 3(z-z,

29. Encuentra el resultado de: [ 2(cos 32° + i sen 32°) T - 7(eos 36° +i sen 36°)

30. Determina el resultado de: [B[ms % +i sen %F

a Verifica tus resultados en la seccién de solucdiones correspondiente «
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GEOMETELA ¥ TRGONCWMETRIA

Exrcicio 1
1. 40.1708" 5. 9.1525° 9. 18715’ 18"
2. 61.7058° 6, 98.3791° 10, 29°24" 39"
3. 1,03416" 7. 40°19" 127 11, 19°59" 24"
4, T3.6TIT" 8. 61°14" 24" 12, 44°00° 36™
Exrcicio 2
7 11
1. Eﬂ.‘ mad = 3,665 mds 8. Ea‘ rad = 5.759 rads
5 2
2, 5#md=5.23ﬁ rads 9. 5# rad = 2,094 mds
5 3
o E# md =3927 mds 10, Eﬂ' rad = 2356 rads
4 3 254 11 3 T 0,78
: Ea' md =7.854 mds - 18000 rad =0.789 md
2 1283
a3 = =1.256 12, — =3
sﬂ.' rad = 1,256 rads mm}a‘ rad = 2,239 mds
5 2711
6, = =1.745 13, — =2.628
gw:lw:l 745 rads 3241}# rad rads
1 33601
A =0523 14, =7.330
T ﬁn'rad 3523 rad 1 & rad=7330 rads
Exercicio 3
1. 120° 5. 126(F 9, 9" 13, 360°
2, 330 6. 20F 10, 270¢F 14, 28°3%' 52"
3, 1357 T, 468° 11, 9°38" 34"
4, 407 8 15 12, 64710737
Exrcicio 4
1. 55 46" 50 6, 7544 12" 11, 4°33' 11"
2, 40713 15 7. 246°34° 15 12, 15°41' 18"
3, 49°19' 33" &, 8757 11'40™ 13, 3721'" 41"
4, 59710 45™ 09, 383°51'21" 14, 13"15" 18"
5. 108"7" 48™ 10, 27°3" 18"

Exracio 5
1. Suplementarios
2, Complementarios

6. Complementarios
7. Suplementarios

3, Conjugados 8, Complementarios
4, Conjugados 9. Conjugados

5. Conjugados 10, Suplementarios
11, 1o° 13, 80° 15, 18° 17, 367
12, 57° 14, 30° 16, 20° 18, 120°

19. a) ZCOB =30°, #BOA = 60°
b) ZAOE = 45°, Z/BOC =30°, £COD = 15°
¢) ZAOB = 50°, ZDOE = 130°
d) ZAOB = 65°, ZBOC =45°, £COD = 70°
) ZAOB =30°, £BOC =90°, ZCOD = 60°
) ZADB = ZC0D =45° ZBOC = 55°, ZDOE =35°
g) £LAOB (convexo) = 134°, ZAOR (c6ncavo) = 226°
1) ZAOR (convexo) = 50°, ZAOB (c6ncavo) = 310°

Exraicio 6

1, 13fF° 5, 22730 9, 48w md
2, 115 6. 115° 10, 3:40 h
3, 8=125° a=30F 7. 292°30°

4, O63°18°8,526°42'0 8 12:;30h

CARTULO 3

Ercicio 7

1., x=60° La=60° 2b=120"

2, x=465°, La=Lb=Le=405° Lo= Ad= £f=133.5°
3, x=40°, fa=Lb=Le=80"°, Le=Ld=Af=100"
4, Fa= Ac=137", Zb=43"

L LasLe=Ld=Lp=4T Lbh=Le= £f=133

. x=25°

7. x=26"° La=128", Zb=52"

8 Al0=A4=T=T0°21=213= 216 =110°
9, x=115°y=65"

10, x=40° y=110°

11, x=80° y=60°

12, R=120°

13, ZLa=Zde=Le= Af=120° Lb= Ld=54°

14, £n=Lz=50°, £m =Ly = Ly = Lr=130°

15, Ax=Lg=p=rsk=35", Ly=Sr=rg=145"
16, Lg=L2=Ly=060°, Lr=Lw=Lp=120"

17. a) b).d)y )

CAFTULO 4

Exraicio 8

1. 105° 110° 5. 118°,38°y 24°; 68°, T(P y 42°

2, 10° 80° 6, 0=54°y f=72°

3. 80°, 80°,20° 7. £A=35" /B =95, /C=50°

4, 55°,41° %, ARC=69°, BCA =73°, BAC =38°,

ACD = 107", CDA =35, CAD = 38"
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EERCICIO 9

1. Teorema D (LAL)x=85"y=12
2, Teorema NI(AlA)x=13 y=19.8
3. TeoremaI(LLL)x=32°y=62°

Exrcicio 10
1 a 8. No se incluye la solucién por ser demostraciones.

Exrccio 11

l. a=36°b6=8 4, x=25,y=14
2, x=15,y=45 5 a=12°b=25"
3, x=15%y=20°

10, x=30

ExErcicio 12
1. x=3 4. x=T,x=0 T, x=x6y 10.x=3
2, x=72 5. x=% 442 8.x=%+5
3, x=+9 6, x=2 0. x=+4
ExErcicio 13
1, a=3,¢c'=5
2, g=30,b"=186
3, Lados 12 y22; x=11,y=36
4, LadosB8y4;x=7,y=5
5, LadosBy6;u=3,r=10
6. Lados 10y 9;x=5,y=3
EErcicio 14
1, x=10 4, x=l§_2 7. x=4
9 25 27

2, x== 5, x= — 8 x= —

*=2 =3 =2
3. x=6 6, x=16 9. x=10
Exrccio 15
1, 68m 3, 160m 5.a)28m
2, 4816 m 4, 15m B 120m
Exrcicio 16
1. c=25 8. b= 52 15. Acutingulo
2, c= Jal 9. c=3/5m 16, Rectingulo
3. =45 10, b=5m 17. Recténgulo
4, c=TV2 1L c= 421 cm 18, Obtusingulo
5. b=16 12, a= 547 dm 19, Rectingulo
6. a=2J7 13, Obtusingulo  20. Acuténgulo
7. c=8 14, Rectingulo 21, Rectdngulo
2. @215, b)5\13, 0)2410, d) 6,21 z}%,

ﬁmuﬁ ) 169
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Solucién a los ejerciclos

Exrcicio 17
| o J—
1. 100473 m 6. V9lm
2 Z\Em 7. 5cm
3, 40cm 8, &3cm
4. 53 cm 9. 92 km
5. 42m 10. 52 em
P .
3 3
[ 2 2 [l 2 2 [
[4m” —n [4n" —m m o +n
12, 2 L2 2]
" 15 T I A
CARTUIO B
Exrcicio 18

1, ZA=/2C=140° ZB=40"
2, ADCA=40°, ZCAD=60°, ZDAB = ZDCB = 100°, 2D = /B = 80°
3, ZADC= /B=110° ZA = AC=T0"
4, x=30°z=120° y=60"
5. x=127° y=53"

6, x=120° y=55°z=125"

7. x=60°%y=120° z=60°"

8, x=15%y=T0°z=110"

Exercicio 19
1 a 6, No se incluye la solucién por ser demostraciones,
Exracio 20

1. x=4cm
2, 4y8u
3, 4lu

7. MN =20u
8 AB=a,H=b
9, AE=5

4, ZNPO=24"
5. x=20° y=68"
6. AB =11¢m

CAPITUIO &

Exrcicio 21

. d=8
Icosdgono
da=17
Dodecdgono
Nondgono

a) 170, b)54, ¢)27, d) 9, £) 90, 14, g) 104, h) 135, §) 44
Heptigono

. Hexadecdgono
9. Heptadecdgono
10, Nomadecdgono
11. Heptigono

12, Undecigono
13, Pentigono

14, Tridecigono
15, Dodecigono
16. Octiagono

17. Icosdgono

Fopie o o

-

00 -1 O LA
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GEOMETELA ¥ TRGONCWMETRIA

Exrcicio 22 2,
1. a)120°,5)135°, £)150°, d) 162°, ) 160°, ) 171" 2542
. ) 540°,b) 14407, )2 340°, J) | 080°, ¢) 1 980°, ) 6 300°
3. Nondgono (nueve lados)
4, Heptigono (siete lados)
. Hexadecigono (16 lados)
. Undecdgono (11 lados)

7. Hexdgono (seis lados)

8, Hexadecigono (16 lados)

9. Nondgono (nueve lados) 3.
10. Dodecdgono (12 lados)
11, Octdgono (ocho lados)
12, Tridngulo
13, Hexdgono (seis lados)
14, Pentadecigono (15 lados)
15, Nondgono (nueve lados)
16. Pentigono (cinco lados)

17. 54% 129.6° 129.6°, 108°y 118,8°

18, 110° 100°, 115°,135°y 80°
19. 30°,60°, 90", 120°, 150°, 210° y 240"
20, FA=T0% £B=65°/C=10", 2D =110y £E = 105"

]

21, ZA=54" ZB=64" ZC=116" £D=064",
LE=17"y ZF=45"

Exercicio 23
1+
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Solucién a los ejercicios
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GEOMETELA ¥ TRGONCWMETRIA
Esercicio 24

1.

Directriz

262



Solucién a los ejerciclos

Zmaang
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Solucién a los ejercicios
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Esercicio 26
1.

2
'Q
A B
o
3 A
Bl P
B
4 A

266
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Sclucion a les ejercicios
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pmado 2

EJercicio 28

1. £ABC=30°, ZAOC = 60°, ZBOC = 104°, AD = 116°

2, Za=T75", b =50° Lc=55", £ d=55" Le=50" Lf=T75"
3. FARC=275° =273

4, ZABC=85" ZDEA=95"

5. ZA=105", /B=95" AC=T75° ZD=85"

6. a) ZA=30° b) LA =40"

7. Za=60°,£b=15" Lc=25°,2d=30" Le=50"

B, a) ZA=15"b) ZA=40",¢) ZA=30°, d) @ =35°

e)c =120° f)c —a = 140°, gya =T70° h)a = 40°
9, Au=120° Ax=60% Ay=30°, Aw=60° Sz=90"
10, La=90°, 25 =90 Lc=90°, Ad=90", Le=25", £f=125",
Lg=65", £h =65", Li=40°

Exrcicio 29

1. @)10.8,5)7.8,c)94 2, a) 10,09, 5)16.2,¢)17.29
Exrcicio 30

1, Exteriores 8, 2u

2. Tangentes exteriores 9. 243 u

3. Interiores 10, 5 em

4, Secantes 1, €,C =%R, Foan =éR
5, Tangentes interiores 12, r

5
6. Tangentes exteriores 13, %R
7. 3r

CAPITUIO ©

Exercicio 31

L

P=84mA=425m>
P=249m A=294m
P=386mA=825m
P=525m A=118,12 m>
P=400m, A =110 n?
P=654m A=37375m?

P=36cm A=81cm?
P=10m A=6m
A=150 m?

A== 3 +2m?

A=63dm’
A=175dm?
A =900x cm?

A=81xcm?

15,
16,
17.
18,
19,
20,

21;

22,

24,

A=400 ¢m?

$ 2.6

$7255

Altura =36 m,base =2T m
Altura =10 m

80 circulos, 1280% cm?

@ 1214 12,5)24255 w2,
15 s 2

c) i 15 u

x=9,A=98 m?

a) 2x cm’, b) ﬁlxan%

) Ell'cm’,d}%:’rcm’

a) (= 2hcm?

B3 (5-23 yor?

& 16(x - 2)an?

1. a) TS =24 cm, b) BC =13 am,¢) P=44 em, A= 1411 cm?
2, A=84cm

3, A=2"(4-x)

4, A=3nF

6. A=25(243 - n)dm?

7. A, =25(4-x) am?

8 A =100% dm’

9. A, =64(d—x) mm’

10, A, = 4(L0+7) dm?

11, A, = 196(4- &) em

12. A = 1152(x —2)mm®
P =967 mm

13, A, = 32(6- ) mm?
14, A, = 128(x-2) mm?
1. A, = 256(4— &) cm?
16. a) A= 33 dm?
b) A= 256+3 dm?
17. A =36mcm?

18 A = 5' zem?

19, A,=2cm2.

P =2(1 + Acm
5

A= —Z-It‘mz

P =(6 +4a)cm

CAPMUIO 10

Exercicio 33
1, = 443 em?, Vp= %u‘rﬁ cm
N
2, A= 3.3 om?, V= 5 e
3. Ap=T2cm? V=243 cm®

4, A, =150 cm?, V,.= 125 cm®

Ln

. A, =723 o, V, =722 am?
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Solucién a los ejerciclos

= &
6. Ap=613 cm?, V=6 cm® 14, A_= E'_“.f;ﬁim?
7. A= [51}\55 +1D‘J'g]cm2, V,=(350 + 1505 Jem? 15 V.= ﬂmi
- V=3
8 4= [12‘455 +1W5]ﬂ"2* Vy= (3041445 Jom? 16. A, = lﬁ(l+\.'r2._?)cmz
: AT ey
1543 + 5415
9. A =153 cm?, V= [%]m’ 7. v= oA
3
- 1875+2 +625,/10
10, A,=250+3 a‘m%V,:[H%]dm! e
. T_
. 8
11, A, =93 cm? i
2-';\.'5 19, V-_.-= = 2(-?!!3
12, Vp= =—— cm® %
- Vp= =
— = 33 fay2
5 A 2. A, =333V,
B ==
3 EJErciCiO 35
T P |
4. Vp= 292 cm 1. A=355 cm?, A, = (9+3V55) em?, V, = 12 em
3 i 1
15, L= Y2 m, A= 634 m? 2
& 2 4= %cmz.AT= chm’.VT= ‘:—:cm’
16, h= 632 cm, A, =723 cm?
_—r 3. A4, =1247 cm?, Ap= (1247 + 73] am?,
. Vo= —am
- . 353
18, V,=36 cm® g
i 15245010, 4. A, =384 cnP, A, =64 cm®, V,=81.92 cm?
S 3 5. A, =30 cm?, A= 487 an?, V.= 458 o’
=g
o v (Mﬁ)-%ﬂ?s\fa&f 6. A, =32mem’ A =647 cm’, V= 64K o’
+ T= U SSS
180 = o
7. A,=74150 z o, A = (74150 +49) men?,
Exrcicio 34
Vo= 1477 e
1. A =50cm? A =62 gn?, V_=30cm?
_. : =417 xam? -( it
2. A =T2em?, Ay =(T2+8BYem?,V,y =24 A’ 8. 4,=417 nam?, A= (44417 ) mom,
3. A, =16 cm® A= 18 an?, V= 4 cm’ V= %xm’
1954753 915
= e = —_ 3 =
4, AL 9?45€ME+AF 2 m,VT 3 w cma 9, AL= @ﬂ'ﬁ'ﬂz,ﬂr= “(5+3u‘l3)ﬂt‘m2
4 4
5. A = (16V2 +8) cnr’, A= (2442 +8) e, V= 16 em’ A
¢ ' A LI
6. A =16 cm®, Ap=24 am®, Vy= 8 ot T o3
10, A=3xemi A =dxemd V, = = rcm®
7. A, =643 cw, A, = (643 +24) cm?, V, =96 cm SRRy A
: : 1. V=12 cm’
8. A, =400 cn, A= 400(2+2) am?, Vy = 1000(1+12) em? .
12, V =8 cn’

9, A, =1200cm* A, = 3[}0(4+ u'g) o, V= 30003 cm?

) 13, V,=1246 cm®
10. A, =163 cm?

560
11, V=274 14, V.= = an
12, A =48 cm?
= 15. A =243 cm?
Bl s
L Ve pom 16. V,=24zcm’
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17. A, =70mcm? b)

sen M = @ cosM = Tl49
18, V,=12mcm’ T 149 T o149
19, A.=48zcm? 7 4149
0, A= —3|'18(l+\.'r5] v’
2\ — _—
en = TI149 —_—— 10149
Exrcicio 36 T 149 T 149
256
1. A=64rcm?, V= —ncnd 10 \J149
3 cgN= — secN= ——
2, V=18045 mon’ 10
¢
3, V=6xon I
4, V=270mcm’ senA= — cosAd= —
5. A=60mem’ J5 J5
agA= — secA= —
6. A=96xcm® 2 5
28 s 2
7. V= —mem® B=X B= =
3 TEN 3 cox 3
52 2.5 3
8, V= "gxcm? ag B= — secB= —
3 £ 5 2
9. V=339x o,
A=T2xcm? d) 5 N
A"
2”1 senM= — cos M= —
10, V= mﬂ'cm’
agM=1 secM =2
200 I -
1, A= — mem? 2 2
3 san=L msN=\T
12, n=120°
- agN=1 secN= \JE
13, V=723 mcmd
¥ Iciso 2)
14, r= %cm,_ﬂ =9mem’ a)
5 2.6 P
sen = — cos B= —
V= 3:—3 Tend 5 5
VG
ctg f=— sec B =5
EV=12
CaFtuo 11 1 2.6
Fen & = g cos= T
Exrcicio 37
- _ 56
Iﬂcjm l] ﬂg = yec i = 12
a)
214 5 214 b _ _
A== corhm s fanA = — 3413 2,13
A= A= —
J r Fen T cos 13
514 9 9,14 JB
As —— A== A= Xn 13
28 RERTY 28 agAs= secA= ==
5 214 514 2J13 313
B= - B= B= — B= B= ———
=n 9 cos 9 n 28 fen cos 13
NT! 9,14 9 13
apB= —— B= —— B== B== B=——
g T csc 3 ag fec 3

272

anM=1
cseM= 2
maniN=1

cseN= 2

csc =5

an A=

£ kW

cscA=

|

]

tanB= —

(T3]

cscB= —
2



c)

d)

e)

1
N= =
sen 3
cagN= u"i
3
M= —
o 2
3
ag M= —
g 3
33
sen 8= <
cg 6= il
W
3
o= —
sen =
ago= \"ll_l
-
ol
sen fi= T
Jis
4 =
2 B 3
V1o
o= —
sen 1
—
V15
ag = —
! 5
—
4429
sen A =
.l
—
13
e A:"_
o 4
377
sen B= ——
x
=
4413
ctgB= —

Esercicio 38
= f=
V3 V3
N= = N= = 1,
s 7 on 5
5 12
== —— wsE= —
secN= % e N=2 13 13
1 = =12 _B
m.rM:E on M= 43 AE Sy bl T
2,
secM=2 e M= ﬁ -
3 465 _ 7Ves
sen 0= —— os 0=~
o5 0= — tan 8= 11 Jﬁ_s
oig o= — sec (= i
2,33
sec B= 2\."5 csc = ——
11 3.
o e — i
_ 3 T _ 313 _ 2413
m.ra-T ian a-T sen 5 cos § ~
2433
sec o= -—-J—_- [or. ol £ 2v'§ 2 V"E
i1 ag = - sec f= —=
3 2
i 4,
e
10 1 _ .
o mpey / 2
sen = ——- o5 0= —-
210 2J6
ec fi= = csc fi= =
g m==1 ec @= \IE
\'IE \'{G
oF = — tan o =
4 3 5,
fe J_
246 2410 5
ma:% L seng= —= cos 0t = —g
J_ e o= \JE - 3-..1'3
J317 4413 Ll iy RS W
A= —— onA= —=
@IL= "0 e 13
6,
ec A= N3 cacd = @ T 211
13 4 seno= ——— wosll= ——
11 11
—
4,29 Ji3
wsBs g mEE o AT _ A
ag o= ——— sec o= —
7 2
/5 i
BT L

273
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tan o = 3
12
.':.rc:ﬂ!-—E
5
fan o :
no= =
7
csca= X2
4
3
tanp= —
P 2
3
W
cscfi= —
B 3
tan@=-1
cum:—v'i
25
PR
5
- 3
csC = ——
2
\E
and= ——
an 2
csca= - XL
7
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7.
222 9
ol T ==
922 13
ag ff= ——— sec fi= ——
g B prI B 5
B,
sen @ = 65 cos = 8,65
T T 65
65
g @=-18 sec = -
Q.
5 12
sen 8= T cos 8= ST
12 13
ag d= gr: sec 6= 3
10,
_
6 3
senfi= 3 cosfi= 3
V2
ag fi= = sec fi= Al
1.
o \E o -
sengE= — ws= —=
2 2
¥
dg = g sec = —2
12,
» J3 —
sengE= —— ws= —
2 2
J3
ag o= 5 sec =2
Exrcicio 39
Inciso 1)

a) — sen30° = oz 60°
by —an15° = -ctg75°

2422
tan p= —
# 9
— 13422
44
tan @ = 4
]
csc o= —J65
5
tan = ——
12
13
d= —
.16 5
tan = V2
J6
weh=-7
tan = —\3
243
csc = i
3
tan o= —3
24/3
cfc = ——'%‘l'_—

¢) cos80° = 5en 10°
d) csc 60° = sec30°
€) sec 2® =cscBE°
) —sen60°37" 257 = —cp529° 22" 35™
g) —ctg45° = —an45°
) tanT4° 46" 247 = crp 15° 137 36™
i) —cos 84" 35" = —sen 5°25°
) 5ec39°11' 48" = cye 50° 48" 127
k) csc53°=sec37”
D) —ctg 48° = —jan 42°
m) cos38°54" =sen51°6°
n) —sen28°35° 24" = —cps 61" 24 367
Inciso 2)
a) —sen 160° N —csc90°
b) —cg 140° g) cos225° 15" 46"
c) sec240® h) —crg 176" 45" 237
d) cos280° i) sec 108° 32"
e) —tan345° 7 —sen 228°15"
Inciso 3)
a) -sen20® g) -ren35°
b) —ag20® ) —tan 76° 34’ 427
c) cos80° i) cos68° 45" 24™
d) tan45° ) g 20°
e) —cscB1°27" 48" k) —sec40°
5 —sec50” 0 —cse31° 26" 197
Inciso 4)
a) 03090 1 L0187
b) 09657 ) 09261
c) 11034 h) 38208
d) 01219 i L0170
e) 0.7536 1 04975
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CARTUIO 12

Exrcicio 40

Grados Radianes

0° 0
30° iz
6
45° &
4
60° 2
3
T
90° =
2
120° =
3
135 4
4
sz
150° =
6
180° x
210° L
6
sx
225¢ 2
4
240° i5
3
ix
270° =L
A 2
300° 3%
Z
= =
315 T
330 11_3
6
360° ¥ 4

sen

B3| =

ulfﬂ

B G

= = u|‘,$-,—1 ”Iﬁ'ﬂ

B | bt

by

%

o
“w

0!

n|E

S

b | =

tan csc
0 No existe
B 2
3
1 V2
hsu3
3
No existe 1
5
3
=1 J2
B 2
3
1] No existe
B,
3
1 -2
5B
3
No existe -1
5B
= 3
=1 = Ji
B
3
1] No existe

sec ctg
1 No existe
25 5
2 1
2 V3
3
No existe 1]
2 B
3
-2 -1
243
L — =43
. \3
-1 No existe
23
=== 3
> V3
=l 1
2 B
3
No existe 0
» W3
3

J2 -1
TR

1 No existe

275
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4,

i
3 3

L5 5, 9.1

2 16

oy

v3 s 10, B
2 ) 4
3

= 7.9 11, 2
2
0 8. 2 12,1

13, -1

14,0

15. 2

16 a 20, No se incluye la solucidn por ser demostraciones.

Carmuo 13

EJERCICIO 41

1

L

9.

Amplitud: 2, Periodo; %x

Desplazamiento de fase; %, %?I

1
Amplitud; 2, Periodo: Eﬂ'

1
Desplazamiento de fase: 0, En‘

Amplitud: %’,Periodo:ax

3
Desplazamiento de fase: —EL gﬂ'

Amplitud: 5, Periodo: 8
Desplazamiento de fase; —27, 61
Amplitud: 4

Periodo: 2x

Desplazamiento de fase: BTF F %ﬂ'
Amplitud: 3

Periodo: =

Desplazamiento de fase: 0, ©
Amplitud; %

Periodo; 27
3

Desplazamiento de fase: —i, =

1 1o 10
Amplitud: 3
Periodo: 81
Desplazamiento deﬁw::—%*%
Amplitod: 1
Periodo: 6%

Desplazamiento de fase; 0, 61

10,

11.

12,

13,

14,

5.

16,

17.

276

Periodo; <

* F
Asintotas verticales: ..., Sriars
Desplazamiento de fase: no existe

Perodo:
T

5 3
Asintotas verticales:..., g Ty —aues

4

Desplazamiento de fase: — % alaizg,

Periodo; il
3
x 5%

Asintotas verticales: ....—— ,— ...

13718 "
Desplazamiento de fase: g ala der.
Periodo: 27
Asintotas verticales:..., .3 x,...
Desplazamiento de fase; 2w a la der,
Periodo: 47
Asintotas verticales: ... 0, 4x,...
Desplazamiento de fase: 2 a la der.
Periodo; &

3

1
Asintotas verticales:.. ., Ea' ,En' i

Desplazamiento de fase: ma la der.

Tx 3x In = = Ix Sm =
4 4 4 4 4 4 4 4
—+—t —t —t—+ —+—
Im u u - Ix
2 2 2 2
1
2
=1
¥

L
a-|:’

g

nlg’



Solucién a los ejerciclos

18.

Hles

e e G A o e e e S

B
T
B
&|en
3]
&
=l
LT L]
|
- Illlll.-
wpa T
i
Al=
i h_.._
1
h_u
gle]7
L

19,

2 gy

A
i [ H
i
£
&
&l
L]
Hler
[}
e
1_2 I_
! B
1

hT

9z =Ix

=6

e

¥4

21,

!_2

e

277



25, L
y 11 i(ﬁ-mm-mw] g, Ll
2 1+1an B
3
h 1
2 12. %(w:x—msx) 17. E(\ﬁw:x—msx)
1 13, sen f§ 18, —sec2mw
1
= |9 = = 3n Tn X 14, ——=corx 19, =ian o
R T F b
2 /2
26. 15, ——— 20, l-—(smﬂ+msﬂ}
= ¥ & V3cos @ —sen 2
ki = . Exrcicio 44
1] - |f_
X fe 6 -2
A L -(2+43) ! .
-2 — ! o
2 2-43 7. W3-2
-
i 3 *.E{l+\"§} 8, —(\.'E—\E)
7. 4 —2(1+43) 9. J2-+6
¥ =
3 5. 2+43 10, NZ-V3
2
- |
= e
x4 " Tx J13 18413
R n/\ ) /\ 1= ,’ 11, .fzu(a-b.ﬂ]:E,m;(aq.ﬁ): =
\V/FRvarsava |
tan{c+ f=-—
28, 18
[2+J6 62
d 12, sen (@ H=-0 o —f)= > 4\' 2
]
3 " NN . \
P S A ST
T T T
" 13. Funciones del dngulo (a + )

sen{c+ B) -3 2+ 10 ¢Cﬂ5(ﬂ+ﬁ)=\l’—§ J5-22
9 9

Cartuo 14

tan{a+ B) =32 +2.5,ctg(a+ f) = 2452

Exrcicio 42 2 2 s

1 432, No se incluye la solucién por ser demostraciones, e iy s
sec(a+B) =—(V15+2J6), csc(a+ B) = f3—%,a’§u

Exrcicio 43
- - Funciones del dngulo (= )
g X 6 12 &
% 2 : 2 3 = Vi Jz
'_ sml:a—ﬁ]=?(2— lﬂ}.ms(a—ﬂ)=—?(\.s+2 2}
2 \E_"fz 7. —\3
: i —
an(a-B)=25 342 , cg(a— p) = 252
5 Yri2 5. 2 ?
4 o1 9.1 ser{ﬂ!—ﬁ}: v'"E—h"E,rsc(a—,B}:—\E—%n"ﬁ
14 a 34, No se incluye la solucién por ser demostraciones,
5 2 10, 1
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ExErCICIO 45 Funciones trigonométricas del d&ngulo Zor
) e
2 15 15
i v . T senlo= —£ ag o= ——'NI
Funciones trigonométricas del dngulo T 8 15
T vu'l2—u"5 T | —— cos 2o = 2 sec 20 = 2
sen = = g X = J3+242 8 7
8 2 k] J_ e
15 gJ15
tan 20= ——— csc 2= ———=
R _ 2+ A gy o 7 15
cos = = sec — = 44242
8 2 8 3,
. : y B
TR = Funciones trigonométricas del dngulo —
tan B \,'13—2\?2 cse o \|4-+2~.IE 2
8 8
3 B _ 3 B..2
Fanciones trigonométricas del dngulo =7 T g8 5 =73
&
R — _
3 l242 3 —F B _ 213 B_ V13
Fén Eﬂ' = % clg E?Z = u'3—2\."2 cos 2 - 13 JeC a3 = 2
=
B 3 B 413
3 |'2_‘|E 3 — tan —= —— oy — = ——
cos §E=—" 5 o SR= V4 +2:2 2 2 3
Funcianes trigonométricas del dngulo 28
3 3 - 120 119
tan =% = y3+242 “x = Vi-242 P I
an o esc 3 Va-24 sen2f i ag2p= -2
5
Funciones trigonométricas del dngulo — 119 169
8 cos2ff= —— sec 2fi= ——
_ 169 119
5 2442 5 0
sen Eﬂ.‘= B cig Eﬂ' =-y3-2v2 o 2 120 2,&-E
T T 120
22 5 =
5 2-
cos Eﬂ' =—"'|I 2\' sec Eﬂ: =-y4+242 4.
Funciones trigonométricas del dngulo %’
5 5
tan — & =—\|'3+2\.'E csc =% = \;'4-—2\1'5
B F] & =
e B e @ B
4 2" 4 E5 3
Funciones trigonométricas del dngulo —x
o i3
@ 413 @ 4413
b cog — = ——— sec — = ———
o Lo o Eah = @ R
] 2 8 i J_
@ 39 w 43
o Y202 | ilints B W
cos = =— sec =T =—\'4—2\.'E
8 2 8
7 — 7 e Funciones trigonométricas del dngulo 2w
tan Eﬂ'=—\l'3—2w2 cse E:ﬂ-' = V4+242
5,39 7439
2= ——— ap 2= ——
2. s 32 k 195
o
Funciones trigonométricas del dngulo 2
= 7 3z
[l \.S+2\-"1_5 t  PA— cos 2= T3 vec 2m= 7
sen — = —— ctg — = y31-8415
2 4 2 - .
—— 5439 3239
73 8-2415 @ [ 3 tan 2= csc 2@= —
msi =¥ secE =2'qJ8+2\}rl_5 7 195
I e
tan %: Y3l +8\."'G csc % = 248 _2\,1"1_5
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Funciones trigonométricas del dngulo g

o @ L N287a_ m-12)7
2° 7 14 83257 3
_ \98-287 a _ Je+12(7
T T 2 3
S -
/33 +12 Jaz -12
fan % — % i E . Tﬂ

Funciones trigonométricas del dngulo 2o

43 3
2= ——— e 2= ——
sen 7 i 5
1
cos2a= 3 sec20=7
3
tan 2= — 43 csc o= —W-"l"g_

Funciones trigonométricas del dngulo o

Js 25

2
send= — o5 = —— tan = ———
3 3

Funciones trigonométricas el @gulo £

B _ \"I.STS +136417

sent = ag g = /3B —S‘u&?

2 34

.3 578 —1364/1 ﬁ [

Eo X 787 e =348l
cos sec o VI +BY1T

Iaug = _\1'334.3.".’1_'; c5C g =y¥ -817

Funciones trigonométricas del dngulo

o AT -
senfi= -1 agf=4

_ a7 _ 7
cos = 17 sec fi= .
tan fi= i csc f= 17

8,
Funciones trigonométricas del dngulo a
sen @ = & tan 0= 2
5
-
cos = ¥ clg |:t=l
5 2
92
Funciones trigonométricas del dngulo g
sen p = ﬁ tan B = ﬂ
2 3 2 2
B _ 6 B
—_—= — -_—= 2
cos 3 3 ag 5 V2

2
sen = —;II tan = 22
1 J2
= - ap fi= —
cos f# 3 g B i
10,

Funciones trigonométricas del dngulo @

yen W= —2 g @@= —4
5 * 3
4

coy = — sec = —
5

Iﬂﬂm-_z CiC = _E
4 3

Funciones trigonométricas del dngulo 2@

24 7
2= —— ctg 2= ——
sen 25 % %
7 25
w= — 2= —
oy 2% Fec ?
24 25
tan 2= —— 2w= ——
an _" CEC 24

Funciones trigonométricas del dngulo 4@

dm= aa8 cig dw= 22l
BT B*9= 6
327 625
dpp= —— = _-—
cos 4@ P sec 4 527
336 625
tan 4= — csc 4 = ——
527 336

sec = \,'E
=
V5
= —
csc =
i
B _ .6
sec = = —
2 2
B =
csc = = /3
2
sec =3
32
csc =
B 4

11 a 25. No se incluye la solucion por ser demostraciones.
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Exracio 46
1. %[sm{mx} w:(zﬁ]]
2. 1[ en(105°) + sen (15°) |

10,

11,

12,

13,

14,

15,

16.

17,

18.

19,

-2[ws(4c)~cos(2a)]
SLsen(8c) + sen{ 45
3o (50°)—sen)]
%[m%(mswm%@a_sm]

(5]

2

s X +cos &
2 6
sen3c+ sence

sen3c— senct

Senw — yen —

ws2or —o0s2x
@s2a +oos2y

%[sm {4::) + .fm(Zﬁ]]

Exercicio 47

Solucién a los ejerciclos

1 a 14, No se incluye la solucién por ser demostraciones,

Exrcicio 48
1. z[m(lzm] : ms(d,s**)]

vy
3. 2[ sen(180%)cos (60°) |

4, -2 [m (49) ssu(ﬂ)]

5. 2 cos(45°)cos(7°31) ]
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Exrcicio 49
1 a 12, No se incluye la solucién por ser demostraciones,

7.0, m I

T 11
3,“., v Oy
&, 1x, Pl

9.0, 2m, 1527 44°, 207" 15°

2 4 5
4, -7, -8, —-F, =R
3 3 3

2 5
2,0, =g, =r,.72x
gy E‘

7 11
12 12

CAPMUIO 15

Exrcicio 51
1. e=+145,A=44° 54", £/ C=45°¢

2, a=211,c=339, 7 C=58"

3, c=523,b=724, £ A=43° 40

4. b=52.55, L A=38°11"40", £ C=51°48' 20"
5. c=13, b=132, £ C=d5°

6. a=1328,c=1828, £ A=36°

7. a=1251, £ A=33°46'46", £ C = 56° 13’ 14”
8 a=2571,c=229, A C=41"4%

9, a=8268,b=10036, £ A=55°2¢

10, ¢=7.87, 2 A=66°39 17%, £ C=23°20 43"
11. b=2236, c=18.86, 2 C=57°3%

12, ¢=13,£4=29°1"17, £ C=60°58 59"
13, a=1527,¢=17.19, £ A=41°37

14, b=79, ZA=T1°33 54", £/ C=18°26"5"
15, a=628,b=1444, 2 C=64° 11’

16, £ A=26°33"54", £/ C=63"26"6"
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17.
18,
19,
20,

a=5b=13,c=12, £ A=22"3T11", L C=67"22'48"
a=4,b=5c=3, £LA=53"T49", £ C=3652"11"
LA=LC=45"

LA=19°28"16", £ C=T0°31" 44"

Exrcicio 52

1,
2,

3.
4,
5.
6,

2884 m

42 m

38°44° 4%, 1,65m
(m».-’i + l) m

54° 8"

5207 m

7.1125 m

8, 2)53.6 m,b)59.1m,c)226m
9. 53°7,3m
10, 21°47", 14 dm

_E_..R—rﬂ..ﬂ—r 2 o a2
11, L_gu[lsu cos [—: ]]J'gum' [ = ]+2\1f (R-7)
12, sf

CARTUIO 16

Exrcicio 53

Solucién a los ejerciclos

7. a=46.05, £ B=34°5'24", £C=110°54' 36"
18, e=1565, 2 A=41°52" 18", £ B=82°7"42"

EJErcicio 54
1. AB=369.95m 7. 32292 km
2, 176 cm 8 3074m
3. 3034 km 9. 2907 km
4, 194 km 10. 18037 m
5. 8.03m 11. 29.7 cm
6, 4.7 cm 12 a 13, No se incluye la solucién

por ser demostraciones,

EJErciciO 55

1. z= V17cis345°37 49"
2, z=2cis30°

3, z= 2\"5 ciy 135°

4, z= Scis0°

5. z=3cis270°

6. z= §c£553"'f'48"

7. z=ds315°

1. a=209,c=147, £ZA=T9"1"

2, b=524,a0=477, £ZB=79"18"

3, b=21,03,a=469, 2 C=67"44"

4, b=8621,c=6687,2 B=T76"39"

5, @=2335,c=2523, FA=67"

6. b=1700,c=223, /C=99°

7. =943, Z/B=57°58"51", 2 C=90°1" 8"

. a=198, £A=118"23"35", £LB=26"21"24"

=]

. e=1511, £ZA=40"5"50", L C=83"19"9"

10, b=114, £A=46"14"25", £ B =66 24" 34"

11, FA=31"48"52", / B=34"12' 58",/ C=113" 58" 10"
12, £A=27"25"16", £B=44"1"54", £ C=108"32" 50"
13, £LA=52°1T"24", £ B=44"33" 55", £ C=83"8"41"
14, £A=48°20"58", ZB=36"42"37", £ C=94"56"23"
15, ¢=153,£A=46"39"8", £ B=65"20" 52"

16, b=3707, LA=47"T7"45", £C=56"52" 15"

283

z=cis 150°

5= V26 cis75°

Z, = V26 cis 165°
2, -2y = 242 cis 105°

2,2, 2= 226 cis135°

Zy 02y 2y =4ais 2407
A _ ds2r00

Zy
£2n=—@ru?55°
Z 2
z—'=£c¢3345°
L, 2

G N26 s
I

e B L
It %
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O
I3y

i
=13 cis270°

19,

0, m=2\.ﬁﬂ~sﬂn
Zy

21, 2 =9cis 240°

22, A =81cis100°

73, P=125:545°

24, z, =405 30° z, = 4cis 210°

.
28,
29,
30,

284

2, = 2cis 20°, z, = 2cis 80, z, = 2cis 140°, 7, = 2cis 200°
2= 2cis 260°, z, = 2cis 320°

2, = cis 60", z, = cis 180°, z, = cis 300°

(z- z,)* =36cis 120°

z, = 2cix 30°, z, = Zeix 150°, z, = 2ais 270°

28¢is 1007

z,=4cis 10°, z, = 4cis 130°, z, = 4as 250°
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PR I I I RN I Y

Operaciones con niimeros enteros:

11,

12,

13,

14,

15,

16.

Descompén en factores primos los siguientes ndmeros:

33,
34,
35.
36,
37.
38,
39,

Determina el MCD de los siguientes nimeros

47,
48,
49,

Determina el mem de los siguientes nimeros:

6-4
-B+6

3+7

-5-7
-2-5+6+4
—3-6-8+5+4+7
8+6+3-5-9-2
44+5-1+2=-T7=3

~246-8-12+10-3-7
1-549-3+16-8+13
3(-2)

(=5)-4)

—6(5)

(4)3X5)

2(-4)(-3)

3-(-4)

6

8

20
50
72
120
25

24,36 y 42
20,35y 70
32,28y 72

52, 3,10,12
53, 8,9,12y 18
54, 2,3,6y12

17.

18.

19,

20,
21,
22,
23,
24,

25,

26,

7.

28.

29,

30,

31,

50,
51.

535,
56.

-12

3
15

-5
—28

—14
~(-3)+(5)-2(-1)+(-4)+7
(—2}+{+5]
-4-(6+8-2)
7-(5+3)-(-1-9+4)+( -8)
5—-(—4-3)-(7+2-1)
6-2(1-3-4)+(5-2+7)
13+15
7

—3-12-5

10

30+6
9+3
14-2
2+4
8+5+7
6-3-7
2A5-T)+20
5+3
(4-3)+3(2+4-1)
5(4) -6(3)

460
325
576
980
1000
1120
1800

18,24,72y 144
12,28, 44 y 120

8,12,16 y 24
4,6,15y 18
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w
I A" ?_m | x
o vi |0 =
—lem + + —|m =™ on Sl oo 2
I o Wi | [ o ! e i welm M x e
3.“.4 o i - T | l_m e~ wnlw ela e ) e o Ale ~le lu_n?. | l.".2 <+l l.“.ﬁ
| | — | =t * * e M * + +
i T T R LA PO S 47 mlw el e wlm mpe TET mia mLT e wl;m %l mla wie owle +[9
& & % & & = & & & -] & g = 5 = F & & 5 =
@
.m
&
.m
3
€ w |2 o=
2 + rle o ofi | =t
= wim ~
1@ l_l 5 (] .I._ H_A l_w l_m e
e Lol ot & R S + i ~le =l |
m * 35 wo|z i v e=|o I e Hl= o wilen + * wy + wy
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%
g
:

100, —+2—

Efectia las siguientes operaciones:
103,6°

104.4°
105, (~2)'
106. (-3)°

107, -5*

K
os. (3]
2

110, V4

111, +25

112,

113,

114,

Racionaliza las siguientes expresiones:

126,

127.

128,

129,

130,

131,

132,

-

R

=
2

|.- g_&u o &le

]
B3]

101, x
3

102,

115,
116,
n7y.

118,

119,
120,
121,
122,
123,
124,

125,

133,
134,
135.
136,
137,
138,

139,
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sl
P

141,

3 _
142, /3 v'r2

\j3+:52

25432

143, ———
205 -2

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados:

144, Unniimero aumentado en 6.

145, El triple de un niimero

146, El doble de un niimero disminuido en 5,

147, El producto de dos niimeros,

148. Unnimero excedido en 8.

149, Las tres cuartas partes de un niimero,

150, La diferencia de dos cantidades,

151, El cociente de dos nimeros,

152, Dos mimeros cuya suma es 45,

153, El cuadrado de una cantidad.

154, La diferencia de los cuadrados de dos nimeros,
155, El cuadrado de Ia diferencia de dos cantidades.,
156, La mitad de la suma de dos nimeros,

157, Las dos terceras partes de la diferencia de dos niimeros,

158, La miz cuadrada de la suma de dos cantidades.
159, Dos niimeros enteros consecutivos,
160, Dos mimeros enteros pares consecutivos,

161, El quintuple de un nimero aumentado en 3 unidades equivale a 18,
162, Las dos terceras partes de un niimero disminuidas en 4 equivalen a 6,
Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, six=3, y==2,z=1, w==4

163, 4x-2
164, 6y +8

165, 4z - 3w

166, 3x— 2y

167, y+ 3z

168, 2x+3y -z

169, 4x +y + 2w

170, 5x- 3y + 2w

171, 2(x - )

172, 5x=3(22-w)
173, 4(x - y) - 3z -w)

174, 1 -3(x—-y)+203w-12)

175, x2 + Gz — w2

2
176, X +Z

1
177, T-=4
77 e

178, (Jt+3.|'}z —(3:+w :

179 oy B

180, vWx +w
181, y* -
180, 222
W
183,
w-—1

Anexo: Ejercicics preliminares
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Reduce las siguientes expresiones:
184, dx - Tx+ 2x 193, ab” + ¢’ +3ab” —2bc” - dab”
185, 9y +3y—y 194, 5x%y +2n7 -3y +4n’ — 247y — 20
186, Sab”+ Tab? = 16ab> 195, —=m? +Tn® = 9 = 1307 + Sm* = i
187, datyz? - xtyz® + 7 oty 196, 8a - 15ab + 1252 + 20” + Gab - 1462 + 5a° + Bab + 178
188, Sx=3y+2z=Tx+ 8y =5z 197, iab%"—%absc’ —ab*c*
2 5 1 1 5
189, 14a— = 198, Sx—Jy—z——x+-y+=
80, 14a-8b+% +2b-6a+b 9 rdes 21+3}'+9Z
190, Tm? - 10m* + 8m?-m? 199, —ga’b— %abz+ ia2b+§abz —ﬁazb_%abz
2 4 3 2 2 ﬁ 2
191, 4x" - Sy +3y" — 3" + day + 3y o e X 3

192, 347+ 55 +8c% +4a” — 36" -7

Realiza las siguientes operaciones con polinomios:

E 201, (5x-7y-2z)+(x-y+7z) 216, (3xy)- 5xy)

v o2 (37 + 2957 )+(-24 + 30— ¥') 217, @A N3 ryD)

Coom, (3 +20-1)+(3x" - 2043 218, (a'c)(4a’sc")

v 204, (X -3e-4)(x’ 4 2043) 219, (3:)(-2x%)

D205 (304207 - 5xa6)+ (26 - 27+ Tas 1) 20, -6x°(4x%y)

L e, (x* +6xy+4y7 )+ (54 =32y -4y?) 21, (2a%*%)(-5a%c")

. 2 15

207. (x3+x’y+m’—2y3}+(—3x’y—ﬂxy’+3y’} »3, [gf}g][_:yg]

s 3, 5 1 2.1 2

: 208, [Ex2+gx—3]+[ixz—ix+5] 223, (IZa‘bgcs)[—gasbsc]
B Y o =
. 14 5 vy 8. Y ] 55 254

: 210, [Ix —Exs+l]+[?x +Ex—z]+[§x +3x0 - 2x —gx—s] 225, [Ea bzc][—gasc ]

¢ 211 (2x-8y-5z)-(x—6y—dz) 26, (3mn)Sm? - 9mn)

s 212 (67 +x-5) (347 -x-5) 227, (4b%)-3ab? + 2a°b%)

213, (413-5;(’ +6x+?)—(2x3—6x2+¢x+4} 28, (zaza](saz-';ab +3a’]
52143x25x11313x24 - 7 g

: N E _E+?_ e 'I—E+"8——"5 9. (=aX7a*-a’ +7a=3)
¢, [%x’—%x’+éx+;]—[§f—§x’+éx+ﬁ] 20, -30'6°(a’ + 40’ - ab” - 55"

290
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21, (dxy)5x° —6x2 - Tx)

232, (- 5a%b)a® - 3ab + 9b%)
233, (4x*yNEry? - Ty + 4xf)

24, B3x-5)¥x+T)

235, (a+6)a-9)

236, (-2x+TH4 - 3x)

137,
1 12 12 2

38, [J’—EI][EI —EJI' +§x_}!]

239, (2 = 6x= B} - Br+ 1)

Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:

249, (x +3)°
250, (a - 47

-]

y
| =
E
|
i
—r’
§
+
b3 ta
—

251, (2m - 5)2

252, (3x +4)2

253, (3 - 2x)°

240,

241,

242,

243,

244,

245,

247,

248,

254,
255,

256,

257.

258,

Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:

259, (x + 5¥x-5)
260, (m =3%m +3)
261, (7 =xN7 +x)

262. (3x + 5y)(3x - 5¥)

263, (a = 4b)(a + 4b)

264,
265.
266,

267.

268,

Anexo: Ejercicics preliminares

(723 = daly + oy (2xly = dy? + 497
6a'd’

24°%°

18x%y°

_3‘1'5}'3

18a°p%c*
12ab°c"

2x3+3x2
5T B

2" —2x"+5x
X

[%asb’ - 30" - 4a’s* ]+ 3a’b

(5x + 4y)?
(92 - x%y)?

(3xy = 223wy + 22)
(m = Sn)m + 5n)
(3p +5q)(3p - 5q)

(553

Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor comiin:

269. 3% -6x
270, ¥+
2L mS+m-m
272, 8x% - 2457 +16x
273. 154 + 25q° - 354*

2

74,
75,
76,
m.
78,

6a’b ~3ab

12¢%y - 187"

4x'y? - &'yt + Sxty?

18a°b - 92’ - 6a°b° + 12ab*
33 + 66x7y° 1 = 220052
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Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:

279, x*- 16 284, 25m"-8ln

' 280, 4x-25 ]S, Wiy

281, 16x°-9 86, -&z"—%w"
282, 81-4y° 7. yz—gzﬁ

283, 100-x" g L6

i 9 25/
Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

. 289, 4 -10a+25 294, 92— 24y + 16
290, @ - 2ab + b 5, §+4x+1ﬁ

3 m 2Zm 9

: 291, ¥+ 12 +36 296, ?—T+n—2

S 292 ;4 2med + »7. xz—x+i

. 293, 1627+ 8x+ 1 208, 1447 +120xy+25y°
. Factoriza los trinomios de la forma > + bx + ¢

299, %+ 9x +20 305, n* - 2n - 63

v 300, - 1dx+24 306, 2-18-7z

301, m* + Tm + 12 307, x* - 8x-48

v 302.x2-9x+18 308, 2 +x- 132
303, @ + 4a- 12 309, a* - 2ab - 356°

L 304,y 4+y-20 310, * + 2y - 168
Factoriza los trinomios ax® + bx + ¢

v 311, 32— 1448 317, 6b2 +5b-25
312, 60+ Ta +2 318, 2x*-3x-2

L 313, 42-13x+3 319, 5°-12y+4
314, 57 - Tx+2 320, 4~ 11x+6

v 315, 22-5x-12 321, 2+ 16y- 15
316, 6ml 4 Llm+3 322, 20x2-x -1

. Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

E 323, x+6=4 330, 8&x=-3 +5x

. 324, y-2=0 331, 9 - 10x=Tx+8x
¢35 A=15 332, 3(x—5) +3 =10
Y 326, 4x-5=3 333, 5+ 2(4x-1)=0
327. 2 +5=6x B4, 6(1 -x)-2(x-2)=10
Y 38 6x-2=2-12 335,309+ 4x) -9 =18
T 329,449x-11x=6x+8 336, 3(4x+9) =6 +5(2 - 1)
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2 3
137, -=2-x-1
5 5
38 = Z2=__7F

339,

. 1| A e i

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grade:

345, 2+ Tx+12=0
M6, x2- 14x+24 =0
347, P +9x+20=0
3, 2 +4x-12=0
349, X' - 0x+ 18 =0
350, x - 2x-63=0

Resuelve los siguientes sistemas:

357, x+y=4
x-y=2

358, {x+2y=
X+y=
Ix—y=4

359,

9 {x+3}r=—2

s [0
x+6y=-2
4x—-26=

1. {3x+5y—3l=ﬂ

293
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342, 2(2x-1) —%(x +2)= i—‘{x +1)

343, T T4
2

351, 2 +y-20=0
352, @+ 20 =48
353, ' -Tx +2=10
354, 22 -5x-12=0
355. T + 16x =15
356, 62 + Tx ==



SOLUCIOMNES A EIERCICIOS PRELUMINARES

Operaciones con niimeros enteros: g ML AT, 3 s
1.2 12. 20 23.-3 1 3 3 16
2.-2 13, =30 24. 4 9
3.10 14. 60 25.28 B B
4.-12 15. 24 26. 4 - g5
5.3 16. 7 27.-2 86, =
6. -1 17. 4 28. 3 06, Zml-
3 18. -3 29,2 &, 1 2 2
8.0 19,2 30.-5 "2 3
9.-16 20, 13 31.2 97, =2
10. 23 21, 3 32.8 g8 L 8
¥ 9
11. -6 22.-16 %. g_lg
Descompén en factores primos los siguientes niimeros: g9, W7, %
33.2x%3 38 Px3Ixs 43 Pxsx 7 o 0 9.2
34, 2% 39, 3 x5t 4 x5 39 .19
# 12 2
35. 225 40, 2% 5% 23 45 25x5x7 20. zu-lzu 100, —
36. 2 5% 41, x 13 46. P x Px P a
37.2%x 3 42 26 3 19 .1
' ‘ 91, ?‘33 o 2
Determina el MCD de los siguientes nimeros: 15
= - i 5
47.2x3=6 49, 22=4 51,22=4 g3 3 oz 2105 .2
48.5 50.2x3=6 34 12 6 3 5
Determina el mem de los siguientes nimeros: 93, i
52.7x3x5=60 54 2x3=12 56.2%x Fx5=180
E T . 4y = . .
X ¥ =T x4 Efectiia las siguientes operaciones:
Efectia las siguientes operaciones con fracciones: 103. 36 111.5 121. 4
57.5 it 104. 64 112.9 Y
g 12 71, E-:!1 105. 16 113.8 122, 5
"5 106, -27 114, 2
. 72. %’-1% et 115. 3 123, &
59. 3 108, 81 116. 2 ;
16
73, 16—7-253 117.2 124 8
0. 19,43 109, —81 118. 3 7
4 4 74.1 16 119, 3 s, 3
g o 110. 2 120. 5 1
IS TRRST! 30 15
Racionaliza las siguientes expresiones:
62. 2_:_._,; 76, 3—;-3%’; s
i { —
8 .3 s, 33 132, 2= 139, 9437
63, SmlZ 7 12 3 6 2
a3 T s 5 140. V3-2
1 Y o
127. XL 133, = [
21 75 2.1 7 2 1, -1-242
65. E-E 8 B - -
91 T 128, 2 134, E 142, 5=-2+/6
66. 2ul e TRlsT b=
"% 8 206 = g, 122410
B9 13 129, 22 135. 7 9
67. -1 80, — =6 3 .
! a ;o 136, V5-1
58, E-%-IE 81 E-i 130, E |
" 60 15 3 137, !'-3-5‘11
1w 5 .2 1 f
69 —miml=Z e 3
6 3 3 - B1. == 138, V3-1
15 7 25 1
70. ==l i
8 8 8 2 12
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Scluciones a ejercicics preliminares

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados: 223, —8a "t 226, 15m’n -2Tm's"
144, x+6 152, %, 45-x 158, Jx+y 724, Laopie 27, _12% + 8&°F°
145, 3x 153, 10
T s Sy }_1 159, x.x+1 : . 298, 10a'F-14a’F + 6aF
Sl 1 2 225, -~
147. 3y s 60. 2%, 2x+ i 29, -7 +a* =Ta* +5a
148 x+ 8 155. (x-) 161, 5x+3=18
. B - 2 230, =35 -1248F + 348V #1545
4 156, ——< 162, —x=-4=6
150, £y 2 3 231, Wty -24x%y =285y 236. 657 -20x+ 28
181 i 157. @ 232, -5a'b+15°" - 4548 27, :%,,,2- %m-lﬂ
233, Msty =282y #165°y i :
Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si 238, -Er’ +E;y2 -Ef
Xx=3, y=-2,z=1,w=-4 2, 3x" +16x-35
163. 10 171, 10 178. 0 235, g% =3g=54 239. 3" -264° +25x° +58x -8
164, —4 172. -3 179. 24 X i »
165, 16 173. 5 180, 5 240. U5y =36x"y" +46x°y - 2057y" +dn’
166, 13 174, -40 181, -4 241, 34°8* 5. 2xs3
167. 1 175.2 182. 3 M7, - 6x 3
168. -1 176. 5 13 s 6. 262
169. 2 13 Mo o 243, Za%c 2
170. 13 Wi 2 M7, ¥ =2x+5
2 1 1 4
Reduce las siguientes expresiones: 2w 3. ;‘2"’7 '3"“ '553
184, —x 195, 5w~ Ta®
185. 11y 196. 15a% = ab+158 Desarrolla los siguientes binomios al cuadrade:
186, —4u#? 3 .. P
187. 515!3 197, —Edﬁ;f 249, 2’21'62'1'9 255, SII&-].&I’J“I-I yz
188, <Zx + Sy-3z 250, a* -Ba+16 25 4 4
189. 17a - 5b we, 1,-1,.4, ; 256. ?xhgfﬁgf
190, dn? "6 27 9 251, 4m’ —20m+ 25 b
191 2 -xp+6? 89 5 7 .2 252. 957 +24x 416 257, ==3n" +9*
199, ——g'bh+—ab 4
192, &+ 28+ & 12 6 & id
o 253, 9-12¢+ 447 ggg 4 MW
194, 3:2° + di? - 34 200, -%-%WZ 254, 255 +40x° +165 @ & 9
Obtén el ltado del produ omios ados:
Realiza las siguientes operaciones con polinomios: L delp cto.de bin conjug
X 259, 41=125 265, mt =257
201. 6x-8y+5z 202, 3"+ 2x 2
260. m” -9 266, 9p* - 25
202, x*+ Sxy-6y" 213, 2+ 5+ 2x4 3 261, 49 -4
1 %7 Bp Ly
203 44 +2 214, gﬁ-%xzu-g 262 95 -2557 nad
204, 2 +xt-x-1 s My T 263. o -166" m
25, —=x =y - "4 9
205. 2 427 42547 a8 Tm 264 95 5 -4
206, 6% +3ay 26, ~15x%y? Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor
comiin:
207. ¥ -2y -2 +6y° N7, -18:"y 2
% 269. 3x(x-2) 274. 3ab(2a-1)
3213 218, 4dbt
W8 2x +ex= 270. 5*(y-1) 275. 6ay (2x-3y)
219, —6x7y7
a9 Lo 12,1 9 2 271, m? (w4 -1) 216. £y (4-81p+ 54 5%)
6 &8 20, =245y 7 a9 1 4 2 3 3
T s e e 72. 8x(x-2)(x+1) 277. 3ab(6a" - 34’6 - 208" + 4°
210, -4~ e S B, -10a7F
0. oat+ 1:’ - & +5E-T Bl 0a's’¢ 273. 54" (3+5a-74") 278, 1122 (327 4 62 -3)
211, x=2y-z 223, —%xi_);z‘
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Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:
279. (x-4)(x+4) 285, (32 - y* (3 + %)
280. (2x-5)(2x+5)
281, (4x-3)(4x+3)
282. (9-2y)(9+2y) 287
283, (10- x)(10+ x) 5. [i-iIL.i]

284, (Sm” — 9n)(5m +9n)

Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

289, (a-3)" 23, (ax+1)’ 7. [ -%]z
290. (a-b) 294, (3;--4)2 28. (12x+5y)
291, (y+6) 205, [’-z‘m]z

292, {m-.ﬁ]z 296, [E- i]z

Factoriza los trinomios de la forma »® + bx + ¢
299. (x+5)(x+4) 303, (a+6)(a-2)
04 (y+5)(r-4
5. (n-9)(n+7)

306. (z=9)(z+2)

307. (x-12)(x+4)
300. {:-11)(;:-1) 308. {nﬂ)(x-u]
301. (m+4)(m+3) 309. (a~76)(a+ 5b)
302, (x-6)(x-3) 310. (y+14)(y-12)

Factoriza los trinomios ax? + bx + ¢

311, (3x-2)(x-4) 315, (x-4)(2x+3) 9. (y-2)(5r-2)
320. l:x-z){-i:'-l'r)
1. (y+3)(7r-5)

02, (4r-1)(5x+1)

312, (%a+2)(2a+1) 316, (2m+3)(3m+1)

313, (x-3)(4x+1) 317. (26+5)(36-5)

34 (x-1)(5x-2) 38 (x-2)(2r+1)

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

03, 5=-2 332, "23_2 340, x--%
324 y=1
R =d 333, y=-d ML, gm—i2
326, x=2 B 29
5 33, x=0
R F= 335, x=0 M2, ymil
] 336, xm=—
Moo M3, y=-16
1 il
329. I--i 337 x 3 ML x=—
30, x=-1 338, No hay solucién
9 Py
A, i i 1K
= 339, x=-2

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

M5, xm-d x=-3 353, I-;—'.I-l

M5, xmllx=l 3
M7, x=-§x=-4 354, I-'i-x-‘l
MB, x=m—Gxml
M9 xr=6ax=3 355, ,r-g,x--;!,
350, x=9x==7 7
51, y=-5,y=4 36 -2 -1
352, a=-8,a=6 3 2
Resuelve los siguientes sistemas:
357, x=3y=l 363, x=5,y=1
A58, xm3 =l
354, xm> yuit

359, r=ly=-1 13 13

1
%0, s=ly=-3 s, am2pud
Bl x=lynd 366, xmd,ym-2

362, x‘-—l_)r-—4
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Tabla de valores de las funciones trigonométricas

Grados Radianes Sen tan Ctg Cos
o° oo 0000 000d L00ad 1.04000 1.5708 20" 0O
10 D029 0024 0029 34377 1.0000 1.5679 50
20' 0058 o058 0058 171.89 1.0000 1.5650 40
a0 .ooar .ooar .ooay 114.59 1.0000 1.5621 30
4 0116 0116 0116 B5.940 9999 1.5582 20
50 0145 0145 0145 68.750 58499 1.6663 0
1° 00° 0Ta 01TE 0175 57.280 _gogg 1.5533 Ba* 0o
10 0204 0204 0204 49,104 9998 1.5504 50
20' 0233 0233 0233 42 964 9997 1.5475 40
ao 02g2 0262 0262 34.188 _Soar 1.5445 3o
40 02a1 023 0291 34.368 G096 1.5417 20
50° 0320 0320 0320 31.242 8095 1.5388 10'
2° oo 0349 0348 0348 28.635 9094 1.5358 ga* 0o
10 037Ts 0378 0378 26.432 9993 1.5330 50
20 o407 0407 0407 24 542 9092 1.5301 40"
Ao D436 0435 D437 22.904 5830 1.5272 a0
40 D485 0465 D468 21.470 9989 1.5243 20
50 0485 0494 04495 20.206 9088 1.5213 10
3% oo’ 0524 0523 0524 19.081 9085 1.5184 87" 0O
10 0553 0552 0553 18.075 BO85 1.5155 50
20 0582 0581 0582 17.1649 9883 1.5126 40
3o 0611 0610 0B12 16.350 -2aa1 1.5087 a0
a0 DE40 0540 0641 15,605 9950 1.5068 20
50 DEEa NB6Y 0670 14.924 98978 1.5039 10
4° 00" 0695 J0E38 0E39 14.301 9878 1.501 86" 0O
10 orar orer ov2g 13.727 5974 1.4981 50
20 0756 0756 0758 13.197 9471 1.4952 400
an .OTRS Rk .ova7 12.708 2869 148923 3o
20 0814 0814 0818 12,251 067 1.4893 20
50 0844 0a43 gds 11.826 9064 1.4864 0
5° 00" 0873 narvz J0ATS 11.430 9062 1.4835 a5* o'
10 0902 0901 0904 11.058 8459 14806 50
20 0931 0929 0934 10.712 9957 14777 40
an _0BE0 {0858 08963 10385 B854 1.4748 3o
40 989 02a7 0992 10,078 9951 1.4719 20
50 1018 018 022 9.7882 9048 14680 0
8° 00" 1047 1045 1051 0.5144 9045 1.4681 247 0O’
10 1076 1074 080 9.2553 G842 1.4632 50
20 1105 1103 1110 9.0058 9939 1.4603 40"
3o 1134 1132 1138 B.77689 5836 1.4573 ao'
40' 1164 1161 1169 B.5555 9932 1.4544 20
50 1193 1190 1198 B.3450 9029 1.4515 0
7° 00 1222 1219 1228 B.1443 9925 1.4486 23° 00’
o 1251 1248 1257 7.9530 B2z 1.4457 a0
20 1280 1278 1287 7.7704 9018 14428 40
30' 1309 1305 A7 7.5058 8914 1.4399 ao
alr 1338 334 AMG 74287 9911 1.4370 20
50 1367 V1363 1376 7.2687 20a7 1.4341 0
8° oo 13896 1382 1405 71154 9903 1.4312 az2® oo
1o 1425 1421 1435 6.9682 _BHA9 1.4283 a0
20 1454 1449 1465 6.5269 5894 1.4254 40"
3o 1484 1478 1485 6.6912 2890 1.4224 3o
ar 1513 507 1524 6.5606 SB56 1.4195 20
50 1542 1536 1554 64348 9881 1.4186 10
a° oo 1571 1564 1584 6.3138 9877 1.4137 81 oo
Cos Ctg tan Sen Radianes Grados
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Tabla de valores de las funciones trigonométricas (cont...)

Grados Radianes Sen tan Cig Cos
9° 0Q' RETE 1564 1584 6.3138 BT 1.4137 81" oo
10 1600 1593 614 6.1970 0872 1.4108 50
20 1629 1622 1644 6.0844 0868 1.4079 40
30 1658 650 673 58758 8863 1.4080 30
40 AGET 679 AT03 58708 G858 1.4021 20
50 AT6 AT08 A733 5.76894 9853 1.3682 10
10° 00" 1745 AT36 ATEI 56713 9848 1.3963 80° oo
1 774 ATES 1793 55764 9843 1.3934 50
20 L1804 794 1623 54845 9838 1.3904 40
' 1833 1822 1853 5.3955 9833 1.3875 30
40 1862 1851 1883 5.3093 0827 1.3846 20
a0 RE:ED 880 1914 5.2257 0522 1.3817 10
117 00 1920 1908 1944 51446 8816 1.3788 79° 0O¢
) 1949 1937 1974 5.0658 881 1.3759 50
20 1978 1965 2004 4,2894 9805 1.3730 40
3 2007 1994 2038 4.9152 9790 1.3 3
40 2036 2022 2065 4 8430 9793 1.3672 20
500 .2085 2051 2095 4.7729 Ry 1.3643 10
12° 00" 2094 2079 2126 4. 7046 ATE 1.3614 78" OO
i) 2123 2108 2156 4 5382 9775 1.3584 S0
i 2153 2136 2186 45736 8769 1.3555 40
3 2182 2164 2217 4.5107 B7e3 1.3526 ar
40 2211 .2193 2247 4.4494 9757 1.3497 20
500 2240 vy 2278 4.3887 8750 1.3468 10
13° 00" 2269 L2250 L2309 4.3315 B744 1.3439 77 o
1 .2298 2278 .2339 4 2747 8737 1.3410 a0
20 2327 2306 2370 4,2193 BT30 1.3381 40
ko 2356 2334 2401 41653 o724 1.3382 3
40 2385 .2363 2432 41126 9T7 1.3323 20
50 2414 .2391 2462 40611 4710 1.3294 10
14° 00" 2443 2419 .2493 40108 8703 1.3265 76° OO
1w 2473 2447 2424 39617 9606 1.3235 50
i 2502 2476 2555 38136 9689 1.3206 40
a 253 .2504 2586 3.8687 RLR 1.3177 30
40 L2560 2532 2617 3.8208 9674 1.3145 20
A0 2589 (2560 2648 37780 R 1.3119 10
15° 00" 2618 .2588 2679 37321 8659 1.3080 75° 007
i) 26547 2616 2T 3.6881 8652 1.3061 ar
20 2676 2644 2742 3.6470 B644 1.3032 40
k1) 2705 2672 2773 3.8058 9636 1.3003 i)
40 2734 2700 .2805 3.5656 9628 1.2974 20
500 2763 2728 L2836 3.5261 8621 1.2845 10
167 00" 2793 2756 (2867 34874 9613 1.2815 747 00
0 2822 2784 .2899 3.4495 9605 1.2888 50
20 2851 2812 2931 34124 0596 1.2857 40
3 .2880 2840 2962 33758 RLTE) 1.2828 3
40 2909 2868 .2994 3.402 8580 1.2794 20
50 2838 2896 3028 33052 0572 1.2770 10
17° 00" 2967 2924 3057 3.2709 8563 1.2741 73° oo
) 2996 .2952 L3089 3231 9555 12712 S50
20 3025 2979 G129 3.2041 0546 1.2683 40
3 3054 3007 3153 31786 537 1.2654 iy
40 3083 .3035 3185 3.1397 8528 1.2625 20
500 13 3062 3217 3.1084 .9520 1.2595 10
1687 00" 3142 .3090 .3249 30777 8511 1.25566 72° oo
Cos Cig tan San Radianas Grados
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Tabla de valores de las funciones trigonométricas (cont...)

Grados Radianes Sen fan Ctg Cos
18° 00 3142 3000 3249 30777 8511 1.2566 T2" 00
10 il | 118 A28 3.0475 4502 1.2537 50
20 3200 3145 A314 J01va 2492 1.2508 40
o 3229 3173 336 2.9887 BdR3 1.2479 an
40 3258 3201 3378 2.9600 5474 1.2450 20
50 3287 3228 3411 2.9319 2465 1.2421 L'
197 Q0 3316 3256 3443 2.8042 8455 1.2382 T1° 0y
v 3345 3283 3478 28770 B446 1.2383 s
20 3374 33N 3508 2.8502 8436 1.2334 40
w 3403 3338 3541 28239 8426 1.2305 a
40 3432 3365 3574 2.7980 8417 1.2275 20'
50 3462 3393 3607 27725 8407 1.2246 10'
20° 0O 34491 3420 3640 27475 9397 1.2217 70" 0O
10 3520 3448 3673 27228 9387 1.2188 50'
20 3549 3475 3706 26985 8377 1.2159 40
ki 3578 3502 3739 26745 B36T 1.2130 ki
40 307 3529 AT 2 6511 8356 1.2101 20
A JB36 3857 3805 26279 8348 1.2072 10
217 00 3665 35684 3839 26051 8336 1.2043 69" 00’
10 3684 A1 a2 25826 8325 1.2014 a0
20 AT23 3638 3806 2.5605 8315 1.1985 40
w 3752 3665 3939 2.5386 9304 1.1956 30
40 3782 3692 3973 25172 9293 1.1926 20
B 3811 A719 ADDE 2.4960 5283 1.1897 10
22° oo 3840 3748 AD4Q 2.4751 8272 1.1888 Ga" Dl
10 3889 3773 ADT4 2.4545 9281 1.1839 50'
20 3895 3800 A108 24342 5250 1.1810 a0
w 3927 3827 A142 24142 9239 1.1781 ki1
40 3956 3854 A176 2.3845 8228 1.1752 20
a0 3985 3881 A0 23780 8216 1.1723 10°
23° o' 4014 3907 A245 2.3559 2205 1.1694 67" 00
10 AD43 3934 AZT9 2.3369 0194 1.1665 50'
20 A0T2 3961 A4 2.3183 9182 1.1636 40
ki A102 3987 A48 2.2994 817 1.1606 30
40 A131 A014 A383 22817 8158 1.1877 20
a0 A160 A4 Ad1T 22637 8147 1.1548 10
247 00 4189 ADBT 4452 22460 8135 1.1519 66" 0O’
10 AZ18 ADS4d A487 22286 8124 1.148 50
20 AZ4T 4120 4522 22113 a1z 1.1461 40"
w A2TE A147 AS5T 2.1843 8100 1.1432 R
40 4305 A173 A592 21775 8088 1.1403 20
a0 4334 A200 AG2E 21609 8075 1.1374 10
25° 00 A3 A226 ABG3 2.1445 063 1.1345 65" DO
10 4392 A253 AB99 21283 8051 1.1316 50'
20 4422 AZTY AT34 21123 2038 1.1286 47
w 4451 A305 ATT0 2.0965 8028 1.1257 ki
40 A4B0 4331 ABDE 2.0809 8013 1.1228 20
50 4509 A358 AB41 2.0655 8001 1.1199 10'
26° 00 4535 4384 ABTT 2.0503 2088 1.117 64° 00’
10 A56T A410 A913 2.0353 BATS 1.1141 50'
20 A586 A436 4850 2.0204 B9G62 1.1112 40
o’ 4625 4462 4988 2.0057 BB45 1.1083 g
40 654 4488 A022 1.8912 8536 1.1054 20
a0 ABR3 A514 5058 1.9768 8823 1.1025 10
277 ag 4712 4540 5095 19626 BB10 1.0996 53"
Cos Cig tan Sen Radianes Grados
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Tabla de valores de las funciones trigonométricas (cont...)

Grados Radianes Sen tan Cig Cos
27° o0 AT2 4540 5095 1.9626 BE10 1.0994 63" 00’
1o AT41 4566 5132 1.9486 Bagy 1.0968 500
20 4771 4592 5169 1.8347 .Basd 1.0837 40
3o AB00 AB1T 5208 1.8210 .BBT0 1.0808 an
40 ABZD 4643 5243 1.9074 BEST 1.0879 20'
S0 4858 4569 5280 1.8940 5843 1.08%0 1w
287 D ABET 595 Ay 1.8B07 .BBZG9 1.0821 B2° 00
1w 4916 4720 5354 1.8876 .B816 1.0792 B
20 4945 AT46 5392 1.8546 a0z 1.0763 40
kv 4974 4772 5430 1.8418 8788 1.0734 30
ar 5003 ATa7 5467 1.8291 8774 1.0705 20
50' 5032 4823 5505 1.8165 BTE0 1.0676 10
29° 00 5081 4848 5543 1.8040 (BT46 1.0847 817 00’
10 501 4874 5581 1.7917 8732 10617 a0
20 5120 4898 5618 1.7796 8718 1.0588 40
a0 5148 4924 GESR 1.7675 BI04 1.05589 3o
a0 5178 48350 5696 1.7556 BEES 1.0530 20
50 B207 A975 AT35 1.7437 BETH 1.0501 o
30° 00 5236 L5000 5774 1.7321 BEE0 1.0472 &0° 00’
o 5265 5025 5812 1.72058 BG46 1.0443 a0
20 5284 .5050 5851 1.7080 BE31 1.0414 40
a0 5323 5075 .5890 1.6977 8616 1.0385 3
40 5352 .5100 5830 1.6864 -BE01 1.0356 20
50' 5381 5125 5969 1.6753 B5ET 1.0327 10
ch Rl A4 5150 6009 1.66843 B5TZ 1.0287 58° 00
1w 5440 8178 6048 1.6534 BRET 1.0268 a0
20' 5469 5200 6088 1.6426 8542 1.0238 40
a0 5498 5225 6128 1.6318 8526 1.0210 3o
4 5527 5250 G168 1.6212 .B511 1.0181 20
50' 5556 5275 6208 1.6107 8496 1.0152 10
32° 00 5585 .5299 G249 1.6003 480 1.0123 567 0O
10 5E14 5324 6289 1.5900 8465 1.0094 50
20 5643 5348 6330 1.5798 8450 1.0065 40
a0 5872 BaT3 8371 1.5697 434 1.0038 3o
40 AT 5398 G412 1.5687 8418 1.0007 200
50 BT30 5422 G453 1.5487 8403 a7 10
33" 00 5760 5446 G494 1,53988 B387 8948 57 00
10 5789 5471 (6536 1.5301 B3 8914 an'
20 5818 5459 BaTT 1.5204 .B355 9880 a0
30 5847 5519 6619 1.5108 B339 9861 3w
40 5876 5544 BE61 1.5013 .B3z23 8832 20
50' 5805 5568 6703 14918 B30T 9803 i[5
34" D 5934 .5592 6745 1.4826 8280 a7Td 56 0O
10 5963 56186 8787 1.4733 B2T4 9745 50
20 5992 5640 8830 1.4841 5258 8716 40
30" 021 5664 6873 1.4550 B241 9687 30
4 GOS0 Rttt 6916 1.4480 8225 8857 20
50° SGOB0 BT12 6958 1.4370 .B208 9628 10
357 00 6109 5736 002 1.4281 8192 9589 55° 00
10 6138 5760 046 1.4193 8175 9570 a0
20 G167 5783 089 1.4106 .B158 9541 40'
30 61896 5807 7133 1.4019 Bia 8512 30
40 G225 .5a3t 17T 1.3834 8124 9483 200
50 G254 .5A54 722 1.3848 8107 9454 1o
367 00 6283 BHTE T265 1.3764 B80S0 8425 54% 00
Cos Clg tan San Radianas Grados
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Tabla de valores de las funciones trigonométricas (cont...)

Grados Radianes Sen fan Ctg Cos
36° 00 B283 5378 7265 1.3764 BOA0 8425 54° 00
10 B312 5901 T30 1.3680 BOTS 9398 50'
20 B34 5825 7355 1.3587 B056 JBaaT 40
o BIATO 59458 7400 1.3514 AA03s 5338 k1
40 B400 5972 7445 1.3432 021 .9308 20
50 6429 5995 7490 1.3351 8004 9279 10
arag BA5E EO18 7538 1.327T0 7986 5250 53" Y
v B48T B041 7581 1.3190 7969 o221 50’
20 B516 BOBS 7627 1.3111 7951 9192 40
w 6545 6088 TJ673 1.3032 7934 9163 an
40 6574 5111 Jr20 1.26854 7916 8134 20'
50 6603 6134 7766 12876 .TH98 8105 10'
38° 00" 6632 B157 7813 1.2794 7880 0076 52° 00
10 6661 6180 7860 1.2723 7862 9047 50'
20 BEI0 6202 7907 1.2647 7844 8018 40
ki BT20 B225 7954 1.2572 .TH28 BOBE i
40 B749 G248 B2 1.2487 FHO8 (B859 20
A BTTE BZT1 B0&0 1.2423 a0 (B830 10
397 oo BEOT G293 B098 1.2349 Nars| .BA01 51° 00’
1 BE3G G318 B4 1.2276 FTh3 BAT2 80
20 GBS 6338 8185 1.2203 JTas [BB43 40
w G884 561 8243 1.2131 716 8814 '
40 BY23 5383 8292 1.2059 THIE 8785 20
50 B952 G406 8342 1.1988 7679 A756 10
40° 00 GOAE1 G428 B3m 1.1918 TBE0 BT2r 50" 00
10 010 5450 8441 1.1847 TH42 8698 50’
20 7039 6472 8491 11778 7623 .BE68 4
w T069 6404 8541 1.1708 T804 B39 k1
40 T098 6517 8591 1.1640 7585 .B&10 20
a0 T127 6539 B42 116871 7566 8581 10
41700 7156 6561 BHIG 1.1504 T54T 8552 497 00
10 7185 6583 BT44 1.1436 7528 8523 50'
20 T214 G0 BT96 1.1369 7509 8494 40
ki 7243 BE26 BE4T 1.1303 7490 B465 ki
40 T272 BE4E BEGY 1.1237 TATO (B8 20
B T3 BETD 8952 1.1171 451 BT 10
42° 00’ 7330 BB 8004 1.1106 7431 JB3TE 48" 0O
10 et ] ET13 8057 1.1041 Fa412 (B348 50
20 J2849 BT A110 1.0977 raaz 8319 40"
w T418 6756 8163 1.0813 J3ar3 L8290 k0
40 7447 &7 8217 1.0850 7353 8261 20'
a0 T4TE 6799 2271 1.0786 7333 8232 10
43° 00 7505 BE20 9325 1.0724 7314 .B203 477 0O
10 7534 G241 9380 1.0661 7294 8174 50'
20 7536 6862 9435 1.05949 7274 8145 47
w 7582 6384 9430 1.0538 7254 8116 3w
40 7621 B905 9545 1.0477 7234 .BOST 20
50 TE50 6926 9601 1.0416 7214 .BO58 10'
447 0’ TET9 6947 9657 1.0355 7193 .B029 46" 00
10 7708 6967 8713 1.0295 T173 7899 50'
20 7738 6588 87T 1.0235 .7153 7970 40
o J76T 7009 a2y 1.0176 133 .rad '
40 J796 F03g B84 1.0117 112 a2 20
a0 7825 7050 8942 1.0058 Joaz .7HE3 10
457 00 TB54 JoT1 1.0000 1.0000 FoT .FA54 45° (W
Cos Cig tan Sen Radianes Grados
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La Geometria Euclidiana es, sin duda, una de las ramas mas visuales de las Matematicas; parte de
definir cosas simples y por medio de teoremas construye el universo de esta disciplina.

Por su parte, la Triggpnometria estudia las relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo, a la
vez gue tiene muchas aplicaciones dentro de las Matematicas y otras ciencias como la Astronomia o
la Geografia, las cuales requieren de teécnicas de triangulacion para resolver sus problemas o hacer
las mediciones necesarias.

También se contemplan las funciones trigonometricas desde su definicion, calculo, graficas, identi-
dades hasta ecuaciones con aplicaciones en la solucion de triangulos rectangulos y oblicuangulos.
Ademas, como un elemento extra, se muestra la forma trigonomeétrica de los numeros complejos.
Cada tema se desarrolla con la teoria justa y brinda al lector un gran numero de ejemplos para
facilitar el aprendizaje, asimismo evalla con ejercicios los conocimientos previos que cada tema
exige del estudiante.

Este libro es la referencia inmediata para entender, aprender y visualizar a la Geometria y a la Trigo-
nometria como herramientas fundamentales en el estudio de las Matematicas.

La obra estudia en 17 capitulos: conceptos basicos como angulos, rectas, triangulos, cuadrilateros y
poligonos con sus respectivas definiciones de teoremas y aplicaciones. También avanza en perime-
tros, transformaciones (escalas, simetria axial y central), areas y volimenes de figuras geométricas.

Sin duda alguna este material es una herramienta importante para los profesores, quienes encon-
traran en sus paginas una ayuda invaluable para practicar con sus alumnos y reforzar aguellos
temas que se necesitan para iniciar cursos mas avanzados como Geometria Analitica o Calculo
Diferencial e Integral.

El Colegio Nacional de Matematicas reune a sus docentes con mayor experiencia para escribir este
libro que desarrolla la habilidad indispensable para el estudiante y que refuerza los conocimientos
adquiridos en el aula.

Por todo ello, Geometria y Trigonometria es un libro que no puede faltar en la biblioteca personal de
cualquier estudiante o profesor.

Para obtener mas informacion acerca del Colegio Nacional de Matematicas visite:
www.conamat.com
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