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Prefacio

La version original del libro de Geometria Plana de Barnett Rich ha sido reimprimida unas 22 veces desde que fue publi-
cado originalmente en 1968. El reto al revisar este texto fue actuzlizar el material tantas veces como fuese necesario
para que mantuviera la prosa y la pedagogia necesarias para su éxito. En el caso de Geomelria Plana, el reto fue par-
ticularmente grande. El dominio de la geometria y su pedagogia por parte del Dr. Rich fue enorme. En conversaciones
que he tenido con antiguos estudiantes y con colegas del Dr. Rich se ha afirmado que su habilidad para convertir las
ideas en matematicas fue insuperable.

En esta revision he intentado mantener el "espiritu de explicacion” de Barnett Rich mientras se ajusta el libro a
lo que se ensefia actualmente en escuelas y colegios. Las anotaciones y la terminologia se han cambiado para igualar
las curriculas y los textos actuales. He cambiado las frases de 'segmentos comunes” y "'medicion de angulos™ a las
mas comunes, y he realizado cambios textuales para apoyar esa terminologia. Un capitulo sobre geometria transforma-
da ha sido agregado, se ha suprimido material no actualizade y han sido modificados los problemas complementarios.

Agradezco a mucha gente por su ayuda durante esta revision: a John Aliano, editor con mas antigliedad en
McGraw-Hill, por su gran confianza; a Brother Neal Golden, por su cuidadosa revision a la primera edicion; al Dr, Paul
Zuckerman, quien me presenté a Jean Rich, esposa de Barnett Rich, quien a su vez me permitic el acceso a la bibliote-
ca del Dr. Rich y ayudé con apoyo y amistad; a mi esposa Jan Z. Schmidt y a mi hijo Reed Schmidt, quienes han sido
carifiosos apoyos en todo mi trabajo; y finalmente, al Dr. Rich por proporcionarme tan rico texto para revisar y por ense-
fiar geometria tan significativamente a tanta gente.

PHILIP A. SCHMIDT
New Paltz, 1988




Prefacio a la primera edicion en inglés

El proposito de este libro es el ser de gran ayuda par= los alumnos en el aprendizaje de la Geometria y un excelente
auxiliar didactico para los maestros en la ensefianza de la materia.

PARA LOS ALUMMOS:

Este libro se ha disefiado para Ile_wa'r a los alumnos mas alla de los objetivos fijados por los libros ordinarios y convencio-
nales sobre la materia. Los alumnos encontraran de gran utilidad este texto:

— Al aprender cada regla, formula y principio

Cada regla, formula y principio se enuncia con claridad, se distingue del resto del texto, tiene relacién con sus co-
rrelativos y se ilustra con claridad mediante el uso de ejemplos.

— Al estudiar cada conjunto de problemas resueltos

Cada conjunto de problemas resugltos se utiliza para clarificar y aplicar las reglas y principios mas importantes.
Su clasificacion se indica con un titulo.

— Al integrar cada conjunto de problemas complementarios

Los problemas complementarios dan una explicacion mas ampI}a de las reglas y principios. Un nimero de referen-
cia para cada conjunto remite al alumno al conjunto de problemas resueltos. Existen mas de 200 problemas adicionales
y las respuestas para cada problema se localizan al final del libro.

— Al integrar el estudio de la Geometria plana

~ Esta obra integra el estudio de la Geometria plana con la Aritmética, Algebra, Trigonometria numeérica, Geometria
analitica y Logica. Para llevar a cabo esta integracion:

Se dedica un capitulo para la Geometria analitica.
Usn c=pitulo con las pruebas desglosadas y los planos de cada teorema.

. Un capitulo gue explica en forma detallada veintitrés construcciones geométricas basicas e incluye, conforme
== yan pecesitando, principios geométricos elementales.

3s de metodos de comprobacion y perfeccionamiento en los que se presentan las ideas fundameniz-

—hlﬁaw propias de este nivel. :
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(e)  En este libro se insiste en la importancia de la Algebra para la solucién de problemas geométricos mediante el
uso de simbolismos, ecuaciones y comprobaciones algebraicas.

— Al aprender la Geometria por medio del estudio autodidacta

La estructura del libro favorece el autodidactismo. Al alumno avanzado le permite alcanzar los objetivos de un cur-
so normal en menos tiempo. A los alumnos menos capaces, la presentacion de diversos ejemplos y soluciones propor-
cionan la ayuda necesaria para superar sus deficiencias y de esta forma continuar con el curso y, al mismo tiempo,
obtener cierta habilidad y confianza.

— Al ampliar la Geometria plana a la Geometria espacial

Se incluye un capitulo para la extensién de la geometria de dos planos a la geometria tridimensional. En la actuali-
dad, y muy en especial en esta etapa, es muy importante que el alumno comprenda que los principios fundamentales
del espacio son el resultado de los principios aprendidos en la Geometria plana.

PARA EL MAESTRO:
Los maestros de Geometria encontraran de suma utilidad este texto:

— Al ensefiar cada capitulo

Existe un tema central unificador en cada capitulo. Este, a su vez. tiene de dos a diez subdivisiones. Estas Gltimas
se ordenaron de acuerdo a su grado de dificultad para mejorar la ensefanza.

— Al ensefar cada subdivision

Cada subdivision contiene el material y los problemas necesarios para impartir una leccién completa desarrollando
los principios relativos.

— Al hacer la encefianza mas eficaz

El uso apropiado de los problemas resueltos permite a los alumnos entender Iz forma en que ios principios se apli-
can en situaciones diversas. Por medio de la solucion de problemas se aprenden las Matemaiicas correctamente —ha-
ciendo Matematicas—. Para que la clase logre su objetivo, los alumnos deben anstar las solucicnes y entender el por-
qué y el como de cada paso. Una vez que ¢l alumno comprende el come se aplica un principio a un problema resuelto,
estara listo para aplicarlo a un problema complementario. La Geometria no se aprende a iravés de la lectura de un libro
de texto o la memorizacion de un conjunto de formulas. No es hasta gue se han solucionado gran variedad de proble-
mas relativos al tema cuando el alumno obtiene una mejor comprension de la Geemetria plana.

— Al hacer la ensefanza mas eficaz por medio del trabajo en casa

La preparacion de la clase y la realizacion de tareas relativas a los problemas se facilita gracias a que los problemas
complementarios de este libro se relacionan con los problemas resueltos. Se debe dar mucha atencién al principio rec-
tor y a los pasos mas importantes que se siguieron para la solucién de los problemas resueltos. Despueés de esto, el
alumno puede repetirlos y mas tarde hacer los problemas complementarios que se relacionan con los anteriores.

OTROS QUE ENCONTRARAN MUY UTIL ESTE LIBRO:

Ademds de los maestros y alumnos, este libro puede ser de gran utilidad para otras personas. Este grupo incluye a
los padres de los estudiantes de Geometria que deseen ayudar a sus hijos apoyandose en los materiales autodidacias
del libro 0 que quieran repasar sus conocimientos sobre la materia para auxiliar a sus hijos adecuadamenie; 2 los jefes
de departamento que quieran enriquecer su material bibliografico en Geometria o que guieran mejorar I2 calidad de

la ensenanza de la materia, y a las personas que se esfuerzan por repasar el tema o que desean estudiario oor =4 propia
cuenta.



Lineas, angulos y triangulos

1.1 ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA GEOMETRIA

La palabra geometria se deriva de los vocablos griegos geos (tierra) y metron (medida). Los antiguos egipcios, chinos,
babilonios, romanos y griegos utilizaron la geometria en la agrimensura, navegacion, astronomia y otras labores préacticas.

Los griegos trataron de sistematizar los datos geométricos que conocian estableciendo razones logicas y relacio-
nes entre ellos. El trabajo para sistematizar los hechos y principios geométricos por hombres como Tales de Mileto (600
a. de J.), Pitagoras (540 a. de J.), Platon (390 a. de J.) y Aristoteles (350 a. de J.) culminéd con el texto sobre geometria
intitulado: Elementos, escrito por Euclides airededor de 325 a. de J. Este texto tan extraordinario se ha utilizado por
méas de 2 000 afos.

1.2 TERMINOS INDEFINIDOS DE LA GEOMETRIA: PUNTO, LINEA Y PLANO

1.2A  Punto, linea y plano son términos indefinidos

En estos términos indefinidos se basa la definicion de todos los términos geométrico’s‘ Se les puede dar un significado
por medio de descripciones. Sin embargo, las descripciones que aparecen en seguida no deben considerarse como
definiciones.

1.2B  Punio

Un punte sélo tiene posicidn. No tiene longitud, anchura o grosor.

Se representa al punto por medio de un “'punto dibujado’. No debe olvidarse, sin embargo, que el “punto dibuja-
do' representa al concepto de punto pero no es un punto conceptualmente, al igual que un “punto dibujado™ en un
mapa representa una localidad pero no es la localidad misma. Un “punto dibujade™, a diferencia de un punto concep-
tual, tiene tamario.

Se designa al punto corceptual por medio de una letra maytscula junto al punto dibujado, esto es: i

1.2C Linea

Una linea tiene longitud pero no anchura o grosor.

Una linea puede representarse por medio de un gis en una pizarra o0 por una banda de caucho estirada.

Una linea se designa con letras mayusculas en dos puntos cualesquiera sobre ella o con una letra mintscula; esto
5] = = 5 / (] :‘IB

A i C D

Una linea puede ser: recta, curva, o una combinacion de ambas. Para entender como difieren las lineas, piense
en que una linea se genera por un punto en movimiento. Una linea recta, tal como «——____, es generada por un punto
que se mueve siempre en la misma direccion. Una linea curva, tal como »~~ ™, por un pumo gue se musve cambiando
de direccién continuamenie.
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Dos lineas se intersectan en un punto.
Una linea recta puede extenderse en forma ilimitada; en cualquier direccion indefinidamente.
Un rayo es la parte de una linea recta que comienza en un punto dado y que se extiende en forma ilimitada en

una direccion: AB y /designan rayos.

En este libro, a menos que se indique otra cosa, se utilizara Ia palabra linea para representar una “‘linea recta’’.

1.2D Planos

Un plano tiene longitud y anchura pero no espesor. Puede representarse por medio de una pizarra o el lado de una
caja; sin embargo, recuerde que éstas son representaciones del plano, pera no planos realmente.

Una superficie plana (o plano) es una superficie tal que si una linea recta conecta dos puntos cualesquiera, ésta
queda contenida en ella en forma total. Un plano es una superficie plana.

La geometria plana es la geometria de las figuras planas —agquellas que pueden trazarse sobre un plano. A menos
que se indique ofra cosa, en este libro la palabra figura significara “figura plana’.

PROBLEMAS RESUELTOS

1.1 ILUSTRACION DE TERMINOS INDEFINIDOS
Punto, linea y plano son términos indefinidos. Indique cuél de estos términos se ilustra con: (a) la cubierta de un
escritorio; (b) una pantalla cinematografica; (c) el filo de una regla; (d) un hilo en tension: (e) la punta de un alfiler.

Soluciones

(a8) Plano (b) plano (c) linea (d) linea (e) punto.

1.3 SEGMENTOS DE LINEA

Un segmento de linea es la parte entre dos puntos de una linea recta, incluyendo estos dos puntos. Se designa por
las letras mayusculas que representan a estos puntos o por una letra mintscula. Asi AB o ¢ representan el segmento de
linea A——8 entre A y B.

La expresion segmento de linea recta puede restringirse a segmenio de lineza o segmento, si el significado es cla-
ro. De esta forma, AB y segmento AB significan “‘el segmento de linea recta A8

1.3A  Divisién de un segmento de linea en partes

Si dividimos un segmento de linea en partes:

1. Lalongitud del segmento completo es igual a la suma de las longitudes de sus partes. Notese que la longitud de AB
se designa por AB.

2. Lalongitud del segmento de linea completo es mayor que Ia longitud de cualquiera de sus partes.

a b c

Supéngase que AB se divide en tres partes de longitud a, b, y ¢, esto es: 4 B. Entonces

AB = a + b + c. También, AB es mayor que a; lo que se denota como: AB > a.

Si .n segmento de linea se divide en dos partes iguales:
1. El punto de divisién es el punto medio del segmento de la linea.

2. Se dice que una linea bisecta el segmento cuando pasa por el punto medio de un segmenio.



1 LINEAS, ANGULOS Y TRIANGULOS 3

Como AM = MB en la figura 1-1, M es el punto medio de AB, y CD bisecta a AB. Puede observarse que dos

segmentos de linea son iguales marcando en ellos el mismo niimero de trazos equidistantes. Nétese que AM y MB
estan marcadas con un solo trazo.

3. Sitres puntos A, B y C estén sobre una linea, decimos que son colineales. Si A, B y C son colineales y AB +

—_

BC = AC, entonces B esia enire Ay C (Fig. 1-2). e T

P e g —T]

&)

A } t B

D

Fig. 1-1

1.3B Segmentos congruentes

Se dice que dos segmentos de linea son congruentes si tienen la misma longitud. De aqui que, si AB = CD, entonces
AB es congruente con CD, y se denota como AB = CD.

PROBLEMAS RESUELTOS

1.2  IDENTIFICACION DE SEGMENTOS DE LiNEA Y PUNTOS
(Fig. 1-3.)

(a) Identifique cada uno de los segmentos de linea indicados.
(b) Identifigue los segmentos de linea que se intersectan en A.
() ¢Que otro segmento de linea se pueds trazar?

(d) Identifique el punte de interseccién de CD y AD.

(e) Identifique el punto de interseccion de BC, AC y CD.

Soluciones

(a) AB.BC, CD, AC y AD. Estos segmentos pueden designarse intercambiando las letras; por lo que BA, CB,
DC CA y DA son correctos también.

(b)) AB,ACyAD
(c) BD
(d) D

e) C
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1.3 CALCULO DE LONGITUDES Y PUNTOS EN SEGMENTOS DE LINEA
(Fig. 1-4)

(@ Calcule la longitud de AB, AC y AF

(b) ldentifigue dos puntos medios.

(¢) Identifigue dos bisectores.

(d) ldentifigue todos los segmentos congruentes.

Soluciones

(a) AB =3 +7 =10 AC =5 + 5 + 10 = 20 AF = 5 + 5 = 10.
(b) E es el punto medio de AF: Fesel punto medio de AC.

(c) DE es bisector de AF; BF es bisector de AC. |

(d) AB, AF, y FC (todos tienen longitud 10); AE y EF (los dos tienen longitud 5).

Fig. 1-3

1.4 CIiRCULOS

Un cireulo es el conjunto en que todos los puntos de un plano son equidistantes ge un punio filo denominado centro.
El simbolo para un circulo es ©; para circulos, ®. Asi @O representa al circulo cuyo centro s O.

La cirounferencia de un circulo es la distancia alrededor del circulo (su perimetro). Contiene 360 grados (360°).

Radio es el segmerito que une el centro del circulo con un punto sobre el circulo (Fig. 1-5). De la definicion de
circulo, se deduce que los radios de un circulo son congruentes. Asi OA, OB, y OC en la figura 1-5 son radios de =Q
y OA = 0B = OC. -

Una cuerda es el segmento gque une dos puntos cualesquiera de un circulo. Asi AB y AC son cuerdas de Q.

Un digmetro es una cuerda que pasa por el centro de un circulo; es fa cuerda mas grande y tiene el doble de longi-
tud del radio. AC es un diametro de ©O.

Un arco es una parte continua de un circulo. El simbolo del arco es( "\, detal manera que AB represenia el arco
AB. Un arco que mide 1° es 1/360 de una circunferencia.

Un semicirculo es un arco que mide la mitad de la circunferencia de un circulo; y, por lo tanto, contiene 180°.
Un diametro divide al circulo en dos semicirculos. Por ejemplo, el diametro AC corta a o0 de la figura 1-5 en dos semi-
circulos.
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Diametro

Semicirculo
Fig. 1-5

Un angulo central es el angulo formado por dos radios. De modo que el dngulo entre los radios OB y OC es un
angulo central. Un angulo central de 1° forma un arco de 1°; asi, si el angulo central entre OF y OF en la figura 1-6
es de 1°, entonces el arco EF mide 1°.

Los circulos congruentes son circulos con radios congrusntes. De modo que si OF = O’ G, entonces 20 = a0’

e

Fig. 1-6

PROBLEMAS RESUELTOS

1.4 DETERMINACION DE LiNEAS ¥ ARcos EN UN CiRcuLO

En la figura 1-7, calcule: (a) la longitud de OC y AB; (b) la cantidad de grados en AD y (c) Ia cantidad de grados
en BC.

1007

Fig. 1-7
Soluciones

(8) Radio OC = radio OD = 12. Didmetro AB = 24,
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(b) Como el semicirculo ADB mide 180°, AD mide 180° — 100° = 80°.

(¢) Como el semicirculo ACB mide 180°, BC mide 180° — 70° = 110°.

1.5 ANGULOS

Un angulo es la figura formada por dos rayos con un punio en comtn. Los rayos son los lados del dngulo, mientras
que el punto termmal es su vértice. El simbolo para el angulo es /_ o 4; su plural es /<.
Asi AB ¥ AC son los lados del angulo de la figura 1-8 (2), y A es su vértice.

1.5A Notacién de angulos
Un angulo se puede designar de las siguienies formas:

1. Por medio de la letra del vertice, en &l caso de que sdlo exisia un angulo con este vértice, como [_B en la figura
1-8(b).

2. Por medio de una letra minuscula, colocada entre los lados de! 2ngulo y cerca de su vértice, como /_ao /[ _1en
la figura 1-8(c).

3. Por medio de tres leiras mayusculas; de forma tal que la letra gue corresponde al vértice, esté entre las otras dos,
correspondiendo estas ultimas a cada uno de los lados del angulo. En 12 figura 1-8(d), [_E pusde denominarse
como [_DEG o [ GED.

B D

A ¢ B / \1 / G

E
(a) (b) ic) (d)

Fig. 1-8

1.5B Medicién de angulos

El tamafo de un angulo depende de gué tanto debe rotarse une de sus lados alreg=dor de! veértice, hasta que coincida
con el otro lado. Hemos escogido al grado como unidad de medida para angulos. La medida de un angulo es el numero
de grados que contiene. Escribiremos ml_A = 60° para denotar gue “'el angulc A mide 80°".
El transportador en la figura 1-9 muestra que el /_A mide 60°. Si AC es rotade alrededor de!l vértice A, hasta que
coincida con AB, la medida de rotacion seria de 60°.
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Al utilizar un transportador, debe asegurarse que el vértice del angulo coincida con el centro y que un lado coincida
con el diametro 0°-180°.

El tamafio de un angulo no depende de la longitud de los lados del angulo.

El tamafio de /B en la figura 1-10 no cambiaria si los lados AB y BC fueran mas largos o cortos.

El angulo formado por las manecillas de un reloj a las 3 horas mide 90°, sin importar qué tan grande o pequerio
sea el reloj, tal como se muestra en la figura 1-11.

La brujula de navegacion, que se muestra en la figura 1-12, se lee en el sentido de las manecillas del reloj de 0°
a 360°, empezando en el norte. Una rotacion de N a E corresponde a un cuarto de vuelta o 90°; una de NE a E corres-
ponde a un octavo de vuelta o 45°.

12 T

[
[

Fi_g. 1-11 Fig. 1-12

Con el objeto de medir angulos con mayor precision, dividimos 1° en 80 partes iguales, denominadas minutos.
Asi, 1° = B0 minutos = 60’. Para una precisién alin mayor, cada minuto se divide en 60 partes iguales denominadas
segundos. De esta forma, tenemos que 1° = 60"’y 1" = 60",

1.5C Tipos de angulos

1. Angulo agudo: un angulo agudo es un angulo gue mide menos de 90°.
Por lo tanto, en la figura 1-13, 2° es menor de 90°; esto se denota como a®<80°.

2.  Angulo recto: un angulo recto es un angulo que mide 90°.
En la figura 1-14, m(rt. L_A) = 90°. La esquina rectangular denota un angulo recto.

3. Angulo obtuso: un éngulo obtuso es un angulo que mide mas de 90° y menos de 180°.
En la figura 1-15, 90° es menor que b® y b® es menor que 180°; esto se denota por 90°<b°<180°.

Angulo recto

Angulo agudo
ng d 90°

Angulo obtuso

Fig. 1-13 Fig. 1-14 Fig. 1-15

4. Angulo derecho o rectilineo: un angulo derecho es un angulo que mide 180°.
Asi, en la figura 1-16, m(st. [_B) = 180°. Nétese que los lados de un angulo derecho estan en la misma linea
recta; pero no confunda un anguio derecho con una linea recta.

5. Angulo reflejo: un angulo reflejo es un angulo que mide mds de 180° y menos de 360°.
En la figura 1-17, 180° es menor de ¢c” y ¢® es menor de 360°; esto se denota como 180°<c°<360°.
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Angulo derecho 180°
- roten
A + n .

3 ¢

Fig. 1-16 i Fig. 1-17

1.5D0 Més sobre angulos

1. Angulos congruentes: son dangulos que tienen el mismo numero de grados. En otras palabras, siml_A = m[_B,
entonces | A=/ B.
Entonces en la figura 1-18, rt.. A = rt.L_B ya que ambos miden 90°.

Bisector D
L :

A B A
Fig. 1-18 Fig. 1-19

2. Biseclriz es una linea que divide un dngulo en dos partes congruentes.
Asi, en la figura 1-19, si AD bisecta a [ A, entonces [_1 = [ _2, (Puede comprobarse que dos angulos son
congruentes marcando sus arcos con el mismo numero de trazes equidistantes. Aqui los arcos de /= 1y 2 estan
marcados con un solo trazo.)

3. Perpendiculares: son lineas, rayos 0 segmentos gue se intersectan formando angulos rectos.

El simbolo para una perpendicular es L; para varias perpendiculares, 1=. En la figura 1-20, CDL1AB, de tal
manera que se forman los angulos rectos 1y 2.

G
(6) Mediatriz
Perpendiculares E > -F
PORMREI I
D H
Fig. 1-20 Fig. 121

4. Una mediatriz de un segmento dado es un bisector perpendicular al segmento gue ko bisecta.
En la figura 1-21, GH es el bisector L de EF: de modo que [ 1y [ 2 son angules recios y M es el punto
de EF.

PROBLEMAS RESUELTOS

1.5 IDENTIFICACION DE ANGULOS
Identifique los siguientes Angulos en la figura 1-22: (a) dos anguios obtusas; (b) un dngulo recto; (¢) un angulo dere-
cho; (d) un angulo agudo en D; (e) un angulo agudo en B..



1 LINEAS, ANGULOS Y TRIANGULOS ' 9

Soluciones

(a) | _ABCy [ ADB (o[ _1). Es posible designar a los angulos cambiando el orden de las letras: [ CBA y

[_BDA.
() LDBC (dy (20l BDC
(¢ [ADC (&) (30l ABD

1.6 ADICION Y RESTA DE ANGuULOS
En la figura 1-23, calcule (a) m[_AOC, {b) m/{_BOE, (c) la magnitud del angulo obtuso [ _AOE.

Soluciones

(@ mL_AOC = ml_a + mLb = 90° + 35° = 125°

(b)) m{_BOE =m{ b+ ml ¢+ mlLd= 35° + 45° + 50° = 130°

() mL_AOE = 360° —(mlL_a + mi_b + mlLc + ml_d) = 360° — 220° = 140°

1.7 CALcULO DE PARTES DE ANGULOS
Caleule: (2)  de un L_ recto; (b} £ de un [ derecho; (c) ; de 31°; (d) {; de 70°20".

Soluciones
(@  ¥90°) = 36° (GRS = 155° = 15°30"
{B) %180°) = 120° (@) H{70°20") = H(70°) + 4(20") = 7°2

1.8 CALcuLo DE ROTACIONES
En media hora, jqué rotacién realiza: (a) el minutero y (b) la manecilla que marca las horas de un reloj? ;Qué rota-
cion se necesita para voltear: (¢) del norte al sureste en direccion de las manecilias del reloj; (d) del noroeste al suroeste
en direccion contraria a las manecillas del reloj (Fig. 1-24)?
Soluciones
{a) En 1 hora, el minutero compleia un circulo de 360°. Por lo que en media hora recorre 180°.

(b) En 1 hora, la manscilla de las horas recorre , de 360° o 30°. Por lo gue en media hora recorre 15°.
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Fig. 1-24

(c) Sume una vuelta de 90° de norte a este y una vuelta de 45° de este a sureste para obtener 90° + 45°
= 1359 L.

(d) La vuelta de noroeste a suroeste es de }(360°) = 90°. \t:‘

1.9  MEDICION DE ANGULOS

Encuentre la medida del angulo formado por las manecillas del reloj en Ia figura 1-25, (a) cuando el reloj magca
las 8 y (b) cuando el reloj marca las 4:30.

Soluciones
(@  Cuando el reloj marca las 8, m/_a = }(360°) = 120°.
(b)  Cuando el reloj marca las 4:30, m{_b = 4(90°) = 45°.

Fig. 1-25 Fig. 1-26

1.10  ApLicacion DE ANGULOS EQUIVALENTES

En la figura 1-26, (a) identifique dos pares de segmentos perpendiculares; (5) calcule m/_a sim/_b = 42°; (¢) cal-
cule m{_AEB y ml[_CED. :

Soluciones

(a) Como [_ABC es un angulo recto, ABLBC. Como [_BEC es un angulo recto, BELAC.

(b) mla=90°—mlb =90°-42° = 48°.

(€) mL_AEB = 180° — m/[_BEC = 180° — 90° = 90°. m/ CED = 180° — m/ 1 = 180° — 45° = 135°,

1.6 TRIANGULOS

Un poligono es una figura plana cerrada y acotada; que tiene por lados segmentos de lineas rectas. Asi, la figura 1-27

muestra un poligono de cinco lados, denominado pentdgono; se le designa come pentagono ABCDE, con las literales
en el orden que aparecen.
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Bt ¢

Fig. 1-27 Fig. 1-28

Un tridngulo es un poligono que tiene tres lados. El vértice de un tridngulo es el punto en el que se juntan dos

de= sus lados. El simbolo para triangulo es A; para triangulos, A.

Un triangulo puede designarse por medio de tres letras mayusculas en cualquier orden o por medio de un nimero
romano dentro del simbolo. Asi, el tridngulo que se muestra en la figura 1-28 es AABC o Al; sus lados son AB, AC
v BC; sus vértices son A, B y C; sus angulos son L_A, LByl C.

1.6A Clasificacién de triGngulos

Los trigngulos se clasifican de acuerdo a los lados iguales que tienen o de acuerdo al tipo de angulos que poseen.

Triangulos de acuerdo al nimero de lados iguales que tienen (Fig. 1-29)

1. Tridngulo escaleno: un tridngulo escaleno es un triangulo gue no tiene lados congruentes.
Asf en el triangulo escaleno ABC, a # b # ¢. La letra minudscula utilizada para denotar cada uno de sus lados
corresponde a la letra mayuscula del vértice opuesto a éstos. Asimismo # significa "'distinto de’".

2. Tridngulo isdsceles: un tridngulo isésceles es un triangulo que tiene al menos dos lados congruentes.
Asi, en un triangulo isésceles ABC, a = c. Tales lados iguales se conocen como los lados del triangulo isosce-
les. El lado principal es la base b. Los angulos de cada lado de la base son los @bgulos base; el angulo opuesto
a la base es el angulo vértico o vértice.

3. Triangulo equildtero: un triangulo equildtero es un triangulo que tiene tres lados congruentes.
Asi, en el triangulo equildtero ABC, a = b = c. Notese que un triangulo equilatero &s un triangulo isosceles

tambien.
Triangul F
rlanlgu 0 Tridngulo B Equilateral
B escaleno isdsceles Triangle
¢ 24
¢ @
A > c A 5 C A . C
Fig. 1-28

Clasificacién de triangulos de acuerdo al tipo de éngulos que contienen (Fig. 1-30)

1. Tridngulo rectangulo: un tridangulo rectangulo es un triangulo que contiene un angulo recto.
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Asi, en el tridngulo ABC, [_C es el angulo recto. El lado ¢, opuesto al angulo recto, es la hipotenusa. Los lados
perpendiculares, a y b, son los catetos.

2. Tridngulo obtuso: un tridngulo obtuso es un triangulo que contiene un angulo obtuso.
Asi, en el triangulo obtuso DEF, [_D es un éngulo obtuso.

3. Tridngulo agudo: un triangulo agudo es un triangulo que contiene tres angulos agudos.
Asi, en el tridangulo agudo HJK, [ H, [ J y | K son angulos agudos.

B Triangulo Triangulo J Triangulo
rectangulo E obtuso agudo
. : >
C 5 A D ol H K
Fig. 1-30

1.6B  Llineas especiales en un triangulo

1. Bisectriz de un dngule de un tridngulo: 1a bisectriz de un angulo de un triangulo es el segmento o rayo que bisecta
un angulo y se extiende hasta el lado opuesto.

Asi BD, la bisectriz de /_B en la figura 1-31, bisecta {_B, haciendo [ 1 = [ 2.

2. Mediana de un tridngulo: la mediana de un triangulo es el segmento que va del vértice al punto medio del lado
opuesto.

Asi MB, la mediana a AC, en la figura 1-32, bisecta a AC, haciendo AM = MC.

B
B £ Modiatriz
Bisectriz ¥ bisectriz
A 2
A D 8 Q
Fig. 1-31 Fig. 1-32

3. Mediatriz de un lado: |a mediatriz de un lado de un trianguio es I2 linea que es perpendicular a este lado vy lo
bisecta.

Asi PQ. la mediatriz de AC en la figura 1-32 es perpendicular 2 AC y lo bisecta.

4.  Altura sobre un lado de un triangulo: una altura de un iriangule es el segmento que va desde el vértice hasta el
lado opuesto, y perpendicular a éste.

Asi BD, la altura sobre AC en la figura 1-33 es perpendicular a AC y forma los dngulos rectos 1 y 2. Cada
bisectriz, mediana y altura de un triangulo van desde el vértice al lado opuesto.

5. Alturas de triangulos obtusos: en un tridngulo obtuso, las alturas trazadas sobre cualquiera de los lados de! angulo
obtuso, sale del trianguio. 7,
Asi, en el triangulo obtuso ABC (ashurado) en la figura 1-34, ias alturas BD y CE estan fuera del triangulo. En
cada caso, un lado del angulo obtuso debe extenderse.



1 LINEAS, ANGULOS v TRIANGULOS 13

B Altura de un
triangulo
obtuso ABC

Altura

Fig. 1-33 Fig. 1-34

PROBLEMAS RESUELTOS

1.11  IDENTIFICACION DE TRIANGULOS Y sus PARTES

| En la figura 1-35, identifique () un triangulo obtuso, y (b) dos tridngulos rectangulos y la hipotenusa y caletos de
cada uno. (¢) En la figura 1-36, identifique dos triangulos isosceles; ademas identifique los lados congruentes, ei lado
no congruente y el vértice opuesto a éste ultimo.

A

Fig. 1-35 ' Fig. 1-36

Soluciones
(a) Como [_ADB es un angulo obtuso, AADB o All &s obtuso.

(6) Como [_C es un &ngulo recto, Al y AABC son tridngulos rectangulos. En Al, AD es la hipotenusa y AC
y CD son los catstos, En AABC, AB es la hipotenusa y AC y BC son los catetos.

(¢) Como AD = AE, AADE es un triangulo isdsceles. En AADE, AD y AE son los lados congruentes, DE
es el lado no congruente y [_A es el dngulo opuesto a éste.
Como AB = AC, AABC es un triangulo isosceles. En A ABC, AB y AC son los lados congruentes,

BC es el lado no congruente y [_A es al dngulo opussto a éste.

' 1.12  Lineas ESPECIALES EN UN TRIANGULO e . .
Identifique los segmentos y dngulos congruentes en la figura 1-37, (a) st AE es la altura sobre BC; (b) si CG bisecta

AACB: (o) si KL es mediatriz de AD; (d) si DF es la mediana a AC.
Soluciones
{8} ComoAELBC,[ 1=/ 2.

+ {5) Como CG bisecta { ACB, | 3=/ 4

() Como LK es la mediatriz de AD, AL = LDy [ 7=/ 8.
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(d) Como DF es mediana de AC, AF = FC.

Fig. 1-37

1.7 PAREJAS DE ANGULOS

1.7A Tipos de pares de angulos

1. Angulos adyacentes: angulos adyacentes son dos angulos que fienen el mismo vértice y un lado en comun.
Asi, el angulo de ¢° en Ia figura 1-38 se dividié en dos angulos adyacentes de a° y b°. Estos dngulos adyacen-
tes tienen el mismo vértice A, y un lado comun AD. Aqui, a°® + b% = c®.

B Angulos !
adyacentes Angulos
opuestos por
el vertics D
A
by - Elo=
4
| » B
A ) x ¢
C
Fig. 1-38 Fig. 1-39

2. Angulos opuestos por el vértice: los angulos opuestos por el vertice son dos angulos no adyacentes formados por
dos lineas que se intersectan.
Por consiguiente, /1y / 3 en la figura 1-39, son angulos cpuestos por el vértice formados por la interseccién
de las lineas AB y CD. Ademas, | 2 y L 4 son ofro par de angulos opuestos por el vértice formados por las mismas
lineas.

3. Angulos complementarios: Los angulos complementarios son dos angulos gue suman un total 90°.
Asi, en la figura 1-40 (a) los angulos a° y b® son dngulos complementarios adyacentes. Sin embargo, en (b)
los angulos complementarios no son adyacentes. En ambos casos, a® + b° = 90°. A cualesquiera de los dos
angulos complementarios se le denomina como el complemento del otro.

4. Angulos suplementarios: los angulos suplementarios son dos éngulos que suman en total 180°.
Por lo tanto, en la figura 1-41 (a) los angulos a°® y b® son angulos suplementarios adyacentes. Sin embargo,
en (b) los angulos suplementarios no son adyacentes. En ambos casos, a° + b° = 180°. A cualesquiera de los
dos se le denomina como el suplemento del otro.
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Angulos Angulos
complementarios suplementarios
bo : bo. ﬂ'.(’% a‘//
(a) (b) (@) (b)
Fig. 1-40 Fig. 1-41

Principios sobre pares de éngulos

NciPIo 1:  Si un dngulo de ¢° se divide en dos dngulos adyacentes de a® y b°, entonces a°® + b° = ¢°.
Asi, si a° = 25° y b® = 35° en la figura 1-42, entonces ¢® = 25° + 35° = 60°.

A # &
o = o
[><G

Fig. 1-42 Fig. 1-43

Prn CiPIO 2:  Los dngulos opuestos por el vértice son congruentes.
Por lo que; si AB y CD son las lineas rectas en Ia figura 1-43, entonces /_1 =/ 3y /[ 2=/ 4 De aqui, sim/_1
= 40°, entonces m{_3 = 40°; en este caso, m/_2 = m/_4 = 140°.

aNCIPIo 3:  Si dos dngulos complementarios miden a° y b, entonces a® + b° = 90°.
Asi, si los angulos a° y b® son complementarios y a° = 40°, entonces b° = 50° [Fig. 1-44(a) o (b)].

PRINCIPIO 4:  Los dngulos adyacentes son complementarios si sus lados exteriores son perpendiculares enire si.

C

(b}
Fig. 1-44
~ Asipues, en la figura 1-44(a), 2° y b° son complementarios, ya que sus lados exteriores AB y BC son perpendicu-

cipio 5:  Si dos dngulos suplementarios miden a°® y b°, entonces a® + b® = 180°.
Por consiguiente, si los dngulos a° y b® son suplementarios y a® = 140°, entonces b® = 40° [Fig. 1-45(a) o (b)].

= PIO 6: _ j_,gs-éngu.-'os adyacentes son suplementarios si sus lados exteriores estan sobre la misma .*‘f"hs__é' recta.
‘Asi en la figura 1-45(a) a° y b° son angulos suplementarios, ya que sus lados exteriores AB y BT, estan sobre la
sisma linea recta AC. :
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i
Fig. 1-45 Fig. 1-46
ST .ol
Principlo 7:  Silos angulos suplementarios son congruentes; cada uno dﬂ:@&ﬁs es un dngulo recto. (Angulos suple-
mentarios [guales, son angulos rectos.) - 1
Por lo tanto; si /1y / 2 en |a figura 1-46 son congruentes y supl‘ mer ala vez, entonces cada uno de ellos
es un angulo recto. B
PROBLEMAS RESUELTOS

1.13  IDENTIFICACION DE PARES DE ANGULOS
@  Enla figira 1-47 (a), identiioar dos pares de 4ngulo
b)  Ena figura 147 (b), identificar dos pares de 4ng
(©)  Enlafigura 1-47 (¢), identificar dos pares de
Soluciones 5
(@ Como su suma es 180°, los dngulos suplem
(b)  Como su suma es 90°, los angulos com

(¢) Como KL y MN. son lineas que se lnters_
@) L9y [_MOK.

1.14 CALcuLo pe PARES DE ANGULOS
Encuentre dos angulos tales que:

(@)  Los éngulos son suplem

(b)  Los angulos son complemer




)
(d)

(a)

®)

(c)

(@)
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Los angulos son adyacentes'y forman un angulo de 120°. El mayor es 20° menor gue tres veces el menaor.

Los angulos son vertilares y complementarios.

Soluciones

En cada una de las soluciones, x es sélo el ndmero que indica el nimero de grados contenidos en el angulo.
De modo que, si x = 60, el angulo mide 60°.

Sea x = m (el angulo menor) y 2x = m (el angulo mayor), como en la figura 1-48(a).
Principio 5:  x + 2x = 180, asi 3x = 180; x = 60.
2x = 120. HFAespuesta 60° y 120°

Sea x = m (el &ngulo menor) y x + 20 = m (el angulo mayor), como en la figura 1-48(b).
Principio 3: % + (x + 20) = 90, 02x + 20 = 90;x = 35, ’
x + 20 = 55. Respuesta 35° y 55°

Seax = m (el angulo més pequefio) y 3x —20 = m (el angulo mas grande) como se ve en la figura 1-48(c).
Principio 1:  x + (3x — 20) = 120, 0 4x — 20 = 120; x = 35.
3x — 20 = 85. Respuesta 35° y 85°

Sea x = m (cada angulo opuesto por el vértice), como en la figura 1-48(d). Por el Principio 2, eslos son
congruentes. )
Principio 3:  x + x = 90°, 02x = 90; x = 45. Respuesia 45° cada uno

£ 2z &+20

{a) (b) e

Fig. 1-48

'1.15 CALcuLO DE PARES DE AnguLos UTiLizanoo Dos INCOGNITAS
_ En cada uno de los siguientes problemas, sean a y b los dos angulos, obténgase dos ecuaciones para cada caso,
'y calctlense los angulos.

Los angulos son adyacentes, forman un angulo de 88°. Uno es 387 mayor que el otfro.
Los angulos son complementarios. Uno es el doble que el ofro.

Los angulos son suplementarios. Uno es 60° menor que el doble del otro.

(d)  Los dngulos son dos angulos de un tridngulo, cuyo tercer angulo mide 40°. La diferencia entre los angu-
los es de 24°.
Soluciones
(@ a+b=288 () a+ b =180
a=b + 36 Respuesta 62° y 26° a = 2b— 60 Respuesta 100° y 80°
(b)) a+ b =290 (d) a+ b =140
a = 2b Respuesta 60° y 30° a—b = 24 Respuesta 82° y 58°

)



18 GEOMETRIA PLANA 1

Problemas Complementarios

El numero entre paréntesis asociado con cada problema complementario, se refiere al grupo de problemas resueltos
que contienen problemas del mismo tipo. Como guia, remitase a ellos.

1. Punto, linea y plano son términos indefinidos. ;Cudl de éstos es ilustrado por: (a) la punta de un lapiz afilado;
(b) el filo de una navaja de rasurar; (c) una hoja de papel; (d) el lado de una caja; (e) el pliegue de un papel dobla-
do; (f) el entronque de dos caminos en un plano? &1

2. (a) Identifique los segmentos de linea que intersectan a £ en la figura 1-49. (1.2)
(b) Identifique los segmentos de linea que intersectan a D,
()  ¢Qué otros segmentos de linea pueden trazarse?

(d) Identifigue el punto de interseccion de AC y BD.

/BK A
T
A!\/v D E
E D P =6 ¢
Fig. 1-49 Fig. 1-50

3. (a) Calcule la longitud de AB en la figura 1-50 si AD mide 8 y D es =l punto medio de AB. (1.3)

(p)  Calcule la longitud de AE si AC mide 21, y E es el punto medio de AC. (1.3)
4. (a) Calcule OB en la figura 1-51, si el diametro AD = 36. (1.4)

(b)  Calcule el numero de grados en AEsiEesel punto medio del semicirculo AED. Calcule el numero de gra-
dos en (¢) CD; (d) AC; (e) AEC.

A D

Fig. 1-51 Fig. 1-52

5. ldentifique los siguientes angulos en la figura 1-52: (a) un angulo agudo en B; (b) un éngulo agudo en E; (c) un
angulo recto; (d) tres angulos obtusos; (e) un angulo derecho. (1.5)
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fa) Hallar mL_ADC sim[ ¢ = 45° y m[_d = 85° en la figura 1-53. (1.8)

(b) Hallar m{_AEB si m/_e = 60°.

(c) Hallar m/_EBD simi_a = 15°.

{d) Hallar m{_ABC siml b = 42°.

Fig. 1-53

Calcule (a) & de un [_ rectangulo; (b) § de un [_ derecho; (c) § de 31°; (d) i de 45°55". (1.7)

8. ;Qué rotacion realiza (a) la manecilla de las horas en 3 horas; (b) la manecilla de los minutes en | de hora?

¢ Qué rotacién se necesita para virar de (c) oeste a noreste en direccién de las manecillas del reloj; (d) este a
sur en direccién contraria a las manecillas del reloj; (e) suroeste a noreste en cualquier direccion? (1.8)

‘8. Halle el angulo formado por las manecillas del reloj (a) a las 3 horas; (b) a las 10 horas; (¢) a las 5:30 horas;

(d) a las 11:30 horas. (1.9)

10. En la figura 1-54: (1.10)
(a) ldentifique dos pares de lineas perpendiculares.
(b)  Encuentre el valor de m/_BCD si m[_4 mide 39°.

Siml 1 = 78° , calcule {¢) m[_BAD; (d) mL_2; (e) mL_CAE.

¢ c A PR
B A
z 1473 D A D : D c
4 (a) &)
Fig. 1-54 Fig. 1-55

”i‘l (a)  En lafigura 1-55(a), identifique tres tridngulos rectangulos, y la hipotenusa y catetos de cada uno, En la
figura 1-55(b), (b) identifique dos triangulos obtusos y (¢) dos tridangulos isdsceles; identificando también
sus lados, base y el angulo del vértice en cada uno. (1.11)

g
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En la figura 1-56, identifique las lineas y angulos congruentes (a) si PR es mediatriz de AB; (b) si BF es bisectriz

de [ _ABC; (c) si CG es una altura sobre AD; (d) si EM es la mediana de AD.,

}11
M
E
Fig. 1-56

En la figura 1-57, indicar la relacion entre:

(@)
()
()
(d)
(e)
{f)

L1yl 4
[ 3yl 4
iy 2
L4yl 5
L1yl 3
L AODvy [ 5

Hallar dos angulos tales que:

@)
b)

(c)

(@)

()

@

(1.12)

(1.13)

{(1.14)

Los dngulos son complementarios y la medida del menor es 40° menor gue la medida del mayor.

Los angulos son complementarios v la medida del mayor es cuztro veces la medida del menor.
Los angulos son suplementarios y la medida del menor es la mitad de la medida del mayor.

Los angulos son suplementarios y la medida del mayer es 58° mayor que la medida del menor.

Los angulos son suplementarios y la medida del mayor es 20° menor que tres veces la medida del menor.

Los angulos son adyacentes y forman un angulo que mide 140°. La medida del menor es 28° menor que
la medida del mayor.

Los angulos son suplementarios y opuestos por el vértice.

Para cada uno de los siguientes problemas; sean a y b dos angulos. Obténgase dos ecuaciones en cada caso,

y calctlense los angulos.

@)
(b)

)

Los angulos son adyacentes y forman un angulo que mide 75°. Su diferencia es de 21°.
Los angulos son complementarios. Uno mide 10° menos que tres veces el otro.

Los angulos son suplementarios. Uno mide 20° mas que cuatro veces el otro.

(1.15)



Métodos de demostraciéon

2.1 DEMOSTRACION POR RAZONAMIENTO DEDUCTIVO

2.1A  El razonamiento deductivo es una demostracion

El razonamiento deductivo permite obtener conclusiones verdaderas o aceptablemente verdaderas a pariir de proposi-
ciones gue también lo son, o que son aceptadas como tales. El método consiste de los siguienies tres pasos:

1. Enunciacion de una proposicion general referente a todo un conjunto o clase de objetos; por ejemplo, la clase de
perros: Todos los perros son cuadrtipedos (tienen cuatro patas).

2. Enunciacion de una proposicion particular sobre uno o algunos de los miembros del conjunto o clase, a los que
se hace referencia en la proposicién general: Todos los galgos son perros.

3. Inferencia de una deduccidn que sea consecuencia logica de la aplicacion de la proposicion general sobre la par-
ticular: Todos los galgos son cuadripedos.

Al razonamiento deductivo se le denota como razonamiento silogistico; ya que las tres proposiciones en conjunto
hacen un silogismo. En un silogismo, la proposicion general se llama premisa mayor, la proposicion particular es la
premisa menor; mientras gue la deduccién es la conclusién. Asi, en el silogismo anterior:

1. La premisa mayor es: fodos los perros son cuadripedos.
2. La premisa menor es: fodos los galgos son perros.

3. La conclusién es: fodos los galgos son cuadrupedos.

Cuadrupedos

Perros

Fig. 2-1
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El empleo de un circulo como en la figura 2-1 para representar cada conjunto o clase, le ayudara a entender las
relaciones comprendidas en el razonamiento deductivo.

1. Dado que la premisa mayor o proposicién general establece que todos los perros son cuadripedos, el circulo que
representa a los perros debe estar contenido en el de los cuadrupedos.

2. Supuesto que la premisa menor o proposicién particular establece que todos los galgos son perros, el circulo que
representa a los galgos debe estar contenido en el de los perros.

3. La conclusién es obvia. Dado que el circulo de los galgos debe estar dentro del circulo de los cuadripedos, la
tnica conclusién posible es que los galgos son cuadripedos.

2.18  la observacién, la medida y la experimentacién no son una demostracion

La observacion ne puede utilizarse como prueba. La vista puede ser defectuosa; como es el caso de una persona gue
padezca de astigmatismo. Las apariencias pueden ser engafosas. Asi, en cada parte de la figura 2-2, AB no parece
ser igual a CD; aunque efectivamente lo es.

c
: R ﬁ | r&
: c D < J_
A D B 4 D
(a) (b) ()

Fig. 2-2

La medicion no puede utilizarse como prueba. La medicion solo es apiicable al numero limitado de casos. La con-
clusién que suministra no es exacta sino aproximada: ello depende de 2 precision de!l instrumento de medicién y de
la habilidad del observador. En la medida debe considerarse la posibilidad de un error; igual a la mitad de la unidad
mas pequefia empleada en el instrumento. Asi, si se esta midiendo un angulo hasia el grado més cercano, debe acep-
tarse una ftolerancia de la mitad de un grado.

La experimentacion no puede utilizarse como prueba. Sus conclusiones son sélo una prebabilidad que depende
de la circunstancia o situacién particulares, examinadas durante el proceso de experimentacion. Asi, es probable que
un par de dados estén cargados si en diez experiencias consecutivas se ohtienen 20 sietes; esta probabilidad aumenta
si se obtiene el mismo resultado en veinte experiencias sucesivas; sin embargo, estas probabilidades por muy altas
que sean no representan certeza.

PROBLEMAS RESUELTOS

2.1 Umicense CircuLos PARA DETERMINAR RELACIONES DE GRUPO
De (2) a (¢), cada letra tal como A, By B representa un conjunio o grupo. Complétese cada proposicion empleando
circulos para representar estos conjuntos o grupos.
(a) SiAesByBesC, entonces ?
() SiAesByBesEyEesH, entonces _? _

(c) SiXesYy_?  entonces X es M.
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({d) SiCesDyE es C, entonces 2

(e) Silos cuadrados (S) son rectangulos (R) y los rectangulos son paralelogramos (P), entonces I

Respuestas

fa AesC (b) AesH ¢y YesM (d) EesD () los cuadrados son paralelogramos

Fa

o

COMPLEMENTACION DE UN SILOGISMO
Escriba la proposicién adecuada para completar cada silogismo:

Premisa mayor Premisa menor Conclusion
(proposicién (proposicion (proposicion
general) particular) deducida)
{g) Un gato es un animal
doméstico. Minino es un gato. e
{b) Todos los hombres
deben morir. i Juan debe morir.
{c) Los angulos verticales
son congruentes. L_cy [ d son angulos verticales. AL i
{d) il Un cuadrado es un rectangulo. Un cuadrado tiene
diagonales congruenies.
{e) Un trigangulo obtuso tiene AABC tiene sélo un
solo un angulo obtuso. ? angulo obtuso.
Respuestas
(@) Minino es un animal domestico. (d) Un rectangulo tiene diagonales congruentes.
(6) Juan es un hombre. (e) AABC es un triangulo obtuso.
=1 d.

POSTULADOS (HIPOTESIS)

Toda la estructura de demostracion en geometria descansa sobre, 0 comlenza con, algunas proposiciones genera-
== no demostradas, llamadas postulados. Es necesario suponer o aceptar que estas proposiciones son verdaderas,
i deducir 0 demostrar otras proposiciones.

Postulades clgebraicos

PosTuLADO 1t objetos iguales a si mismos o a otros objetos iguales son iguales entre si;sia = byc = b entonces
= = c. (Postulade transitivo)
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Por consiguiente, el valor total de una moneda de 10 centavos es igual al valor de dos monedas de cinco centavos,
ya que en ambos casos se tiene el valor de diez centavos.

PosTuLADO 2:  una cantidad puede sustituirse jpor su equivalente en cualquier expresicn o ecuacion. (Postulado de
sustitucion)
Asi,six = 5yy = x + 3, podemos sustituir 5 donde aparece x y encontrar que y = 5 + 3 = 8,

PosTuLaDo 3: el tofal es igual a la suma de sus partes. (Postulado de particién)
Entonces el valor total de una moneda de 10 centavos, una de 5 y una de 1 es de 16 centavos.

PosTULADO 4:  una cantidad es igual a si misma. (Postulado de reflexion o postulado de identidad)
Asix = x,m[LA =m[_AyAB = AB.

PosTuLADO 5: s/ objetos iguales se suman a objetos iguales, las sumas son iguales; sia = b ¥ ¢ = d, entonces a
+ ¢ = b + d. (Postulado de adicién)

Si 7 monedas de 10¢€ = 70¢ Si x+y=12
Yy 2 monedas de 10¢ = 20@ Vil =8
entonces 9 monedas de 10¢ = 90@ entonces 2x =120

PosTULADO 6: s/ objetos iguales se restan de objetos iguales, sus diferencias son iguales;: sia = b y ¢ = d, entonces
a — ¢ = b —d. (Postulado de sustraccién)

Si 7 monedas de 10¢ = 70¢ Si x+y=12
Yy 2 monedas de 10¢€ = 20¢ VY
entonces 5 monedas de 10¢ = 50¢ entonces 2y =4

PosTULADO 7: i objetos iguales se multiplican por objetos iguales, sus productos son iguales: sia = b yc¢ = d, en-
tonces ac = bd. (Postulado de la multiplicacion)

Asi pues, si el precio de un libro es de $2, el precio de tres libros es S8

Axioma especial de la multiplicacién: los duplicados de cantidades iguales, son iguales.

PosTuLapo 8:  si objetos iguales son divididos por objetos iguales, los cocientes son iguales, sia = b y ¢ = d, enton-
ces a/c = b/d, donde ¢, d + 0. (Postulado de la division)

Por consiguiente, si el precio de 1 Ib de mantequilia cuesta 80€ . entonces para la misma tasa, el precio de ¥
de Ib es de 20¢.

PosTULADO 9:  cantidades iguales elevadas a potencias iguales son iguales: sia = b, entonces a" = b, (Postulado
de la potencia)

Asi, si x = 5 entonces x> = 520 x2 = 25,
PosTuLADO 10:  raices iguales de cantidades iguales son iguales: sia = b entonces Ja - 5.

Por eso, si y® = 27, entonces y = 327 = 3.

2.2B Postulades geométricos

PosTuLADO 11:  entre dos puntos cualesquiera, puede trazarse unz y solo una linea recta.
Por lo tanto, AB es la tnica linea que puede ser trazada enire los puntos A y B en la figura 2-3.

Fig. 2-3 Fig. 2-4
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S D0 12: dos lineas se intersectan en uno y sélo un punto.
x - -
Entonces, P es el tnico punto de interseccion de AB y CD en la figura 2-4.

sTULADO 13:  /a longitud de un segmento es la distancia mds corta entre dos punios.
Asi AB es mas corta que las lineas curva y quebrada entre los puntos A y B en la figura 2-5.

Fig. 2-5 Fig. 2-6

0o 14: uno v solo un circulo puede dibujarse dados un punto como centro y un segmento de linea como

‘radio.
De modo que solo el circulo A en la figura 2-6 puede dibujarse con A como centro y AB como radio.

*osTULADO 15:  cualquier figura geométrica puede cambiarse de Jugar sin modificar su forma o su tamafio.
Asi Al en la figura 2-7 puede cambiarse a otra posicion sin modificar su tamafio 0 su forma.

L 5.5,
& 4 M B

Fig. 2-7 Fig. 2-8

STULADO 16: un segmento tiene uno y sélo un punto medio.
Por lo tanto M es el nico punto medio de AB en la figura 2-8.

sTuLapo 17:  un dngulo tiene una y solo una bisectriz.
Por eso, solo AD es la bisectriz de L A en la figura 2-9.

»sTULADO 18: 2 través de cualquier punto de una linea puede lanzarse una y sdlo una perpendicular a elia.
Asi, solo existe PCLAB en el punto P de AB. (Fig. 2-10)

B r P
259 C
A 250 D |
o i & A c B

Fig. 2-9 Fig. 2-10 Fig. 2-11

LADO 19: a través de cualguier punto fuera de una linea puede trazarse una y solo una perpendicular a esa

linea.
S6lo PC puede trazarse LAB desde el punto P afuera de AB en la figura 2-11.

ROBLEMAS RESUELTOS

APLICACION DEL PosTuLADO 1
En cada caso, qué conclusién se obtiene de la aplicacion del postulado 1, a la informacion contenida en las figuras
y 2-13?

(g Dado:a = 10,b = 10,¢ = 10
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(b) Dado:a = 25,a = ¢

(¢} Dado:a=b,¢c=0b

(d) Dado: m/_1 40°, mi 2 = 40° m[ 3 = 40°

(e) Dado:ml 1 =ml2 m_ 3 =ml1

I

(f) Dado:ml 3 =ml 1, m_2 = ml_3

= 1
A i :
ROFE :

Fig. 2-12 Fig. 2-13

Respuestas

(@ Dadoguea, bycsonigualesa10,a = b = c.

(b) Dado que ¢ y 25 son iguales a a, ¢ = 25.

(¢) Dadoqueaycsonigualesab, a = c.

() Dadoque/ 1,/ 2y/ 3cadauno mide40°, / 1=/ 2=3
(e) Dadoque/ 2y/ 3Scadaunoes=/ 1,/ 2=/[3

(f) Dadoque/ 1y/ 2cadaunces=/ 3, [ 1=/ 2.

2.4 ApLICACION DEL PosTuLADD 2
En cada caso, ¢qué conclusion se obtiene cuando se aplica el postulado 2 z la informacion proporcionada?

(a) Calcule2a + 2bcuandoa = 4y b = 8.
() Encuentre x si8x + 4y = 35y y = 5.

(c) Dadoml 1+ mi B+ m 2=180° /12 Ayl 2=[ Cenla figura 2-14,

Respuestas
(@)  Sustituya 4 por a y 8 por b: (c) Sustituya/ Apor/ 1yl Cpor/ 2:
2a + 2h mL1 + ml B+ ml2 = 180°
2(4) + 2(8) Resp. ml A + mL.B + m[ C = 180°
Resp. 8+ 16 = 24
(b)  Sustituya 5 por y:
3x + 4y = 35
3x + 4(5) = 35
3x + 20 = 35
Resp. 3x = 15, X'==8
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A B
G
1 2 80° fags
2 3 5 6 30°¢
A B ¢ D E D
A c ’
(a) (&)
Fig. 2-14 Fig. 2-15

APLICACION DEL PosTuLADO 3 :
Establezca las conclusiones que siguen a la aplicacion del postulado 3 a los datos de (a) la figura 2-15(a), (b) la
iaura 2-15(b).

Respuestas

(a) AC=3+5=28
BD =6+ 5 =11
AD =3 + 5 + 6 = 14 "

b)) mLAEC = 60° + 40° = 100°
m{_BED = 40° + 30° = 70°
ml_AED = 60° + 40° + 30° = 130°

26 ApLicaciOn DE LOS PosTuLapos 4,5 6

~ En cada caso establecer una conclusion que resulte de la aplicacion de los postulados 4, 5 y 6 en los datos que
= dan a continuacion:

(@ Dado: a = e (Fig. 2-18).
(b) Dados:a = ¢, b = d (Fig. 2-16).
(¢) Dado: m_BAC = m{_DAE (Fig. 2-17).

(d) Dados: mL_BAC = mL_BCA, mi_1 = mL_3 (Fig. 2-17).

Respuestas
(a) Dado: a=e
ldentidad: b==25g
Post. de Ad: a+b=e+5b

|

Sust.: CD = EF
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&) Dado: as=c
Dado: bh=d
Post. de Ad.: a+b=c¢c +d
Sust.: CD = AB
(c) Dado: ml_BAC = ml_DAE
Identidad: ml 1 =ml 1
Post. de Sust.. ml_BAC —ml_1 = ml_DAE — mi_1
Sust.: mi2 =ml5
(d) Dado: ml_BAC = ml_BCA
Dado: mi- 1 =ml-3
Post. de Sust.: ml{ BAC—ml 1 = m/ BCA—ml 3
Sust.: ml 2 =ml 4

2.7 APLICACION DE LOS PosTtuLADOS 7 Y 8
Establecer las conclusiones que se obtienen cuando se aplican los axiomas de ia multiplicacién y de la division,
a la informacion contenida en la (a) figura 2-18 y (b) figura 2-18.

Dados: a=b Dados: ml A = mL C
AB y AC son mL=3ml A
trisectados ml 2= zml C
- B
1 2
A 2
Fig. 2-18 Fig. 2-19

Respuestas

(8) Sia = b, entonces 2a = 2b ya gue la duplicacion de iguales da como resultado,una igualdad, en conse-
cuencia AF = DB = AG = EC. También 3a = 3b y aplicande el postulado de |la multiplicacion se tiene
gue AB = AC.

by Siml_A = mlL_C, entonces jm{_A = \mi/ C ya que mitades de iguales son iguales. Por lo tanto, m{ 1
= ml 2.

2.8 ApuicaciON DE LOS POSTULADOS A PROPOSICIONES
Completese cada oracion y digase qué postulado es aplicabie.

2

(a) Si Harry y Alicia tienen la misma edad hoy, ;cual sera su edad dentro de 10 anos
?

(b) Dado que 32°F y 0°C denotan la temperatura a la gue se congela el agua, sabemos gue

()] Si Enrique y Juan tienen hoy el mismo peso y si ambos lo reducen en 20 kg, se tiene que 5=
?

({d) Si dos acciones que cuestan lo mismo, triplican su valor, entonces
?

(e)  Si dos lisiones de igual tamano se cortan en cinco partes iguales, entonces
(f) Si Agnes y Joan tienen la misma altura que Ann, entonces 3

" (g) Sidos aparatos acondicionadores de ambiente del mismo precio tienen un descuento del 10%, enton-
?
ces
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Respuestas

(&) Tienen la misma edad. (Post. de adicién)

() 32°F = 0°C. (Post. de transitividad)

(¢)  Tienen el mismo peso. (Post. de sustitucion)

(d) Tienen el mismo valor. (Post. de multiplicacion)

(e) Sus partes son del mismo tamafio. (Post. de la division)

(f)  Joan y Agnes tienen la misma altura. (Post. de transitividad)

(@)  Tienen el mismo precio. (Post. de sustitucion)

9  APLICACION DE PosTuLADOS GEOMETRICOS
Diga con que postulado se corrige la proposicion y diagrama asociados en la figura 2-20.

R O a4

}AD % AE bisectan a [_A. (b) CD ¥ CELAB (c) Ambos circulos tienen a O  (d) AB + BC = AC

como centro y tienen el
mismo radio.
Fig. 2-20
Respuestas :
(a) Postulado 17. (b) Postulado 18. (c) Postulado 14. (d) Postulado 13. (AC es menor
’ o igual que la suma de AB
y BC.)

TEOREMAS BASICOS SOBRE ANGULOS

teorema es Una proposicion (supuestamente verdadera), la cual cuando se demuesira, puede utilizarse para demos-
“otras proposiciones o para obtener otros resultados. Cada uno de los siguientes teoremas fundamentales requiere
definiciones y postulados para su demostracion.

Nota: se utilizard el principio para denotar proposiciones geométricas importantes, tales como: teoremas, postu-
s y definiciones.

NCIPIO 1:  todos los angulos rectos son congruentes.
Asi,enlafigura22i /[ A=/ B

L ] el

A7 'B C D

Fig. 2-21 Fig. 2-22
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Principio 2:  todos Jos angulos derechos son congruentes.
Asi, en la figura 222/ A=/ D.

Principio 3:  fos complementos de dngulos iguales o congruentes son congruenies.
Este es una combinacion de los siguientes principios:

1. Loscomplementos de angulos iguales son congruentes. Asien la figura 2-23/ _a =/ b, cada uno es el complemen-
to de /_x.

2. Los complementos de dngulos congruentes sen congruentes. Asi en la figura 2-24 [ ¢ =2/ d; sus complementos
son los angulos congruentes [= x y y.

o 2 i

Fig.2-23 Fig. 2-24

PrincIPio 41 Jos suplementos de angulos iguales o congruentes son congruentes.
Este es una combinacion de los siguientes principios:

1. Los suplementos de angulos iguales son congruentes. En la figura 2-25 [ _a = [ b; cada uno es el suplemento de

L x.
€ f :
T s,

Fig. 2-25 Fig.2-26

2. Lossuplementos de dngulos congruentes son congruentes. Entonces en Ia figura 226l c=[ d;sus sup[ememos
son los angulos congruentes x vy .
= uY
Principio 5:  [os angulos opuestos por el vértice son congruentes.
Asien la figura 2-27, /_a =/ b; esto es consecuencia del principio 4, dadc gue / ay /[ b son angulos suplementa-
rios del mismo /[ _c.

Fig. 2-27

PROBLEMAS RESUELTOS
2.10  APLICACION DE LOS TEOREMAS BAsicos: PRinciPios 1 A 5
Para cada inciso de la figura 2-28 indique cual es el teorema basico sobre angulos que se requiere para establecer
La=zlp
Respuestas

(a) Dado que AB y AC son lineas rectas, [_a y [ b son angulos /s derechos. Poriotanto/ a=/ b.
Resp. Todos los angulos derechos son congruentes.
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{2) Dados: (b)) Dados: BAIAD, (¢) Dados: ABLBC
AB y AC son lineas rectas. BCl1CD [ acomp./ 1

c
B.
) : 2
; B 1 5
(3 4
2 a @ i
. C A D A D €}
Fig. 2-28

(b) Dados BALAD y BCLCD, [ _avy [ b son [ rectos. Por lo tanto, [_a = [ _p.
Resp. Todos los angulos rectos son congruentes.

() Dado ABLBC, | B es /[ _recto, entonces /b es el complemento de /_1. Por lo tanto; dado que /_a es
el complementode [ 1,/ a=/ b,
Resp.  Los complementos del mismo angulo son congruentes.

DETERMINACION DE LA HIPOTESIS Y LA CONCLUSION

A Formas proposicionales: forma sujeto-predicade y forma si-enfonces

=S proposiciones “'Un metal al calentarse se expande” y *“Si un metal se calienta, entonces se expande”’, son dos
armas de la misma idea. En la tabla siguiente, se muestra cédmo dividir una forma en sus dos partes fundamentales,
2 hipotesis, que establece lo que esta dado; y la conclusion, que indica lo que es necesario demostrar. Nétese que
=n la forma si-entonces, la palabra entonces puede omitirse.

Forma

Hipotesis
(lo que esta dado)

Conclusion
(por demostrar)

Sujeto-predicado:
Un metal al calentarse
se expande.

La hipétesis es el sujeto:
Un metal al calentarse

La conclusién es el predicado:
se expande.

. Si-entonces:

La hipotesis es la
proposicion si:

La conclusion es la proposicion
entonces:

Si un metal se calienta, entonces
Se expande.

Si un metal se calisnta

entonces se expande.

El converso de una proposicién*

(") N.T. Algunes autores denotan el converso como el recipraco.

= converso de una proposicion se forma mediante el intercambio de la hipétesis por la conclusién. Entonces, para for-
el converso de una proposicién si-entonces, se intercambian las proposiciones si y entonces. En el caso de la forma
ieto-pradicado, el intercambio es entre el sujeto vy el predicado.
Por consiguiente, el converso de ‘“los triangulos son poligonos’ es “los poligonos son triangulos’. También, el
J erso de “si uri metal se calienta, entonces se expande” es “‘si un metal se expande, entonces se esta calentando™.
MNotese en cada uno de estos ejemplos, que si bien la proposicién es verdadera, el converso no necesariamente es



32

GEOMETRIA PLANA 2

PrincIPIO 1; el converso de una proposicion cierta no necesariamente es verdadero.
Asi, la proposicién “los triangulos son poligonos™ es cierta. Su converso no necesariamente es verdadero.

Principio 2: el converso de una definicion siempre es cierto.
El converso de la definicidn “‘un triangulo es un poligono de tres lades”, es “‘un poligono de tres lados es un trian-
gule’. Tanto la definicién como su converso son verdaderos.

PROBLEMAS RESUELTOS

2.11 DETERMINACION DE LA HIPOTESIS ¥ DE LA CONCLUSION EN LA FORMA SUJETO-PREDICADO

Determine cudl es la hipdtesis y la conclusion en cada una de las proposiciones siguientes.

Proposiciones

Respuestas

Hipotesis (sujeto) Conclusion (predicado)

(a) Las perpendiculares forman
angulos rectos.

(b) Los complementos del mismo
angulo son congruentes.

(c) Un triangulo equilatero es
equiangular.

(d) Un triangulo rectangulo tiene
sélo un angulo recto.

(&) Un triangulo no es un
cuadrilatero.

(f) Un extranjero no tiene
derecho al voto.

Las perpendiculares forman angulos rectos

Los complementos del mismo

angulo son congruentes

Un triangulo equilatero es equiangular

Un triangulo rectangulo tiene solo un angulo recto
Un triangulo no es un cuadrilatero

Un extranjero | no tiene derecho al voto

2.12 DETERMINACION DE LA HIPOTESIS ¥ LA CONCLUSION EN LA FORMA Si-ENTONCES
Determirie la hipétesis y la conclusion de cada una de las proposiciones siguienies.

Proposiciones

Hespuestas

Hipotesis (condicion si) Conclusion (entonces)

(a) Si una linea bisecta un
angulo, entonces lo divide en
dos partes congruentes.

(b) Un tridngulo tiene un angulo
obtuso si es un triangulo
obtuso.

{e) Si un estudiante esta enfermo,
no debe ir a la escuela.

(d) Un estudiante, si desea
aprobar debe estudiar con
regularidad.

Si una linea bisecta un angulo entonces divide al angulo en dos
partes congruentes.

Si es un triangulo obtuso (entonces) un trianguio tiene un
angulo obtuso.

Si un estudiante esta enfermo (entonces) no debe ir a
la escuela.
Si desea aprobar (entonces) debe un estudiante

estudiar con regularidad.

2.13 Formacion DE CONVERSOS Y DETERMINACION DE SuU VERACIDAD
Establezca si las siguientes proposiciones son verdaderas. Despugs construya su converso y determine si es nece-

sariamente cierto.

(a) Un cuadrilatero es un poligono.
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(&) Un angulo obtuso tiene mayor tamafio que un angulo recto.

(c) Florida es un estado de la Unién Americana.

(d) Siusted es mi alumno, entonces yo soy su maestro.

(e}  Un triangulo equilatero es aquél que tiene todos sus lados congruentes.
Respuestas

(a) La proposicién es verdadera. Su converso “‘un poligono es un cuadrilatero™, no necesariamente es verda-
dero; puede ser un triangulo.

(b) La proposicion es verdadera. Su converso “un dngulo con tamafio mayor que el de un angulo recto es
un angulo obtuso”, no es necesariamente cierto; puede ser un angulo derecho.

()  Laproposicion es verdadera. Su converso ‘‘un estado de fa Unién Americana es Florida”, no es necesaria-
mente cierto; puede ser cualquier otro de los 49 estados de Ia Unidn.

(d) Laproposicion es verdadera. Su converso "'si soy su maestro entonces usted es mi alumno’’, también es
cierto.

(e)  La proposicion, de hecho una definicién, es verdadera. Su converso, ““un triangulo que tiene todos sus
lados congruentes es un triangulo equildtero” también es cierto.

DEMOSTRACION DE UN TEOREMA

teorema debe demostrarse utilizando el procedimento siguiente paso a paso. La forma de la demostracion se muestra
el ejemplo que sigue al procedimiento. Notese que pueden utilizarse simbolos y abreviaturas aceptados.

Divida el teorema en sus hipotesis (lo conocido) v conclusion (lo que se va a demostrar). Subraye la hipétesis con
una sola linea y la conclusion con una linea doble.

Haga un diagrama en el que se incluyan simbolos y marcas de guia. Por ejemplo, esquinas rectas para simbolizar
angulos rectos, marcas para indicar partes iguales y simbolos de interrogacion para las partes que es necesario
demostrar que son iguales.

Junto al diagrama escriba que es lo que se conoce y lo que se va a demostrar. Los “Dado” vy los “Demuéstrese"”
deben hacer referencia a partes del diagrama.

Elabore un plan. Aungue no es esencial, el tener un plan es muy aconsejable. Debe incluir los principales métodos
de demostracion a utilizar.

A la izquierda, indigue todas las proposiciones en pasos numerados en forma progresiva. La Ultima proposicion
debe ser la que se requiere demostrar. Todas las proposiciones deben referirse a partes del diagrama.

A la derecha, junto a cada proposicion, dé una razon para cada una de ellas. Las razones aceptables en una demos-
tracion son los hechos conocidos: las definiciones, los postulados, otros teoremas dados como ciertos y teoremas
demosirados con anterioridad.

Paso 1: Demostrar: Todos los dngulos rectos |
son iguales en tamano. I ]:\
Paso 2; Dado: | Ay / Bson/[_rectos A
Paso 3: Demuéstrese: m{_A = m/_B
Paso 4: Plan: Dado que cada angulo es igual a 90°,
los angulos son iguales en tamafio,

usando el Post. 1: objetos iguales a si mismos
son iguales enfre si.
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Pasos 5
y 6:
Proposicion Razones
i. [_Ay [ B son [s rectos 1. Dado
2. ml_Avy ml_Bcadauno = 90° 2.  mil_recto) = 80°
3 mLA=mLB 3. Objetos = a si mismos = entre si

PROBLEMAS RESUELTOS

2.14 DEMOSTRACION DE UN TEOREMA
Utilice el procedimiento anterior para demostrar que los angulos suplementarios de angulos de igual medida tiene
igual medida.

Paso 1: Demuéstrese: Los suplementos de angulos de
igual medida tienen igual medida. f 5 5
Paso 2: Dado: [ asupl. [ 1,/ bsupl.[ 2 =

ml1=ml2

Paso 3: Demuéstrese: m[_a = mLb

Paso 4: Plan: al usar el Post. de sustraccion,
las medidas de angulos iguales pueden
restarse de las sumas iguales de las medidas
de pares de angulos suplementarios. Los
residuos restantes son las medidas de los
angulos suplementarios.

Pasos 5
y &
Proposiciones Argumentos
1. L asupl (1, [ bsupl[ 2 1. Dado
2. ‘mi_a + 'ml1 =180° 2. /= supl son angulos cuya suma tiene
ml b + ml2 = 180° una medida = 180°
3. mla+ml1=mLb+ mL2 3. Objeios = a si mismos = entre si
4. mi1=mL2 4. Dado
5. mla=mLb 5. Si —s se restan de =s sus diferencias
son =s.

Problemas complementarios

1. Complétese cada proposicién. En los incisos (a)-(e) cada letra como C, D o R representa un conjunto o grupx
(2.

(a) SiAesByBesH, entonces 7 . &
() SiCesDy P esC, entonces R V) ¥
) Si __,?_'y B es A, entonces B es S.

(d) SiEesF, FesG,y G esK, entonces B

) SiGesH, HesRy_?  entonces AesRh.
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(f)  Silos triangulos son poligonos y los poligonos son figuras geomeétricas, entonces _7 .
(@@ Si un rectangulo es un paralelogramo y un paralelogramo-es un cuadrilatero, entonces i

‘Establézcanse las conclusiones que siguen a la aplicacion del postulado 1, ala informacion que se day que hace
referencia a la figura 2-29. % 3 (2.3)

@ a=7¢=7f=T7
thy b =188 = 4
© f=hh=a
(dy' g =p0=5Lf=h

() b=4d.d

I
Q
Us|

[
]

Establézcanse las conclusiones que se obtienen cuando se aplica el postulado 2, a los casos siguientes,

(2.4)
(@) Evaliese a® + 3a cuando a = 10. (e) Encuéntrese ysix + y = 20,y si y = 3x.
(b) Evallese x* — 4y, cuando x = 4y y = 3. (f) Encuénirese xsiBx — 2y = 24;ysiy = 3.
() ¢Escierto que: b*—8 = 17 cuando b = 57 {g) Encuéntrese xsix® + 3y = 45;ysiy = 3.

(d) Encuéntrese xsix + y =20, ysiy = x + 3.

Establézcanse las conclusiones que se obtienen cuando el postulado 3 se aplica a los datos de la figura 2-30 (a)
y (b). (2.5)
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Establézcase una conclusion que incluya a dos nuevos iguales cuando se apliquen los postulados 4, 506 a lo
datos gue se dan a continuacion. (2.6

{a) Dado: b = e (Fig. 2-31).

{by Dado:b = ¢, a = d (Fig. 2-31).

(¢) Dado:/ 4=/ 5 (Fig. 2-32).

(d) Dado:/ 1=[3 [ 2=] 4(Fig.2-32).

Fig. 2-31 Fig. 2-32

En la figura 2-33 AD y BC estan trisectados. (2.

Fig. 2-33

(a) SiAD = BC, ¢por qué AE = BF?
() SiEG = FH, ipor qué AG = BH?
() SiGD = HC, ipor qué AD = BC?
(d) SiED & FC, ;por qué EG = FH?

En la figura 2-34 [|_BCD y |_ADC estéan trisectados.

(a) Siml_BCD = ml_ADC, ;por qué m{_FCD = ml FDC?
by SimlA mil_2, ipor qué m{_BCD = ml_ADC?

{¢) Siml1=ml2, ;por qué mi_ADF = m{_BCF?

(d) Siml_EDC = ml_ECD, ¢por qué m{_1 = ml_2?

Fig. 2-34
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Complétense las siguientes proposiciones y digase qué postulado se aplica. (2.8)

(2) SiBill y Dick ganan la misma cantidad de dinero por hora y su salario se incrementa en la misma canti-
dad, entonces _? .

(b)  Durante este afo ciertas acciones han triplicado su valor. Si el afio pasado tenian el mismao valor, entonces

?

() Dos grupos en la escuela tenian el mismo nimero de alumnos hace una semana. 5i ha desertado el mismo
numero de estudiantes en cada grupo, entonces P

(d) Dado gque 100°C y 212°F representan la temperatura del agua en ebullicion, entonces L

(e)  Sidos tablones tienen la misma longitud y cada uno se corta en cuatro partes iguales, enfonces SR

(f)  Siél tiene $2 000 en el Banco A, $3 000 en el Banco B y $5 000 en el Banco C, entonces SN

(g) Sitres monedas de 25 centavos y cuatro monedas de 5 centavos se comparan con tres monedas de 25

y dos monedas de 10 centavos, _? .

Dar respuesta a cada una de las siguientes preguntas e indicar el teorema basico sobre angulos que se requie-

ren. Todas las preguntas se refieren a la figura 2-35. (2.10)
(@ ¢Porquémi 1 =ml2?
(b) ¢Por qué ml_DBC = ml_ECB?
() Siml3 = mi_4, iporqué ml5 = ml 67
(d) SiAFLDE y GULDE, ipor qué mL_7 = mi_87?
(¢) SiAFLDE, GCLDE y mL_11 = m[_12, jpor qué m[_9 = m[_10?
B
F G
9 10

7111 12N\ 8

D B D A C E
¥ Fig. 2-35

Determinense la hipétesis y la conclusion de cada proposicion. (2.11 y 2.12)
(a8) Las estrellas centellean.
(b) Los aviones de propulsion a chorro son los mas rapidos.
{¢) El agua hierve a 212° Fahrenheil.
{d) Sies la bandera americana, sus colores son rojo, azul y blanco.

()

Usted no aprenderd geometria si no hace la tarea sobre el tema.
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(f)  Un bateador va a la primera base si el arbitro marca la cuarta bola mala.

(g) SiA es el hermano de -B y C es el hijo de B, entonces A es el tio de C.

(h)  Una bisectriz divide el angulo en dos partes iguales.

(] Un segmento esta trisectado si esté dividido en tres partes congruentes.

(j)  Un pentagoeno tiene cinco lados y cinco angulos.

(k)  Algunos rectangulos son cuadrados.

() Los angulos no se hacen mas grandes si sus lados se hacen mas largos.

(m) Los angulos que son congruentes y suplementarios, son angulos rectos.

(m)  La figura no es un poligono si uno de sus lados no es un segmento de linea recta.
Exprésese el converso de cada una de las siguientes proposiciones verdaderas y establézcase si es necesaria
mente verdadero. 5 (2.13
(a) La mitad de un angulo recto es un angulo agudo.

(b)  Un tridngulo obtuso es un triangulo con un angulo obtuso.

(¢}  Si el arbitro marco el tercer strike, entonces el bateador esta fuera de juego.

(d) Sisoy mas alio que tl, entonces eres mas corto que yo.

(e) Sisoy mas pesado que tl, entonces nuestros pesos son distinios.

Demuéstrese lo siguiente. (2.1
(a) Los angulos derechos son congruentes.
(b)) Los complementos de angulos congruentes son congruentes.

(c) Angulos opuestos por el vértice son congruentes.



iangulos congruentes

TRIANGULOS COMGRUENTES

2s congruentes son figuras que tienen el mismo tamafno y forma; una es el duplicado exacto de la otra. Las figuras
hacerse coincidir de tal forma que sus partes correspondientes ajustan entre si. Dos circulos que tengan el mis-
' radio son circulos congruentes.

Triangulos congruentes son tridngulos que tienen el mismo tamano y la misma forma.
3.' dos triangulos son congruentes, sus lados y angulos correspondientes deben ser congruentes. Asi los triangulos
sruentes ABC y A'B'C’ en la figura 3-1 tienen lados (AB = A'B’, BC = B'C' y AC = A'C’) y angulos correspondien-
ngruentes (. A2/ A, | B=| Byl C=[ ().

A A’
B3 53°
3 2 3 2
37° 37¢
c 7 R c i B
Fig. 3-1

AABC = AA'B'C’ se lee como "'Triangulo ABC es congruente con triangulo A-prima, B-prima, C-prima.”’)
Notese como pueden localizarse las partes iguales correspondientes en tridngulos congruentes. Lados correspon-
=nies aparecen opuestos a angulos congruentes y angulos corresporidientes aparecen opuestos a lados congruentes.

Principios bésicos de triangulos congruentes

Pio 1: i dos tridngulos son congruentes, entonces sus partes correspondientes son congruentes. (Las partes
pondientes de triangulos congruentes son congruentes.)
Por lo tanto, si AABC = AA'B'C’ en la figura 3-2, entonces | A=/ A", [ B= :‘_B /o= ol oo L S g el

Hipotesis B B €onclusidn
Q m
A ) AL c
i b
B = B!

j :., ¢ a’
] A’ ct A’ il

Fig. 3-2
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Métodos para demostrar la congruencia de triéingulos
Lnls
PRINCIPIO 2:  (S.a.s. = s.a.8) Si dos lados y el dngulo comprendido de un tridngulo son congruentes con las partes co
rrespondientes de otro, entonces los iridngulos son congruentes.
Poreso, sib=h,c=2c v/l A=/ A enlafigura 3-3 entonces AABC = AA'B'C'.

Hipotesis Conclusion
B E
A =0 A c
B i B =
Al (i Al ¢
&
Fig. 3-3

AL )
PrINGIPIO 3:  (a.s.a. ®a.s.a) Siun lado y los dos dngulos adyacentes de un tridngulo son congruentes con las parte:
correspondientes de otro, entonces los triangulos son congruentes.
Dadolocual,si/ A=[ A, C=[ C'yb=b"en lafigura 34, entonces AABC = AA'B'C.

Hipodtesis Conclusion

b

B
B, B, =
A*-A Bl A'AC’

b

Fig. 3-4
L
PRINCIPIO 4:  (5.5.5. = 8.5.5.) Si los tres lados de un friangulo. son congruentes con los tres lados de otro, entonce

los triangulos son congruentes. -
Por consiguiente, sia = a', b 2 b" y ¢ = ¢' en la figura 3-5, entonces AABC = AA'B'C.

Hipotesis Conclusion

e
T

[ n

o

=

{ |

c

s

]

-]
3
{ |

A &

Fig. 3-5
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BLEMAS RESUELTOS

SELECCION DE TRIANGULOS CONGRUENTES _
- De cada uno de los grupos de tres triangulos en la figura 3-6, seleccione los triangulos congruentes e identifique
orincipio de congruencia involucrado.

4 7
C 19 g
3 I 1 2
T0° ape
’ 30 4
10
4 3 = .
T0 30° ]
IIT 7
11 ‘N’b 8 1555
(ﬂ) (b} T0° 30° (()
10
Fig. 3-6

Soluciones
(@) Al = Al por s.a.s. = s.a.s. En Alll, el angulo recto no esta entre 3 y 4.
(6) Al = Alll, por a.s.a. € as.a. En Al, el lado 10 no esta entre 70° y 30°.

) Al 2 All 2 Alll por s.5.5. = 8.58.5.

DETERMINACION DE LA RAzON DE CONGRUENCIA PARA TRIANGULOS
En cada parte de la figura 3-7, puede probarse la congruencia de Al con All. Elabore un diagrama donde se indi-
sen las partes comunes a los triangulos e indigue el principio de congruencia aplicado.

(@ Dados: [ 1=/ 4 () Dados: BE = EC (c) Dados: AABC lIsésceles
L2=] 3 AE = ED 2 AADC lsésceles
Demuéstrese: Demuéstrese: AC como base
Al = All Al = Al Demuéstrese: B
B c 5 C Al = All
“" : A
4 D . L2758 .
Fig. 3-7 g
Soluciones

(a) AC es un lado comun de ambos A [Fig"'. 3-8(a)]. Al = All por a.s.a. £ a.s.a,
(b) L1y [ 2 son angulos opuestos por el vértice [Fig. 3-8(b)]. Al = All por s.a.5. = s.a.5.

(¢) BD es un lado comin de ambos A [Fig. 3-8(c)]. Al = Alll por 5.5.5. & 5.5.8.
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B
B C
o= 0%
(@) 4 2 (b) A D (€) 4 A C
Fig. 3-8

3.3 IDENTIFICACION DE LAS PARTES NECESARIAS QUE DEMUESTRAN LA CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

fndique que otras partes se necesitan para demostrar que Al = All en la figura dada, mediante el principio de con-
gruencia indicado.

(a) En la figura 3-9(3) por s.5.8. ¥ 5.5.5. (d) En la figura 3-9(c) por a.s.a. £ a.s.a.
(b)  En la figura 3-9(a) por s.a.s. £ s.a.s. (e) En la figura 3-9(c) por s.a.s. = s.a.s.

(e) En la figura 3-9(b) por a.s.a. = a.s.a.

D
11
B . C
! E
I
A (b)
Fig. 3-8

Soluciones

{a) SiAD = BC, entonces Al % All por s.5.5. ¥ s.5.5.(d) Si/ 2=/ 3 entonces Al = Allpora.s.a.Zas.a.
(b) Si/ 1=/ 4 entonces Al = All por s.a.s. = s.as(e) SiAB = DE, entonces Al 2 All por s.a.s. s.a.s.

(¢) SiBC = CE, entonces Al 2 All por a.s.a. = a.s.a.

3.4 SEeLECCION DE PARTES CORRESPONDIENTES EN TRIANGULOS CONGRUENTES

En cada parte de la figura 3-10, estan marcadas las partes comunes que se necesitan para demostrar Al 2 All.
Listense de las partes restantes las que son congruentes.

Soluciones

Los lados congruentes correspondientes estan opuestos a los angulos congruentes. Los angulos congruentes co-
rrespondientes son opuestos a lados congruentes.

(a)  Opuestos a 45°, AC = DE. Opuestos a 80°, BC = DF. Opuestos al lado 12; L C = [ D.
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() Opuestos aAByCD,/ 3=/ 2 OpuestosaBC yAD, [ 1%/ 4 Opuestos al lado comin BD, L A=/ C.

{¢) Opuestos aAEyED, [ 2=/ 3. Opuestos a BEvV EC, [ 1=/ 4 Opuestosal 5y[ 6, AB=CD

E
A D

(c)
ALGEBRA APLICADA A TRIANGULOS CONGRUENTES 74 £ WK "
En cada parte de la figura 3-11, encuentre x y y. /\. > }” R

o i ¥
‘.\}p d\ _,\
/
"?_I.r)’\_a" B

D
()
Fig. 3-11 9

Soluciones

(@) Como Al = All, los angulos correspondientes son congruentes. De modo que, 2x = 24 0x = 12y 3y =
60 oy = 20.

(b) Como Al = All, los angulos correspondientes son congruentes. De modo que, x + 20 = 260 x = By
y—5 =420y = 47.

() Coma Al % All, los lados correspondientes son congruentes. Entonces 2x = 3y + 8yx = 2y. Sustituyendo
2y para x en la primera de estas ecuaciones, se obtiene 2(2y) = 3y + 8oy = 8. Entonces x = 2y = 16.

DEMOSTRACION DE PROBLEMAS DE CONGRUENCIA

B
. D /N E
Dados: BFLDE
BFLAC
; La=ia.
Demuéstrese: AF = FC A 1] c
Plan: Demuéstrese Al = All noF R
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DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1. BFlAC 1. Dados
2. [5=]8 2. Eforman /s rectos; /& son =
3. BF=BF 3. Propiedad reflexiva
4. BFLDE 4. Dado
5. L1 es el complemento de /_3. 5. Los angulos adyacentes son complementarios si los lados
L 2 es el complemento de /_4. exteriores son L a otro.
6. [3=]4 6. Dados
7. L= L2 7. Complementos de /= = son =
8. Al=all 8. asa Zasa.
9. AF=FC . 9. Partes congruentes de A congruentes son .

3.7 DEMOSTRACION DE UN PROBLEMA DE CONGRUENCIA EXPRESADO EN PALABRAS
Demuestre que si los lados opuestos en un cuadrildtero son iguales, y se traza una diagonal; se forman angulos
iguales entre la diagonal y los lados.

Solucidon
Si los lados opuestos de un cuadrilatero son congruentes y se traza una diagonal, se forman angulos congruentes

entre la diagonal y los lados.

Dados: Cuadrildtero ABCD B c
AB = CD, BC = AD
AC es una diagonal.

Demuéstrese: | 1=/ 4 [ 22/ 3

Pian: Demuéstrese Al £ All

A D
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1. AB=CD, BC = AD 1. Dado
2. AC= AC 2. Propiedad reflexiva
3 A&k=E Al 3. S5s8 =sss.
4. [ 1=/ 4 ]| 2=/ 3 4. Paries correspondientes de A £ son &

3.2 TRIANGULOS ISOSCELES Y EQUILATEROS

3.2A Principios sobre Triangulos Isésceles y Equilateros

PRINCIPIO 1: s/ dos lados de un tridngulo son congruentes, los dngulos opuestos a éstos son congruentes. (l.os
angulos sobre la base de un triangulo isésceles son congruentes).

Asi pues, en el AABC de la figura 3-12, si AB = BC, entonces /A = | C.

Se da una demostracion del principio 1 en el Capitulo 16.

Principio 2: s/ dos dngulos de un tridngulo son congruentes, los lados opuestos a éstos son congruentes.
En el AABC en la figura 3-13, si /_A = [_C, entonces AB = BC.
El principio 2 es el converso del principio 1. Se da la demostracion del principio 2 en el capitulo 16.
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Hipotesis Conclusion Hipotesis Conclusion
B B B B
A AC AA [ AAC AAC
Fig. 3-12 Fig. 3-13

wcipio 3:  Un tridngulo equildtero es equiangular.
Asi, en el AABC en la figura 3-14, si AB= BC=CA, entonces | A= B=[ C.

El principio 3 es un corolario del principio 1. Un corofario de un teorema es otro teorema cuya demostracion es
smediata del primero.

Hipotesis Conclusion Hipoétesis Conclusion
B B i B
Fig. 3-14 Fig. 3-15

mncipio 4:  Un triangulo equiangular es equildtero. L AT
Por lo que en el triangulo en la figura 3-15, si LA 2 [ B = [ C, entonces AB = BC = CA.
El principic 4 es el converso del principio 3, y un corolario del principio 2.

PROBLEMAS RESUELTOS

8  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 1 Y 3
En cada inciso de la figura 3-16, identifique los angulos congruentes gue son opuestos a los lados congruentes

e un triangulo.

B
5 12
A 12 Y
(a)
Soluciones

Como AC = BC, LA=1 B.
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(b) ComoAB=AC,[ 12/ 2 ComoBD=CD,/ 3=/ 4.
() ComoAB=AC=BC,[ A=/ 1=/3 ComoBC=CD,[2=]D.

(d) ComoAB=BC%AC,[ A=[ ACB=[ ABC. ComoAE *AD=DE | A~/ D=[E

3.9  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 2 Y 4
En cada una de las partes de la figura 3-17, identifique los lados congruentes que estan opuestos a los angulos
congruentes de un triangulo. '

B
= 3 A ; c
\A %/
(a) . {c) (@)
Fe =< DL

Fig. 3-17 '

Soluciones

(8 Comomla = 55°/a=/ D. De modo que, BC = CD.

() Como/ A=/ 1,AD=BD.Como/ 2=/ C,BD = CD.

() Como/ 1=/ 3 AB=BC.Como/[ 2=[ 4=/ D CD=AD=AC.

(d) Como[ A=/ 1={ 4 AB=BD=AD.Como/ 2=/ 3.BD=CD.

3.10  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS SOBRE TRIANGULOS ISOSCELES
En las figuras 3-18(a) y (b), puede demostrarse que el Al es cengruente con el All. Haga un diagrama mostrando
las partes congruentes de ambos tridngulos y exprese el principio de congruencia aplicado.

(a) Dados: AB = BC (b) Dados: AB = AC
AD 2 EC = BC es trisectadaen E y G.

F es el punto medio de AC DE 1 BC
Demuéstrese: Al = All FG 1 BC A

B Demuéstrese: Al = All

D F
D E
c B ¢
A 7 E G
Fig. 3-18



Soluciones

Fig. 3-19

ResoLUCION DE PROBLEMAS SOBRE TRIANGULOS ISOSCELES
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{a) ComoAB = BC,[ A=[ C. AlZAll por s.as. = s.as. [Fig. 3-19(a)].

(5) ComoAB = AC,[ B[ C. Al = All por a.s.a. = as.a. [Fig. 3-19(b)].

Dados: AB = BC
AC es trisectadoen Dy E
Demuéstrese: [ 1=/ 2

MOSTRACION:

Plan: Demuéstrese Al & All para obtener BD = BE.

Proposiciones

Argumentos

AC es trisectadoen Dy E
AD = EC

AB = BC

LA=]C

Al = Al

BD = BE

] e )

R el Sl e

Dado

Trisectar es dividir en tres partes congruentes
Dado

En un 4, [ = opuestos a lados = son
$,4.8. & 5.4.8.

Partes correspondientes de = A son
Igual que 4.

i

1

La bisectriz del dngulo del vértice de un
angulo isésceles, es la mediana de la base.

Dados: El AABC (AB = BC) isosceles.

BD bisecta al [ B

uéstrese: BD es la mediana a AC
: Demuéstrese que Al = All para obtener

212 RESOLUCION DE PROBLEMAS SOBRE TRIANGULOS ISOSCELES EXPRESADOS EN PALABRAS
Demostrar que la bisectriz del dngulo del vértice de un tridngulo isésceles, es la mediana de la base.
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DEMOSTRACION:
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Proposiciones Argumentos
1. AB=BC 1. Dado
2. BD bisectaal [ B 2. Dado
3 LA=lP 3. Bisectar es dividir en dos partes congruentes
4. BD=BD 4. Propiedad reflexiva
5. Al=All 5. sas=sas.
6. AD=DC 7in 6. Las partes correspondientes de £ A son 2.
7. BD es la mediana a AC 7. Una linea que va desde el vértice de un A que bisecta al lado opuesto,
es una mediana.

Problemas complementarios

. 1. Seleccione los tridngulos congruentes en (a) figura 3-20, (b) figura 3-21 y (c) figura 3-22, y exprese el principio

de congruencia.

80°

2b

457

40

oy & <

Fig. 3-20
5
II
152 807
Fig. 3-21
35
35
25
40
25 -5

Fig. 3-22

(3.1)
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En cada una de las siguientes figuras, puede demostrarse que el Al es congruente con el All. Exprese el principio
de congruencia aplicado. (3.2)

fa) Dados: [ 1=/[2 L
G es el punto medio de BF.
Demuéstrese: Al = All |

(b) Dados: AB L BE

EF 1 BE

BC = DE

AB = EF
Demuéstrese: Al £ All

(¢) Dados: AB = AC

AC - 4 g

_ AD es mediana sobre BC ‘H" ~ PY

Demuésirese: Al = All ‘ 2= V=

po &_bC

A D=
—
€q
pl g0 c Bc =

2 Al = AR
(d) Dados: BC L CE
AC L CD
AC = CD
BC = CE

Demuéstrese: Al = All

(¢) Dados: | FAB =/ FAC
AD L BC E
Demuéstrese: Al = All
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(f)

(h)
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Dados: AD y BE bisectores uno del otro.
Demuéstrese: Al = All

Dados: BE 1 AD
CF LAD B i
BE = CF
AD es trisectado.
Demuéstirese: Al = All

Dados: AD 1 AC A

BCLAC __
BD bisecta a AC. &
Demuéstrese: Al 2 Al

3. Establecer qué mas se necesita para demostrar por el principio de congruencia indicado que Al £ All, en la figura

dada.

(3.3)
B B C
= E )
I I
I A * D
0
D Al es AABD, All es AACD.,
(a) (b) Los triangulos se sobreponen entre

si.
(c)

Fig. 3-23
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(a) En la figura 3-23(a) por s.8.5 & s.5.5.
(b) En la figura 3-23(g) por s.a.s. = s.a.s.

(¢) En lafigura 3-23(b) por a.s.a. = a.s.a.

I

(d) En la figura 3-23(b) por s.a.5. = 5.a.8.

12

(¢) En la figura 3-23(c) por s.s.8. Z 8.8.8.

(H En la figura 3-23(c) por s.a.5. = s5.a.5.

En cada parte de la figura 3-24, estan marcadas !as partes que se necesitan para demostrar Al = All. Identifique
las partes restantes que son congruentes. (3.4)

) c
(a) (8) (©)
Fig. 3-24
En cada figura de la figura 3-25, encuentre x y y. (3.5)

D
3}
&
B
(a)
6. Demuestrese lo que se pide en cada caso. (3.6)

(@ Enlafigura 3-26: Dados: BD L AC B
D es el punto medioc de AC.
Demuéstrese: AB = BC B

(b) Enlafigura 3-26: BD es la altura sobre AC.

BD bisectriz del /_B.
Demuéstrese: | A=/ C.

Fig. 3-26
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(¢) Enlafigura 3-27: Dados: [ 1=/ 2 BF = DE
BF bisectriz del /_B.
DE bisectriz del |_D.

L Byl D son[s rectos

Demuéstrese: AB = CD 5 ZE o
(d) Enla figura 3-27: Dados: BC = AD e
E punto medio de BC. 1
F punto medio de AD. A ¥ D

AB = CD, BF = DE
Demuéstrese: /| A=/ C

(¢) Enlafigura 3-28: Dados: [ 1=/ 2 02
CE bisector de BF
Demuéstrese: / C =/ E

2o e A
(f) Enlafigura 3-28: Dados: BF y CE bisectores una de la otra
Demuéstrese: BC = EF

(g) Enlafigura 3-29: Dados: CD=CD', AD=A'D
CD es la altura sobre AB.
C’'D’ la altura sobre A'B'.

Demuéstrese: /| A=/ A’

(h)  Enlafigura 3-29: Dados: CD bisectriz de [ C.
C'D' bisectriz de [_C". A
LG =] G
LB=[B=|F
BC=BC.
Demuéstrese: CD = C'D’ Fig. 3-29

Demueéstrese lo siguiente: (8.7)

(@) Siuna linea es bisectriz de un angulo de un triangulo y es perpendicular al lado opuesto, entonces ésta
bisecta ese lado.

(b)  Silas diagonales de un cuadrilatero se bisectan entre si. entonces sus lados opuestos son congruentes.

(¢) Silabasey unlado de un triangulo isésceles son congruentes con la base y un lado de otro triangulo isdsce-
les, entonces sus angulos en el vértice son congruenies.

(d) Laslineas trazadas desde un punto sobre |a mediatriz de una linea dada, a los puntos terminales de la linea
dada son congruentes.

(e) Silos catetos de un triangulo rectdngulo son congruentes respecto a los catetos de otro, sus hipotenusas
son congruentes.

En cada inciso de la figura 3-31, identifique los angulos congruentes que estan opuestos a lados congruentes de

un ftriangulo. 3.8
g G &) B c ( .

15 B
F '

B 15 E
E
15

H

(a) (B) (c)
Fig. 3-30




TRIANGULOS CONGRUENTES 53

£n cada una de las partes de la figura 3-31, identifique los lados congruentes que estan opuestos a los angulos
congruentes de un triangulo. (3.9)

Fig. 3-31

En cada una de las secciones de la figura 3-32, debera probarse que dos tridngulos son congruentes. Hagase
un diagrama donde se muestren las partes congruenies de ambos triangulos e indiquese la razén de su con-
- gruencia. (3.10)

(a) Dado: v

Dado: B ;
AD = CE J S
flelp
Demuéstrese:
AABD = ACBE

D A s )

(b) Dado:

~ AB=BC

DG L AB

EF L BC

BD = BE
Demuéstrese:
MAGD 2 ACFE

(¢) Dado:
LA1EL2

AD = EC
Demuéstrese:
LABE = ABCD
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1.

12.

13.
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donde se muestren las partes congruentes e indiquese la razon de su congruencia. (3.11

@)

Dado: B

AABC, es equilatero

AF=BD = CE D
Demuéstrese:

Al = Al = Al

(b) Dado: %
AABC es equilatero F
AF, BD y CE son extensiones
de los lados del AABC
L1=l2=[3
Demuéstrese:
Al =2 Al = Alll
Fig. 3-33
Demuéstrense cada uno de los siguientes incisos: (3.12
(a) Enlafigura 3-34¢; Dado: AB = AC -
F es punto medio de BC
Li=z) 2 A
Demuéstrese: FD = FE
(6) Enlafigura 3-34: Dado: AB = AC Db E
ADSRE & Lo B c
FD L AB, FE L AC F
Demuéstrese: BF = FC Fig. 3-34
()  Enlafigura 335 Dado: AB = AC =
L_A es trisectado
Demuéstrese: AD = AE
(d) En lafigura 3-85: Dado: AB = AC
DB = BC D ¢ F
CE=BC_ . % Pt
Demuséstrese: AD = AE Fig. 3-35
Demuéstrense cada uno de los siguientes casos: (3.13)
(a) La mediana de la base de un tridngulo isosceles bisecta al angulo del vértice.
(h)  Sila bisectriz de un angulo de un tridngulo es también la altura del lado opuesto, entonces los otros dos

(c)

(e)

lados del triangulo son congruentes.

Si una mediana en un lado de un tridngulo es también la altura sobre ese lado, entonces el triangulo es
isosceles.

En un triangulo isosceles, las medianas de sus lados son congruentes.

En un triangulo isdsceles, las bisectrices de los dngulos de la base son congruentes.



ineas paralelas, distancias
suma de angulos

LINEAS PARALELAS

==s paralelas son lineas rectas que estan en el mismo plano y que no se intersectan a si mismas, sin importar gué
= lejos se extiendan. Ei simbolo para la condicién de paralelismo es |1; asf, el simbolo ABIICD significa: “la linea AB
=:-.. alela a la linea CD*". En los diagramas, el uso de flechas es para indicar que las lineas son paralelas (Fig. 4-1).

E
YA

—r i/2
____________._...---'B A B
A
e 4/3

____________._...---" -3 c 577 D

c D
F
Fig. 4-1 Fig. 4-2

Una transversal a dos o mas lineas es aquélla que las corta. Asi, en la figura 4-2, EFesuna transversal de AB y CD.
Los dngulos internos formados por dos lineas cortadas por una transversal, son los angulos entre las dos lineas,
sentras que los dngulos externos son aquellos que estan por fuera de las lineas. Por lo tanto, de los ocho angulos

xmados porﬁi‘ y CD cortadas por EFen la figura 4-2, los angulos internos son L1,/ 2,/ 3y [ 4;los angulos externos
Bn/ 5,/ 6,/ 7yLl8

JA Pares de éngulos formados por dos lineas cortadas por una transversal

=s dngulos correspondientes de dos lineas cortadas por una transversal, son los angulos situados en el mismo lado
= |a transversal y en el mismo lado de las lineas. Enla figura 4-3,/ 1y /[ 2 son angulos correspondientes de las lineas

g oz 3
S y CD, cortadas por la transversal EF. Nétese en este caso, que ambos angulos estan a la derecha de la HRnRS
2bajo de las lineas.
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Cuando dos lineas paralelas son cortadas por una transversal, los lados de dos angulos correspondientes forman
una F mayuscula en distintas posiciones, tal y como se muestra en la figura 4-4.

e o T

Fig. 4-4

Los dngulos "-ai_r_e_m_qs internos de dos lineas cortadas por una transversal, son los dos angulos no adjuntos entre
las dos lineas y en lados opuestos a la transversal. Asi, /1 y L_2 en la figura 4-5 son angulos alternos internos de las

_/E
A /2/ B
2
C D
4
Fig. 4-5

lineas AB y Eb, cortadas por la transversal EF. Cuando dos lineas paralelas son cortadas por una transversal, los lados

de dos angulos alternos internos forman una Z o una N maytsculas en distintas posiciones, tal y como se muestra en
la figura 4-6.

= Sl =

Fig.4-6

Cuando dos lineas paralelas son cortadas por una transversal los angulos internos del mismo lado de Ia transversal
se localizan muy fécil porque forman una U mayuscula con sus lados (Fig. 4-7).

AR

Fig. 4-7
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Principios sobre lineas paralelas

=0 1: & través de un punto dado que no esté en una recta dada, puede dibujarse una y solo una paralela a
m=a dada. (Postulado de las lineas paralelas)
Por consiguiente, en la figura 4-8, ya sea /, o [,, pero no ambas, puede ser paralela a /,.

: 7

n /

ls 75 b
Fig. 4-8 Fig. 4-9

racién de que dos lineas son paralelas

oPlo 2:  dos lineas son paralelas si un par de éngulos correspondientes es congruente.
Sor eso, en la figura 4-9, LIl sil_a=[ b.

moieio 3:  dos lineas son paralelas si un par de dngulos alternos internos es congruente.
Asi, en la figura 4-10, LIl sic &/ d,

A
7/ I /e I
/ d 7 / I
Fig. 4-10 Fig. 4-11

mciPlo 4:  dos lineas son paralelas si dos dngulos internos del mismo lado de la transversal son suplementarios.
' E£n la figura 4-11, L,|l/, si [_e y [ _f son suplementarios.

WCIPIO 5:  un conjunto de lineas es paralelo a una misma linea si todas son perpendiculares a ella. (Las perpen-
miares a una misma linea son paralelas.)
Por eso, en la figura 4-12, 111, y I, y I, son perpendiculares a /.

[

e ———

Iy

ls

Fig. 4-12 Fig. 4-13

=MCiPIO 6:  un conjunto de lineas es paralelo entre si, si todas son paralelas a yna misma linea. (Lineas paralelas
= misma linea, son paralelas entre si.)
Asi, en la figura 4-13, /1l/; sil, y I, son cada una, paralelas a /.

spiedades de lineas paralelas

BNCIPIO 7: s dos lineas son paralelas, todo par de dngulos correspondientes es congruentle. {(Angulos correspon-
ies de lineas paralelas son congruentes.)
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En la figura 4-14, si I,ll,, entonces [_a =/ p.

/‘:I, l‘ 7/ ll
d

/6 k 7 a

Fig. 4-14 Fig. 4-15

PRINCIPIO 8: s/ dos lineas son paralelas, todo par de angulos alterncs internos, es congruente. (Los dngulos alternos
internos de lineas paralelas son congruentes.)
En consecuencia, en la figura 4-15, si /,!|/, entonces [ ¢ = [ d.

PrinciPiO 9: s dos lineas son paralelas, entonces los dngulos internos del mismo lado de la transversal son suple-

mentarios.
Por eso, en la figura 4-16, si /,1ll,, _e y [_f son suplementarios.

1; lz

/'; L
f
/

Fig. 4-16 Fig. 4-17

Principio 10:  si dos o mads lineas son paralelas, entonces una linea perpendicular a una de ellas es perpendicular
también a las otras. 7

En la figura 4-17 si I, y I, L I,, entonces [, L /,.

Paincipio 11:  si dos o mds lineas son paralelas entre si, entonces una linea paralela a alguna de ellas también lo
es de las otras.

Asi, en la figura 4-18, si /I, y LI/, entonces L,|I1,.

L

Ly

ls
Fig. 4-18

PRINCIPIO 12:  si los lados de dos dngulos son respectivamente paralelos entre si, entonces ya sea que los dngulos
son congruenies o son suplementarios.

En la figura 4-189, si LIlf, y LI/, entonces [ _a = [ b y también [_a y [_c son suplementarios.

L
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EMAS RESUELTOS

~ ApLICACIONES NUMERICAS DE LINEAS PARALELAS
En cada parte de la figura 4-20, encuentre la medida x y la medida y de los angulos indicados.

(e),. (f)

Fig. 4-20
Respuestas
(4) x = 180° prr-incipio 8). y = 180° — 130° = 50° (anincipio 9).
() x = 80° {principio 8). y = 70° (principio 7). _
(©) x = 75° (principio 7). y = 180° — 75° = 105° (principio 9).
(d) x = 65° {principio 7). Dado que m{_ B = mL A, m[L B = 65“.—-En consecuencia y = 65° If'r(|3|'ﬁncipii:) 8).
(&) x = 30" {princ‘ipio‘B). y = 180° — (30° + 70°) = 80°"'I(.principio 9).
(f) x = 180° — 110° = 70° (principio 9). y = 110° (principio 12).

APLICACION DE LOS PRINCIPIOS SOBRE LINEAS PARALELAS Y SUS CONVERSOS
Las siguientes demostraciones breves se refieren a la figura 4-21. En cada una se da la primera proposicion. Diga
1 qué principio sobre lineas paralelas se justifica cada una de las proposiciones restantes.

E G .
A 2 3 B [V X ! r\
’ 5
c /» 4/ D '
& H

Fig. 4-21
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¢ 1 ISy Ly s = 1. Dado
2. ABlICD 2 2
3. L3/ 4 =

(b) 1.,2=/[3 1. Dado
2. EFlIGH 2. 2
3. [ 4sup. L 5 82

Respuestas

(@)
(&)
©
()

2: Principio 3; 3: Principio 7.

2: Principio 2; 3: Principio 9.

2: Principio 4; 3: Principio 8.

2: Principio 5; 3: Principio 10.

GEOMETRIA PLANA

(©)
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=

.l 5sup. [ 4
. EFlIGH

. 3=l6

. EF1AB, GH.AB, EFI1CD
. EFIIGH

CD1GH

4.3  APLICACIONES DE LOS PRINCIPIOS SOBRE LINEAS PARALELAS AL ALGEBRA
En cada parte de la figura 4-22 encuentre x 'y y. Suministre la razén para cada ecuacién obtenida en el diagrama.

P 2 +2y 3
o —a— 4y z+y
x-2y
3 — 20 =2 92° 2
¥+ IV
(a) (b} (¢)
Fiyg. 4-22
Respuestas
(@) 3x—20=2x (principio 8)
X = 20°
y + 10 = 2x  (principio 7)
¥y + 10 = 40
y = 30°
(b) 4y = 180 — 92 = 88 (principio 9)
y = 22°
X+ 2y =92 (principio 7)
X + 44 = 92
x = 48°
(¢) (1) x+ y=150 (principio 8)
8 x—-2y= 30 (principic 9)
3y = 120 (Post. Subs.)
vy = 40°
x + 40 = 150
x = 110°

150°
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REsOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE LINEAS PARALELAS

- Dado: AB=AC D
AE(IBC
Demuéstrese: AE bisecta |_DAC AL
- Plan: Demuséstrese que los dngulos /1y [ 2 3 e

son congruentes con los angulos congruentes B y C.

B 6
STRACION:

Proposiciones Razones
1. AEIIBC 1. Dado
2/[1=/8 2. [ s correspondientes de lineas || son .
3.[L2=/C 3. [: alternos internos de lineas || son =.
L AB= AC 4. Dado
&/ B=[C 5. En un triangulo, [ = opuestos a lados = son =,
s e ) 6. La congruencia entre objetos congruentes implica la congruencia
| entre ellos mismos.
- 7. AE bisecta [_DAC. 7. Bisectar es dividir en dos partes congruentes.

REsSOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE LiNEAS PARALELAS FORMULADO EN PALABRAS
Demuéstrese que si las diagonales de un cuadrilatero se bisectan entre si, entonces los lados opuestos son pa-

Dado: ABCD un cuadrilatero
AC y BD se bisectan entre sf.
Demuéstrese: AB|ICD
AD||BC
Plan: Demuéstrese que [ 1 = [ 4 probando que Al 2 All.
Demuéstrese que [_2 = [ 3 probando que Alll = AlV.

OSTRACION:
Proposiciones Razones

1. AC y BD se bisectan Dado

2. BE=ED AE=EC - Bisectar es dividir en dos partes congruentes.

3./6=2/6/7=/38 . L= verticales son .

4. Al = Al Alll 2 AIV 1= supl. 2 /s supl.

5.l 1=[4[2=]3 . Partes correspondientes de triangulos congruentes son =,

. AB|ICD, BCI||AD . Lineas cortadas por una transversal son || si los / = alternos internos son =,

[ IS RN U

DISTANCIAS

Distancias enire dos figuras geométricas

distancia entre dos figuras geomeétricas es el segmento de linea recta mas corto entre las figuras.
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La distancia entre dos puntos P y Q en la figura 4-23(a), es el segmento de linea PQ entre ellos.

La distancia enire un punto y una linea, como P yAB en (b) es el segmento de linea PQ; esto es, la perpendicular
del punto a la linea.

La distancia enire dos paralelas, como AB y ¢D en (c) es el segmento PQ; esto es, una perpendicular entre las
paralelas.

La distancia entre un punto y un circulo, como Py el circulo O en (d), es PQ:; esto es, el segmento de OP entre
el punto y el circulo.

La distancia entre dos circulos concéntricos, como los dos circulos cuyo centro es O, en (), es PQ, el segmento
del radio mayor entre los dos circulos.

= .,
P Q i q_F e 7
(a) (b) (c)
P
Q s
(@) ©
Fig. 4-23

Principios relacionados con la distancia

Principio 1:  si un punto esta en el bisector perpendicular de un segmento de linea, entonces es equidistante de los
extremos del seamento.

Esto es, si P esta en CD el bisector L de AB en la figura 4-24, es entonces PA = PB.

PRINCIPIO 2: s un punto es equidistante de los extremos de un segmento de linea, entonces estd en el bisector per-
pendicular al segmento de linea. (El principio 2 es el converso del principio 1.)

En la figura 4-24, si PA = PB entonces P est4 en CD, el bisector | de AB.

D R
Fig. 4-24 Fig. 4-25
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=0 31 si un punto esta en el bisector de un dngulo, entonces es equidisiante a los lados del angulo.

. Porlotanto, si Pestaen AB, el bisector del _A en la figura 4-25, entonces PQ = PR, donde PQ y PR son las distan-
== o= P 2 los lados del angulo.

10 4:  siun punto es equidistante de los lados de un dngulo, entonces estd en el bisector del dngulo. (El princi-
‘= =s el converso del principio 3.)

Por lo cual, si PQ = PR, donde PQ y PR son las distancias de P a los lados del /_A an la figura 4-25, entonces
=12 en AB, el bisector de [_A.

o0 51 dos puntos, cada uno ds ellos equidistante de los extremos de un segmento de linea, determinan al bi-
=or perpendicular del segmento de linea. (La linea que une los vértices de dos triangulos isdsceles, con base comn,
= bisector perpendicular de la base.)

De este modo, si PA = PB y OA = GB en la figura 4-26, entonces P y Q determinan CD, el bisector L de AB.
C

Q

D
Fig. 4-26 Fig. 4-27

ciPlo 6:  Jos bisectores perpendiculares de los lados de un tridngulo se cruzan en un punio, el cuai es equidistan-
2 los vértices del triangulo. it V2= 1 BN

 Asi si P es la interseccidn de las bisectrices del AABC en la figura 4-27, entonces PA = PB = PC. P es el centro
*=! circulo circunscrito y se le denomina circuncentro del AABC.

INCIPIO 7:  las bisectrices de los angulos de un triangulo se encueniran en un punto, el cual es equidistante respec-

' de los lados del tridnguio. .
~ Deestamanera, si Q es la interseccion de los bisectores de los angulos del AABC en la figura 4-28, entonces QR
- 05 = QT, las distancias de Q a los lados del AABC. Q es el centro del circulo inscrito y se denota como el incentro
2=l AABC.

PROBLEMAS RESUELTOS

4.6 DETERMINACION DE DISTANCIAS

A continuacion, encuéntrese la distancia e indiquese e! tipo de distancia del que se trata. En la figura 4-29(a) de
P aA; (b)de PacCD;(c)de A aBC, (d)de AB a CD. En la figura 4-29(b), encuéntrese la distancia (e) de P al circulo
nterior O; (f) de P al circulo exterior O; (g) entre los circulos concéntricos.
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(a)

Fig. 4-29
Respuestas

(a) PA = 7, distancia entre dos puntos.

(b) PG = 4, distancia de un punto a una linea.

(c) AE = 10, distancia de un punto a una linea.

)y FEG

6 , distancia entre dos lineas paralelas.

() PQ = 12 -3 = 9, distancia de un punto a un circulo.
(f) PR
@ @R

12 — 5 = 7, distancia de un punto a un circulo.

I

5 — 3 = 2, distancia entre dos circulos concéntricos.

4.7 LOCALIZACION DE UN PUNTO QUE SATISFAGA CONDICIONES PREESTABLECIDAS
En la figura 4-30:

Fig. 4-30

(a) Localice P, un punto en BC equidistante de A y C.

()  Localice @, un punto en AB equidistante de BC y AC.

(c) Localice R, el centro del circulo circunscrito sobre AABC.
(d) Localice S, el centro del circulo inscrito en AABC.

Respuestas
Véase la figura 4-31.

B B B

Ab——Tl s 4 ¢ A A

(a) Utilice el principio 1 (b) Utilice el principio 3 (¢) Utilice el principio 6

Fig. 4-31

A
(d) Utilice el principio 7

c
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APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 2 Y 4
Sara cada AABC en la figura 4-32, describa a P, Q y R como puntos equidistantes y localicelos sobre un bisector.

A C A {4

@ ()
Fig. 4-32

Respuestas

{a) Dado que P es equidistante de A y B, esta en el bisector L de AB. Dado que Q es equidistante de B y
C, esta en el bisector L de BC. Dado que R es equidistante de A, B, C, esta en los bisectores | de
AB, BC y AC.

(b) Dado gue Pes equidistante de AB ¥ BC esta en el bisector del [_B. Dado que Q@ es equidistante de BC
y AC esta en el bisector del / _C. Dado que R es equidistante de AB 5C Y AC esta en los bisectores
delos LA, [ Byl C.

APLICACION DE LOS PRiNCIPIOS 1, 3,6 ¥ 7
Para todo AABC de la figura 4-33, describa a P, Q, R como puntos equidistantes. También describa a R como
entro de un circulo.

_ b
(@) Fig. 4-33 ¢!

Respuestas

(a) Dado gque P esta en el blsector dei L A, es equidistante de AB y AC. Dado que Q esta en el bisector
de ;’_B es eqUIdistame de AB y BC. Dado que A esta en los bisectores de [ A y |_B, es equidistante
de AB BC y AC.R es el incentro del AABC, esto es, el centro de su circulo inscrito.

() Dado que P estd en el bisector | de AB, es equidistante de A y B. Dado que 0 sstéen &l bisactor L ds

AC, es equidistante de A y C. Dado que R esta en los bisectores L de AB y AC es equidistante de A,
By C. R es el circuncentro de AABC, esto es, es el centro de su circulo circunscrito.

APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 1,3, 6 Y7
En cada parte de la figura 4-34, _ncuentre dos puntos equidistantes a los extremos de un segmento de linea y
ien el bisector perpendicular determinado por los dos puntos.



66 GEOMETRIA PLANA 4

B A
B
B c o
E
% AL 4
E D A D
(a) (b) (e)
Fig. 4-34
Respuestas

(8) By D son equidistantes de A y C. Por lo tanto BE es el bisector L de AC.
() Ay D son equidistantes de B y C. Por lo tanto AD es el bisector L de BC.

() By D son equidistantes de A y C; por lo tanto BD es el bisector L de AC. A y C son equidistantes de
y D; por lo tanto AC es el bisector L de BD.

4.3 SUMA DE LAS MEDIDAS DE LOS ANGULOS DE UN TRIANGULO

Los 4ngulos de cualquier tridngulo pueden separarse como en la figura 4-35(a) y en seguida colocarlos juntos come
se muestra en (b). Los tres angulos forman un angulo derecho.

(a) (b)
Fig. 4-35

Es posible demostrar que la suma de las medidas de los angulos de un triangulo es igual a 180°, mediante el traza-
do de una linea que pase por uno de los vértices del triangulo y que sea paralela al lado opuesto del vértice en cuestion.
En la figura 4-35(c), MN se traza por B y es paralela a AC. Notese que la medida del angulo derecho en 8 es igu
a la suma de las medidas de los angulos del AABC; esto es, a® + b® + ¢® = 180°. Cada par de angulos congruente
es un par de angulos alternos internos de lineas paralelas.

4.3A Angulos internos y externos de un poligono

Se forma un angulo externo en un poligonn, siempre que uno de sus lados se extienda por el vértice. Si cada uno de
los lados de un poligono se extiende como se muestra en la figura 4-36, puede observarse la formacion de un angule
externo en cada vértice. Cada uno de los angulos externos es suplementario de su angulo interno adjunto.
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Fig. 4-36

Asi, en el caso del pentdgono ABCDE habra cinco angulos externos, uno en cada vértice. Notese que cada angulo
mo es el suplemento de un angulo interno adjunto. Por ejemplo: ml_a + ml_a = 180°,

Principios sobre la suma de las medidas de angulos
NcIPlo 1: la suma de las medidas de los angulos de un tridngulo es igual a un angulo derecho, esfo es, a 180°.
Asi, en el AABC de la figura 437, mL. A + ml_B + m[_C = 180°.

B

i

Fig. 4-37
RINCIPIO 21 s/ dos dngulos de un tridngulo son congruentes respectivamente a dos angulos de otro iridngulo, enton-

los dngulos restantes son congruentes.
Asi, en los AABC y AA'B'C" en la figura 4-38, si L. A= [ A'y/ B=/] B, entonces [ C=[ C

¢ A D

Fig. 4-38 Fig. 4-39

INCIPIO 3:  [a suma de las medidas de los dngulos de un cuadrifdtero es igual a 360°.
En el cuadrilatero ABCD (Fig. 4-39), m{._A + m[_B + m[_C + ml_D = 360°.

INCIPIO 4:  la medida de cada dngulo externo de un tridngulo es igual a la suma de las med;das de sus dos angulos
Internos no adjuntos.
En el AABC de la figura 4-40, m{_ECB = mi_A + mLB.

B
A/\c‘
G

i Fia. 4-40

£
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PRINCIPIO 5: [z Ssuma de las-medidas de los dngulos externos de un triangulo es igual a 360°.
En el AABC de la figura 441, m/_a" + mL_b' + m{_¢" = 360°.

/“’ (o] E A c
Fig. 4-41 Fig. 4-42

PrinciFIO 6: [a medida de fodo dngulo de un triangulo equildtero es de 60°.
Asi el AABC en la figura 4-42 es equilatero, entonces mL._A = 60°, m[ B = 60° y ml._ C = 60°.

PRINCiPIO 7:  los dngulos agudos de un triangulo rectangulo son cdmp.-'emenrarfos.
Asi en el A rectangulo ABC de la figura 4-43, si m{_C = 90°, entonces mL._A + m[_B = 90°.

A[ A
C B C B

Fig. 4-43 Fig. 4-44

PriNCIPIO 8:  Ja medida de todo dngulo agudo en un tridngulo isosceles es igual a 45°.
En el A rectangulo isosceles ABC de la figura 4-44, si m{_C = 90°, entonces m{_A = 45° y m{_B = 45°.

PrinciPIo 9: un tridngulo no puede tener mas que un angulfo recio.
Asi en el A rectangulo ABC de la figura 4-43, si m{_C = 907 entonces /| A y [ B no pueden ser [ = recios.

PrinciPio 10:  un tridngulo no puede tener mas de un angulo obifuso.
En el AABC obtuso de la figura 4-45, si [ _C es obtuso entonces L_A y [_B no pueden ser angulos obtusos.

C
Fig. 4-45
Principio 11: dos dngulos son congruentes o suplementarios si sus lados son respeciivamente perpendiculares

enire si.
En la figura 4-46, si [\ L, y [,1/, entonces L_a = [ by [ ay [ c son suplementarios.
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3LEMAS RESUELTOS

EJeMPLOS NUMERICOS DE LOS PRINCIPIOS DE LA SUMA DE ANGULOS
cada uno de los incisos de la figura 4-47, determine x y y.

Respuestas
(a) X+ 35+ 70 =180 _ (Pr.1) () Dado que ABLDE, x = 50 v
X = 75°/ ¥y =X+ 45 (Pr. 4)
y+ 110 + 25 = 180 = (Pr. 1) ¥y =50 + 45 = 95°
y = 4507 PR
Verificacion: la suma de las medidas (f) Dado que ABIICD, 2x + 80 = 180
de los angulos del cuadrilatero ABCD ) 2x = 100
debe ser igual a 360°. x =500 Vv
70 + 120 + 110 + 60 < 360 ¥y = x + 80° (Pr. 4)
360 = 360 y = 50 + 80 = 130° v
(b) xes[_ext dsl Al
x = 30 + 40 (Pr. 4)
x = 70/

y es [ _ext. del AABC
y=mLB + 40 / (Pr. 4)
y = 85 + 40 = 125°

(¢) Enel AABC, x + 65 =90 (Pr. 7)
x.= 25°
Enel Al, x + y = 90 (Pr. 7)
25 + y=190
y = 65° r
(d) Dadoque DCLEB, x = 80
X + ¥y + 120 = 380 (Pr. 5)

80 + y + 120 = 360
y = 150%/
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4.12  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS DE SUMA DE LAS MEDIDAS DE AnGuLOs A TRIANGULOS ISOSCELES Y EQUILATEROS
Determinese x vy y en cada inciso de la figura 4-48.

Respuestas

(8) Dado que AB = AC entonces [_12/[ x
x = 180 — 125 = 55°

2x + y = 180 (Pr. 1)
110 + y = 180

| ¥ =70°

(b) Del Pr. 8, x = 45°

Dado que ml_ABC = 60°

E y mL_CBD = 45°

A y = 60 + 45 = 105°

25

E bisects £ B
CD bisects 2 C

()

(¢) Dado que AB = AC, L ABC = [ ACB

2x + 80 = 180 (Pr. 1
x'= 509 |
En Al ix + Ix + y = 180 (Pr. 1
x + y= 180
50 + y = 180
y = 130° :
(Pr. 8)
(Pr. 8)

4.13  APLICACION DE RAZONES A LA Suma DE MEDIDAS DE AnGuLos

|
4 Determinese la medida de cada angulo.

% (@) De un triangulo si las medidas de sus angulos estan en la proporcion 3:4:5 [Fig. 4-49(a)]

(b) De un cuadrilatero si las ‘medidas de sus angulos estan en la proporcion™3:4:5:6 [(6)]

(¢) De un triangulo recto si la proporcién de las medidas de sus angulos agudos es de 2:3 [(¢)]

:; a6 = 2P 424 =90
| Shalvng - Gy 4 TRATH ;__ (e Sy 4T
AR D D AUA = &0 D AL &?{.1 = ‘j;‘iz
X.;lB_O :_-O]O =
[
4 | 05 S B
‘ @ oo 12 (e)
s ﬂr\“ - :‘Jg 4 "”{j" " : = I
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Respuestas

i2) Sean 3x, 4x y 5x las medidas de los angulos. Entonces, del principio 1: 12x = 180, por lo que x = 15.
También 3x = 45, 4x = 60 y 5x = 75. Resp. 45°, 60°, 75°.

(5) Sean 3x, 4x, 5x y 6x las medidas de los angulos. Entonces, del principio 3: 18x = 360, por lo que
x = 20. También 3x = 60, 4x = B0, etc. Resp. 60°, 80°, 100°, 120°.

{c) Sean 2x, 3x las medidas de los angulos agudos. Entonces, del principio 7: 5x = 90, por lo que x = 18.
También 2x = 36, 3x = 54. Resp. 36°, 54°, 80°.

APLICACION DEL ALGEBRA EN PROBLEMAS DE SUMA DE LAS MEDIDAS DE ANGULOS

) Demuéstrese que si la medida de un angulo de un triangulo es igual a la suma de las medidas de los
otros dos, entonces el triangulo es un triangulo rectangulo.

{8) Demuéstrese que silos dngulos opuestos de un cuadrilatero son congruentes, entonces sus lados opues-
tos son paralelos.

Respuestas

(8) Dado: AABC, mL.C =mLA + mlLB A
Demuéstrese: AABC es un triangulo rectangulo.
Plan: Demuéstrese que m[_C = 90°.

DEMOSTRACION ALGEBRAICA: G

& Sean a = numero de grados en /A c
b = nimero de grados en LB
Entonces a + b = nimero de gradosen [ C
a+b+(a+b)=180 (Pr. 1)
2a + 2b = 180
- 90
Como mL_C = 90°, AABC es A rectangulo.

o
s

{6) Dado: el cuadrilatero ABCD B c

A= C | B=|D g v

Demuéstrese: AB||CD, BC|IAD
Plan: Demuéstrese que los /s int. del mismo lado
de la transversal son suplementarios. 4 A

DEMOSTRACION ALGEBRAICA:

Sean a = numero de gradosen [ Ay /[ C,
b = numero de gradosen/ By [ D
2a + 2b = 360 (Pr. 3)
a+b=180

Dado Ay [_B son suplementarios, BCIIAD. |
Dado L Ay [ D son suplementarios, AB|ICD. |

SUMA DE LAS MEDIDAS DE LOS ANGULOS DE UN POLIGONO

o, es un figura plana cerrada, acotada por segmentos de linea recta como lados. Un n-gono es un poligono
. Asi, un poligono de 20 lados es un 20-gono.
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B

Pentagono regular

Fig. 4-50

Un poligono regular, es un poligono equilateral y equiangular. Asi, un pentagono regular es un poligono que tie
cinco angulos congruentes y cinco lados congruentes (Fig. 4-50). Un cuadrado es un poligono regular de cuatro lado

Nombres de poligonos de acuerdo con su numero de lados

Numero de lados Poligono Numero de lados Poligono
3 Triangulo 8 Octagono
4 Cuadrilatero 9 Nonagono
5 Pentagono 10 Decagono
6 Hexagono 12 Dodecagono
i Heptagono n n-gono

4.4A  Suma de los medidas de los angulos internos de un poligono
Al trazar diagonales desde un vértice hasta cada uno de los otros, como en la figura 4-51, es posible dividir un poligon

de siete lados en cinco tridngulos. Nétese que a cada tridngulo le pertenece uno de los lados del poligono, except
por el primero y el dltimo tridngulos, los cuales tienen a dos de ellos,

4 (m —L "'|
=] /
m - :

Fig. 4-51

En general, con este proceso se divide un poligono de n lados en n — 2 triangulos; esto es, el nimero de tridngulos
es siempre el nimero de los lados del poligono menos 2.

La suma de las medidas de los angulos internos de un poligono es iguai a la suma de las medidas de los angulos
internos de los triangulos. Por lo tanto:

La suma de las medidas de los 4ngulos internos de un poligono de n lados = (n — 2)180°
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Suma de las medidas de los éngulos externos de un poligonoe

slos exterrios de un poligono pueden trazarse juntos de manera que tengan el mismo vértice. Para lograr esto,
e algun punto lineas paralelas a los lados del poligono, tal y como se muestra en la figura 4-52. Una vez hecho
e observarse que sin importar el niimere de lados, la suma de las medidas de los dngulos externos es siempre
onces:

La suma de los anguios externos de un poligono de n lados = 360°

i

Principios para angulos de poligonos

_-;:yqi_qm‘er poligono
210 1:  si S es la suma de las medidas de los angulos internos de un poligono de n lados, entonces
S = n — 2 angulos derechos = (n — 2)180°
! igisaug?a dt=1.' i:.;somedidas de los angulos internos de un poligono de 10 lados (decagono) es igual a 1 440°, ya que

PIo 2:  la suma de los angulos externos de un poligono es igual a 360°,
or tanto, la suma de ios angulos externos de un poligono de 23 lados es de 360°.

r= un poligono regular

wciPlo 3:  si un poligono regular de n lados (Fig. 4-53) tiene un @ngulo interno que mide i y un angulo externo que
o= e (en grados), entonces

_ 180n—-2)  _ 360

i > 5 y i+ e =180

Claramente, para un poligono regular de 20 lados:
;. 180(20-2) _ 1"- _ 360

62 e=""=18 j+e =162 + 18 = 180
20 20

Poligono regular

Fig. 4-53
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PROBLEMAS RESUELTOS

4.15

4.16

417
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APLICACION DE FORMULAS SOBRE MEDIDAS DE ANGULOS EN UN PoLicono

(a8)  Calcule la suma de las medidas de los angulos internos de un poligono de 9 lados (exprese la respuesta
en términos de angulos derechos y en grados).

(b)  Halle el nimero de lados de un poligono si la suma de las medidas de sus angulos internos es de 3 600°.
(c) ¢Es posible que la suma de las medidas de los angulos de un poligono sea igual a 1 890°7
Respuestas

(a) S (enéngulos derechos) = n—2 = 9—2 = 7 angulos derechos; mL_§ = (1 —2)180 = 7(180) = 1 260°.
() S (en grados) = (n — 2)180. Entonces 3 600 = (n — 2)180, de donde n = 22.

(¢) Dado que 1890 = (n — 2)180, entonces n = 12}. Un poligono no puede tener 12; lados.

APLICACION DE FORMULAS SOBRE MEDIDAS DE ANGULOS A UN PoLicono REGULAR %O _*EIU

(a) Calcule la medida de los angulos externos de un poligono regular de ¢ lados. 4

(b) Calcule la medida, de los dngulgs internos de un poligono regular de 9 lados: r,@l}( L )
. A@ﬂ,ﬂ'u- J%a N0 2)

(& ;
(¢) Calcule el nimero de ladgs d& un pol: no ryqulaém cada uno de sus angulos externos mide 5°.
Sy ?&3: = ;

{d) Calcule el nimero de ladog de un 2Licllgcmn:: regular, si cada uno de sus angulos internos m|d 165“

n89(m-1L el L te =15 0=
Respuestas e L= Abw A = 60
(a) Dadoquen =8 mLe = 950, 05809) 40. Resp. 40°.
) n 9

() Dadoquen =9, mLj = {=2180 _ = 2)”3“: 140. Resp. 140°.

Otro método: dadoquei + e = 180,/ = 180—3 = 180 — 40 = 140.

(¢) Al sustituire = 5ene = %, se tiene 5 = % Entonces 5n = 360, esto es n = 72. Resp. 72 lados. ‘

(d) Alsustituiri = 165en/ + e = 180, se tiene que 165 + e = 180 0e = 15. Entonces, utilizando e = 260

con e = 15, se tiene que 15 = ?, esto es n = 24. Resp. 24 lados.

APLICACION DEL ALGEBRA A LA Suma DE MEDIDAS DE ANGULOS DE UN PoLicono

Calcule la medida de cada angulo interno de un cuadrilatero (a) si sus angulos internos se representan por x +

10, 2x + 20, 3x — 50 y 2x — 20; (b) si sus angulos externos estan en proporcion 2:3:4:6.
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Sespuestas

=)  Dado que las medidas de los [ s internos es de 360°, sumamos:
(x + 10) + (2x + 20) + (3x — 50) + (2x — 20) = 360
8x — 40 = 360
Xo=, Bl

Entonces x + 10 = 60; 2x + 20 = 120; 3x — 50 = 100; 2x — 20 = 80. Resp. 60°, 120°, 100°, 80°,
‘Sean 2x, 3x, 4x y 6x los angulos externos. Entonces 2x + 3x + 4x + 6x = 360. La resolucion obtenida

es 15x = 360, esto es x = 24, Por lo tanto, los dngulos externos miden 48°, 72°, 96° y 144°.
Los angulos internos son sus suplementos. Resp. 132°, 108°, 84°, 36°.

s.a. = a.s.a. (Dos angulos y el lado incluido)
.5. = s.5.8. (Tres lados)
‘métodos adicionales para demostrar que dos tridngulos son congruentes son:

s.a.a. = s.a.a. (Dos angulos y el lado opuesto)

R

- fip.c. = hip.c. (Hipotenusa y un cateto)

Dos nuevos principios de congruencia
mciPio 1 (s.a.a. = s.a.a.) si dos dngulos y el lado opuesto a une de ellos de un triangulo son congruentes a las
stes correspondientes de otro, entonces los triangulos son congruentes.,

Sienlafigurad-54,/ A=[ A, [ B=| B yBC = B'C' entonces AABC = AA'B'C'.

BJ

Al c

A c Fig. 4-54

ciplo 2:  (hip.c. = hip.c.) en un triangulo rectangulo, si la hipetenusa y un cateto son congruentes con las partes
srrespondientes de otro triangulo rectangulo, entonces los Iridngulos son congruentes.

En la figura 4-55, si hip. AB = hip. AB y c. BC = ¢. B'C entonces A rectangulo ABC = A rectangulo A'B'C'.

AI

e B’
i g Fig. 4-55

En el capitulo 16 se da la demostracion de este principio.
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PROBLEMAS RESUELTOS

4.18 SELECCION DE TRIANGULOS CONGRUENTES UTILIZANDO s.a.a. = s.a.a. 0 hip.c. = hip.c.
En (a) figura 4-56 y (b) figura 4-57, seleccione los triangulos que sean congruentes y establezea la razén de s
congruencia.

3
I
]
4
Fig. 4-56

35° 609

111 o

7 60° 359
7

Fig. 4-57

Respuestas
(a)  Al'= Al hipic = hip.c. En alll, 4 no es hipotenusa.
(b)y Al = Al porsaa =saa EnAll 7 es opuesio a 60° en lugar de 35°. En AlV, 7 esté incluido entre

60° y 35° .

4.19 DETERMINACION DE LA CAUSA DE LA CONGRUENCIA ENTRE TRIANGULOS
En cada inciso de la figura 4-58, es posible demostrar que el Al es congruente con All. Haga un diagrama que
muestre las partes congruentes de cada triangulo y establezca el por qué de la congruencia.
Respuesias
(8) En la figura 4-59(a), Al 2 All por hip.c. = hip.c.

(b)  En la figura 4-59(b), Al = All por s.a.a. = s.aa.

(a) Dado: BDLBC B ¢ (b)) Dado: AB=BC
BDLAD FDLAB
ABLCD I FEIBC
Demuéstrese: Al = All F es el punto medio de AC.
Demuéstrese: Al = All
I
A D

Fig. 4-58
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B

iI

{a) Fig. 4-59

Cuadrilatero ABCD
DF1AC, BELAC

AE = FC, BC = AD
éstrese: BE = FD
Demuestrese que Al = All

ACION

Proposiciones Razones
__D_ . 1. Dado
, BELAC 2. Dado
=/2 3. Las perpendiculares forman L= rectos y los [ = rectos son congruentes.
FC 4. Dado
EF 5. Identidad -
EC 6. Si iguales se suman a iguales, las sumas son iguales.
Definicién de segmentos congruentes
All 7. hip.c. = hip.c.
FD 8. Partes correspondientes de A congruentes son congruentes.

DEMOSTRACION DE UN PROBLEMA DE CONGRUENCIA FORMULADO EN PALABRAS

‘Dado: AABC isésceles (AB = BC)
AD es la altura de BC

- CE es la altura de AB
Demusstrese: AD = CE

Plan: Demuéstrese que AACE 2 AACD

0 Al = All
#OSTRACION
Proposiciones Razones
* AB = BC 1. Dado
2/ A=/l C - 2. En un triangulo, /= opuestos a lados iguales son iguales.
= AD es la altura de BC, 3. Dado
CE es la altura de AB.
- 2 4. Las alturas forman [ s rectos con la base, .. son congruentes.
S AC = AC 5. ldentidad
S Al = AllL 6. La.a. = laa.
9. AD = CF 7. Partes correspondientes de A congruentes, son congruentes.
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Problemas complementarios

1. En cada inciso de la figura 4-60, calcule x y .

Fig. 4-60

2. En cada inciso de la figura 4-61, calculese x y y.

)

Fig. 4-61
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S Cos lineas paralelas son cortadas por una transversal, halle: (4.3)
Dos angulos alternos internos representados por 3x y 5x — 70
Dos angulos correspondientes representados por 2x + 10 y 4x — 50

Dos éngulos internos del mismo lado de la transversal y representados por 2x y 3x.

2 las demostraciones que se piden en la figura 4-62. (4.4)
go: Cuadrildtero ABCD : & (p) Dado: AB =DE A B D  E
AB = CD AC || DF ' '
_BC=AD BCEE I TN H
Estrese: AB||ICD Demuéstrese: AC = DF
BCI|IAD \
A D
C F
Fig. 4-62
‘Realice las demostraciones requeridas en la figura 4-63. (4.4)
AB|ICF (b) Dado: AC =BC A B
3 BCIIDE LBElEF
Demuéstrese: /| 1=/ 3 Demuéstrese: AB|IDE C
D E
dado: Cuadrilatero ABCD % (d) Dado: ACIIBD c
' DEIIBC B AE bisecta [_A E
gy : BF bisecta L B 4 !
Demuéstrese: AB||CD Demuéstrese: BFI|IAE 2 B
F
D ) D
Fig. 4-83
Demuéstrese cada una de las siguientes proposiciones: (4.5)

(a) Silos lados opuestos de un cuadrildtero son paralelos, entonces son congrdemes también.
() SiABy CD se bisectan en E, entonces AC||BD.

(¢)  En el cuadrilaterc ABCD sea BCI|AD. Si las diagonales AC y BD se intersectan en E y AE = DE, entonces

(d) AB ¥ CDson paralelas cortadas por una transversal en E y F. Si £G y FH bisectan un par de angulos corres-
pondientes, entonces EGIIFH.
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{e)  Siuna linea trazada por el vértice B del AABC es paralela a AC vy bisecta al angulo formado al extender
el segmento AB, por B; entonces AABC es isdsceles.

7. En la figura 4-64 encuéntrese la distancia que hay de (a) A a B; (b) E a AC; (c) A a BC; (d) ED a BC. (4.6

B
10
E
15
15 g 7 P
4 12 D 8 c
Fig. 4-64 Fig. 4-65

8. Enlafigura 4-65 determinense las distancias (a) de P al circulo exterior; (b) de P al circulo interior; (c) entre los
circulos concéntricos; (d) de P a O. (4.6

9. En la figura 4-66:

(a) Localice P, un punto sobre AD, equidistante de By C. Enseguida localice Q, un punto sobre AD, equidistan-
te de ABy BC.

(b)  Localice R, un punto equidistante de A, B y C. Enseguida localice S, un punto equidistante de B, C y D.

i (¢)  Localice T, un punto equidistante de BC, CD y AD. Enseguida localice U, un punto equidistante de AB, BC
1! y CD.

-
(@]

" Fig. 4-66

PG R

- Ta—

(&)

T

Fig. 4-67
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== cada inciso de la figura 4-67, describa P, Q y R como puntos equidistantes y localicelos en un bisector.

A B

D

Q

Fig.4-68
= ‘cada inciso de la figura 4-68, describa P, Q y R como puntos equidistantes. ; (4.9)

. (4.11)
B
D
A h C
(c) CD bisecta {_C.
602
xr
(5
B . Fig. 4-69
Czlculese x y y en cada inciso de la figura 4-70. (4.12)
B
A

(e) AABC es equilatero.

{d) AABC es equilatero. BD bisecta [ B

CD bisecia [_C
Fig. 4-70

(f) AABC es equilétero.
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14. Calclilese la medida de cada dngulo. (4.
(@)  De un triangulo, si las medidas de sus angulos estan en la proporcion 1:3:8.

(b)  De un tridngulo rectangulo, si las medidas de sus angulos agudos estan en proporcion 4:5.

—_—

/cl/De un triangulo isésceles, si la razon entre las medidas de su angulo base al angulo de su vértice es de 1

( De un cuadrilatero si las medidas de sus angulos estan en proporcion 1:2:3:4.
(&) e un triangulo, uno de cuyos angulos mide 55° mientras que las medidas de los otros dos estan en propo
cion 2:3.

{f) De un triangulo, si la razén entre las medidas de sus angulos externos es de 2:3:4.

15. Demuéstrese lo siguiente: (4.1
(a) En el cuadrilatero ABCD, si | A=/ Dy /[ B=[ C, entonces BC||AD.
(b)  En dos paralelas cortadas por una transversal, demuésirese que los bisectores de dos angulos intern
en el mismo lado de la transversal son perpendiculares entre si.
16. Demuéstrese que un triangulo es:
(@) Equilatero si sus angulos se representan como x + 15, 3x — 75 y 2x — 30.
(b) Isésceles si sus angulos se representan como x + 15, 3x — 35 y 4x.
(c) Rectangulo si las medidas de sus dngulos estan en la proporcion 2:3:5.

(d)  Un triangulo obtuso si uno de sus dngulos mide 64° y el mas grande de los otros dos mide 10° menq
que cinco veces la medida del mas pequerio.

17. (a) Calculese la suma de las medidas de los angulos internos (en multiplos de 4ngulos derechos) de un poli
no de 9 lados y de uno de 32 lados. (4.1

(b)  Calculese la suma de las medidas de los angulos internos (en grados) de un poligono de 11 lados; u
de 32 y uno de 1 002.

(c) Calcilese el numero de lados de un poligono si la suma de las medidas de sus angulos internos es :fﬁ”

28 angulos derechos; 20 angulos rectos; 4 500°; 36 000°.

18. (a) Calculese la medida de cada angulo externo de un poligono regular con 18 lados; 20 lados; 40 lados.(4.16
(b)  Calculese la medida de cada angulo interno de un poligono regular con 18 lados; 20 lados; 40 lados.

()  Calcllese el nimero de lados de un poligono regular si cada uno de sus dngulos externos mide 120°; 40°
18%; 29,

(d) Calcllese el numero de lados de un poligono regular si cada angulo interno mide 60°; 150°; 170°
i T T B =
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Czlculese cada angulo interno de un cuadrilatero si éstos se representan como x — 5, x + 20, 2x — 45
¥ 2x — 30. (4.17)

Calellese la medida de cada angulo interno de un cuadrilatero si las medidas de sus angulos externos es-
ian en proporcion 1:2:3:3.

' c2da inciso de la figura 4-71, seleccione los tridngulos que sean congruentes y establezca el criterio de con-
(4.18)

407,

Fig. 4-71

cada inciso de la figura 4-72 se puede demostrar que dos triangulos son congruentes. Haga un diagrama mos-
ando las partes de ambos tridngulos que son congruentes y establezca el criterio de congruencia. (4.19)

B (a) Dado: AABC isésceles (AB = BC) (b) Dado: AB=EF -
BD es altura de AC B E AB | AF, EF | AF
Demuéstrese: Al = All. DG =~ G0

Demuéstrese: AABC = ADEF

Fig. 4-72
~ Realice la demostracion que se pide en la figura 4-73. (4.20)
(a) Dado: [B=LD B ¢ (b) Dado: AE=EC
4 BCI|AD __ BD L BC
Demuéstrese: BC = AD el BD L AD

E _ Demuéstrese: BE = ED




I e e fu W0 EVRIL LWL | e UN BTG R

B (c) Dado: g__g 2y _Dj (d) Dado: 1_4__6 = .E_.Q
BD L AE & - AB L AD
DC 1 AF CDLAD
5—G  Demuéstrese: AG bisecta LA ' Demuéstrese: A8 = CD
C A D
F
Fig. 4-73
Demuéstrese lo que se pide a continuacion: (4.21

@
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Si las perpendiculares a dos lados de un tridngulo trazadas desde el punto medio del tercer lado son co
gruentes, entonces el tridngulo es isdsceles.

Las perpendiculares trazadas desde un punto en el bisector de un angulo hasta los lados del angulo, so
congruentes.

Si las alturas a dos de los lados de un triangulo son congruentes, entonces el triangulo es isésceles.

Dos triangulos rectos son congruentes si la hipotenusa y el angulo agudo de uno de ellos son congruente:
con las partes correspondientes del otro.



aralelogramos, trapezoides,

dianas y puntos medios

TRAPEZOIDES

apezoide es un cuadrilatero que tiene dos y solo dos lados paralelos. Las bases del trapezoide son sus lados para-
=s. los lados son sus partes no paralelas. La mediana de un trapezoide es el segmento que une a los puntos medios
sus lados. i B

 Enel trapezoide ABCD, de la figura 5-1, las bases son AD y BC, y sus lados son AB 'y CD. Si M y N son puntos
=dios, entonces MN es la mediana de un trapezoide.

B C

A D A . D
Trapezoide isosceles
Fig. 5-1 Fig. 5-2
__ Un trapezoide isosceles es un trapezoide cuyos lades son congruentes. En el trapezoide ABCD, en la figura 5-2,
8= CD.

Los dangulos base de un trapezoide son los angulos de los extremos de la base mayor: L_A y [_D son los angulos
la base del trapezoide isdsceles ABCD.

S.1A  Principios sobre Trapezoides

*RINCIPIO 1:  Jos dngulos base de un trapezoide isdsceles, son congruentes.
En el trapezoide ABCD, en la figura 5-3, si AB = CD, entonces L A= [ D

B C

Lt 2

A D

Fig. 5-3
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m

PRINCIPIO 20 si los éngulos base de un trapezoide son congruentes, el traperoide es isésceles.
En Ia figura 5-3, si _A = [ D, entonces AB = CD.

PROBLEMAS RESUELTOS

5.1 ALGEBRA APLICADA A TRAPEZOIDES
En cada uno de los trapezoides, en la figura 5-4, calcule x y y.

B c
]

5z 3z + 20

4
(@) ABCD es un trapezoide  (b) ABCD es un trapezoide isosceles (c) ABCD es un trapezoide isosceles

Fig. 5-4

Soluciones

(@ Como AD || BC, (2x — 5) + (x + 5) = 180; entonces 3x = 180 y x = 60.
Asimismo, ¥y + 70 = 1800 y = 110.

(b) Como [ A=[D 5 =3x + 20, porloque2x = 20 0 x = 10.
Como BC Il AD, y + (3x + 20) = 180, asly + 50 = 1800y = 130.

(c) ComoBC || AD, 3x + 2x = 180 0 x = 36.
Comol/ D=f A y=2xoy = 72

5.2 DEMOSTRACION DE UN PRINCIPIO SOBRE TRAPEZOIDES EXPRESADO EN PALASRAS
Demostrar que los angulos base de un trapezoide son congruentes.

Dado: el trapezoide isésceles ABCD
(BC |l AD, AB = CD)
Demuéstrese: | A= [ D
Plan: Trace 1s a la base desde By C.
demuéstrese Al = |l

DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1 Ece;B“_E J___A_D y_E_F L AD 1. Una 1 puede trazarse a una linea desde un punto exterior.
2. BC || AD, AB = CD 2. Dado
3. BE= CF 3. Lineas paralelas son equidistantes en todo lugar.
Sl iy (e 5 4. Las perpendiculares forman /5. Todos los [ son congruentes.
5. Al 2 All 5. hy. leg = hy. leg
6./l A=/ D 6. Partes correspondientes de A son congruentes.
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LOGRAMOS

===logramo es un cuadrilatero cuyos lados opuestos son paralelos. El simbolo de paralelogramo es [J. Asi en
SICD en la figura 5-5, AB || CD y AD || BC.

Fig. 5-5

Si los lados opuestos de un cuadrilatero son paralelos, entonces éste es un paralelogramo. (Este es el converso
= definicion anterior.) Asi si AB || CD y AD || BC, entonces ABCD es un (.

Principios que incluyen propiedades de los paralelogramos
1. los lados opuestos de un paralelogramo son paralelos. (Esta es la definicion.)

CiPl0 2:  [a diagonal de un paralelogramo lo divide en dos tridngules congruentes.
- 8D es la diagonal del ZJABCD, en la figura 5-8, por lo que Al = All.

B C

Fig. 5-6

WCIPIO 31 os lados opuestos de un paralelogramo son congruentes.
En el [JABCD de |a figura 5-5, AB = CD y AD = BC.

NCIPIO 41 fos dngulos opuestos de un paralelogramo son congruentes.,
Enel JABCD, /| A=l Cyl[ B=]D.

ANCIPIO Bt Jos dngulos consecutivos de un paralelogramo son suplementarios.
En el [JABCD, [_A es el suplementd de /_B y también de [_D.

¥NCIPIO 6:  Jas diagonales de un paralelogramo se bisectan entre si.
En el [JABCD, en la figura 5-7, AE = EC y BE = ED.




88 GEOMETRIA PLANA ' 5

5.2B Demostracién de que un cuadrilétero es un paralelogramo

PRiNCIPIO 7: un cuadrildtero es un paralelogramo si sus lados opuestos son paralelos.
Si AB || CD y AD |l BC, entonces ABCD es un [J.

PRINCIPIO 8:' un cuadrildtero es un paralelogramo si sus lados opuestos son congruentes.
Si AB = CD y AD = BC en la figura 5-8, entonces ABCD es un [J.

B G

Fig. 5-8

PRiNCIPIO O: un cuadrilatero es un paralelogramo si dos de sus lados son congruentes y paralelos.
Si BC = AD y BC |l AD en la figura 5-8, entonces ABCD es un [ .

Principio 10:  wn cuadrildtero es un paralelogramo si sus angulos opuestos sor congruentes.
SilLA=[ Cy[ B=[ D en lafigura 5-8, entonces ABCD es un .

PriNciPio 11:  un cuadrilatero es un paralelogramo si sus diagonales se bisectan entre si.
Si AE = EC y BE = ED en la figura 5-9, entonces ABCD es un [.

B c

Fig. 5-9

PROBLEMAS RESUELTOS

5.3 APLICACION DE PROPIEDADES DE LOS PARALELOGRAMOS
Suponiendo que ABCD es un paralelogramo, calcule x y y en cada uno de los incisos de la figura 5-10.

B 2y—2 C B c B P C
Y x+ 40 '
2x
e A 8 — 20
A 3z D A D A = D
(a) Perimetro = 40. (b) (c) |

Fig. 5-10
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Soluciones

(a)  Por el principio 3, BC = AD = 3xy CD = AB = 2x; entonces 2(2x + 3x) = 40, de modo que 10x = 40
ox = 4.
Por el principio 3, 2y — 2 = 3x; entonces 2y — 2 = 3(4), de modo que 2y = 140y = 7.

(b) Por el principio 6, x + 2y = 16y x = 3y. ;
Sustituyendo 3y por x en la primera ecuacion resulta 3y + 2y = 150y = 3. Entonces x = 3y = 9.

(¢)  Por el principio 4, 3x — 20 = x + 40, asi 2x = 60 y x = 30.
Por el principio 5, y + (x + 40) = 180. Entonces y + (30 + 40) = 180 oy = 110.

£ APLICACION DEL PRINCIPIO 7 EN LA DETERMINACION DE PARALELOGRAMOS
Identifique los paralelogramos ‘en cada uno de los incisos de la figura 5-11.

B E (9] B c 7 A’f ‘:3“
| 'c/ Zah
ji = S o
EA 7% F D A E D E| [F
(a) (b) ©

Fig. 5-11
Soluciones

(@) ABCD, AECF:; (b) ABFD, BCDE; (c) ABDC, CDFE, ABFE.

APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 9, 10 ¥ 11
Explique por qué ABCD es un paralelogramo en cada uno de los incisos de la figura 5-12.

e < 0 ®)

Fig. 5-12

Soluciones

() Como los suplementos de dngulos congruentes son congruentes, los angulos opuestos de ABCD son con-
gruentes. Por el principio 10, ABCD es un paralelogramo.

1]
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(b)  Como las perpendiculares a una misma linea son paralelas, AB || CD. Entonces, por el principio 9, AB
es un paralelogramo.

(¢)  Por el axioma de adicién, DG 2 GB. Entonces, por el principio 11, ABCD es un paralelagramo.

5.6 Resorucion DE PROBLEMAS SOBRE PARALELOGRAMOS

Dado: [JABCD = e
£ es el punto medio de BC.
G es el punto medio de AD.
EF L BD, GH 1L BD

Demuéstrese: EF = GH

Plan: demuéstrese ABFE = AGHD

DEMOSTRACION:

Proposiciones Argumentos

—
-t

. E es el punto medio de BC. . Dado
G es el punto medic de AD.

. Un punto medio corta un segmento ala mitad.

2. BE = iBC, GC = JAD 2
3. A_BCJDg. un [, & 3. Dado
4. BC=AD 4. Lados opuestos de un = son congruentss.
5. BE=2GD 5. La mitades de iguales son iguales.
6. EF L BD, GH L BD 8. Dado .
g I 7. Las perpendiculares forman L= rectos. /[ = rectos son congruentes.
8. BC || AD 8. Lados opuestos de un [T son Il
9ol gicfiig 9. [ = alternos internos de lineas |l son =
10. ABFE = AGHD 10. s.a.a. = s.a.a.
11. EF = GH 11. Partes correspondientes de & congrusntes son =.

5.3 PARALELOGRAMOS ESPECIALES: RECTANGULO, ROMBO, CUADRADO

5.3A Definiciones y relaciones entre paralelogramos especiales

Los rectangulos, rombos y cuadrados pertenecen al conjunto de los paralelogramos. Cada uno de éstos puede definirs
como un paralelogramo, de la siguiente forma:

1. Un rectdangulo es un paralelogramo equiangular.
2. Un rombo es un paralelogramo equilatero.
3. Un cuadrado es un paralelogramo equildtero y equiangular. Asi, un cuadrado es un rectangulo y un rombo.

La relacion entre los paralelogramos especiales puede ilustrarse utilizando un circulo para representar a cada con-
junto. Notese lo siguiente en la figura 5-13.

1. Como todo rectangulo y todo rombo debe ser un paralelogramo, los circulos para el conjunto de rectangulos y para
el conjunto de rombos deben estar dentro del circulo para el conjunto de paralelogramos.

M

Como todo cuadrado es a la vez un rectangulo y un rombo, la interseceion indicada por la seccién sombreada debe
represeniar un conjunto de cuadrados.
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Paralelogramo

Fig. 5-13

Principios que incluyen propiedades de los paralelogramos especiales

w010 1t un rectangule, rombo o cuadrado tiene todas las propiedades de un paralelogramo.
CIPI0 2:  cada uno de los dangulos de un rectangulo es un angulo recto.

CiPlo 31 Jas diagonales de un rectdangulo son congruentes.
En el rectangulo ABCD en la figura 5-14, AC = BD.

cipio 4:  todos los lados de un rombo son congruentes.

B i
II
B C ““
v
A : D A D
Rectangulo Rombo
Fig. 5-14 Fig. 5-15

RINCIPIO 5:  las diagonales de un rombo son mediatrices una de la otra.
En el rombo ABCD de la figura 5-15, AC y BD son mediatrices una de la otra.

cIPio 6:  Jas diagonales de un rombo bisectan a los dngulos de los vértices.
En el rombo ABCD, AC es bisectriz de L AY | C.

NciPlo 7:  las diagonales de un rombo forman tridngulos congruentes.
Asi, en el rombo ABCD, Al = All 2 Alll 2 AIV.

INCIPIO B:  un cuadrado tiene a la vez ias propiedades de los rombos y las de los rectangulos.
Por definicion, un cuadrado es a la vez un rectangulo y un rombo.
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5.3C Propiedades de las Diagonales de Paralelogramos, Rectangulos, Rombos y Cuadrados

Cada flecha en la tabla siguiente, indica una propiedad de la diagonal de la figura.

Propiedades de las diagonales Paralelogramo | Rectangulo | Rombo |Cuadrado

Las diagonales se bisectan entre si. / J v v
Las diagonales son congruentes. “f 7
Las diagonales son perpendiculares. {7 v
Las diagonales bisectan los angulos del vertice. -/ o
Las diagonales forman 2 pares de tridngulos congruentes. o o i v
Las diagonales forman 4 tridngulos congruentes. J i

5.3D Demostracién de que un paralelogramo es un rectéingule, rombo o cuadrado

Demostracién de que un paralelogramo es un rectangulo

La definicion basica o minima de un rectangulo es ésta: un rectdngulo es un paralelogramo que tiene un angulo recto.
Como los angulos consecutivos de un paralelogramo son suplementarios: si uno de los angulos es un angulo recto,
los angulos restantes deben ser angulos rectos.

El converso de esta definicion basica proporciona un método (til para demastrar que un paralelogramo s un rec-
tangulo y es la siguiente:

PRINCIPIO 9:  si un paralelogramo tiene un dngulo recto, entonces es un rectangulo.
Si ABCD en la figura 5-16 es un [] y m/_A = 90°, entonces ABCD es un rectangulo.

B Cc

Fig. 5-16

Principio 10:  si un paralelogramo tiene diagonales congruentes, entonces es un rectangulo.
Si ABCD es un [J y AC = BD, entonces ABCD es un rectangulo.

Demostracién de que un paralelogramo es un rombo

La definicién basica o minima de rombo es ésta: un rombo es un paralelogramo que tiene dos lados adyacentes con-.
gruentes.

El converso de esta definicidn basica proporciona un método Util para demostrar que un paralelogramo es un rom-
bo y es el siguiente:

PrinciPlo 11:  si un paralelogramo tiene lados adyacentes congruentes, entonces es un rombo.
En la figura 5-17 si ABCD es un [J y AB = BC, entonces ABCD es un rombo.
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B C

Fig.5-17

acién de que un paralelogramo es un cuadrado

12: si un paralelogramo tiene un dngulo recto y dos lados adyacentes congruentes, entonces es un
0.
Esto resulta del hecho de que un cuadrado es a la vez un rectangulo y un rombo.

EMAS RESUELTOS

- ALGEBRA APLICADA A LOS ROMBOS
Supdngase que ABCD es un rombo, calcule x y y para cada una de |las secciones de la figura 5-18.

¥+ 20
B (64 B (3
20 y by +6 x
GOD.
A4 3x—1 D D
(a) (b) ()
Fig. 5-18
Soluciones

(a) ComoAB=AD,3x—7 = 200x = 9. Como AABD es equiangular éste es equilatero, de aqui y = 20.
() ComoBC =AB,5/ + 6=y + 200y = 3. ComoCD=BC,x = y + 200x = 23}

(¢) Como AC bisecta al [_A, 4x—5 = 2x + 150x = 10. Entonces, 2x + 156 = 35ym/ A = 2(35°) = 70°.
Como [ By [_A son suplementarios, y + 70 = 180 oy = 110.

ResoLuUcION DE PROBLEMAS SOBRE PARALELOGRAMOS ESPECIALES

Dado: el rectangulo ABCD ___ B N C
E el punto medio de BC. & -

Demuéstrese: AE = ED

Plan: demuésirese que AAEB = ACED. + 4 ? %+
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DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos

1. ABCD es un rectangulo. 1. Dado

2. E es el punto medio de BC. 2, Dado

3. BE=EC 3. Un punto medio divide una linea en dos partes congruentes.

4. [ B=[ C | 4. Un rectangulo es equiangular.

5 AB=CD ' 5. Lados opuesios de un [/ son congruentes.

6. AAEB = ACED | 6. sas =sas:

7. AE=2 ED | 7. Partes correspondientes de A& congruentes son congruentes.
5.9 REesoLuciON DE PROBLEMAS SOBRE PARALELOGRAMOS ESPECIALES EXPRESADOS EN PALABRAS

Demuéstrese que la diagonal de un rombo bisecta cada uno de les angulos por los gque pasa.
Solucion
Dado: Rombo ABCD
AC es una diagonal

Demuéstrese: AC bisectaal /[ Ayal [ C.
Plan: demuéstrese (1) /1y [ 2 son congruentes

B

con [L_3.
(2) L3y L 4 son congruentes
C 1:
on [ _ A D
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos

1. ABCD es un rombo. 1. Dado
2. AB = BC 2. Un rombo es equilatero.
L= L I i 3. En un A, angulos opuestos a lados congruentes son congruentes.
4. BCI|IAD, ABI|ICD 4. Lados opuestos de un [/ son |l.
I o g C e e e el 5. [ s alternos internos de lineas || son congruentes.
6. L1=/2[3=]4 6. Objetos congruentes con un mismo objeto son congruentes entre si.
7. AC bisectaal L Ayall C 7. Dividir en dos partes congruentes es bisectar.

5.4

TRES O MAS PARALELAS; MEDIANAS Y PUNTOS MEDIOS

5.4A Tres o mas paralelas

PrinciPiO 1: s/ tres o mds paralelas cortan segmentos congruentes de una linea transversal, entonces cortan seg

mentos congruentes de cualguier otra linea transversal.

Si en la figura 5-19 LI/, y los segmentos a y b de la linea transversal AB son congruentes, entonces 1os

mentos ¢ y d de la linea transveral CD son congruentes.

A C

i
7 d

Bl \B"a

Fig. 5-19

SEC
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Frincipios sobre punios medios y medianas de triéngulos y irapezoides

>2: sisetraza una linea desde el punto medjo de un lado de un iridngulo, paralela al segundo lado, enton-
=== pasa por el punic medio del tercer lado.

%= =n el AABC, de la figura 5-20, si M es el punto medio de AB v MNHAC, entonces N es el punto medio de BC.

290 3. siuna linea une los puntos medios de dos lados de un iridngulo, entonces ésta es paralela al tercer la-
s longitud es la mitad del largo del tercer fado. -
el AABC, si M y N son los puntos medios de AB y BC, entonces MNIIAC y MN = JAC.

B
M N B 38
ME’ N
A o A > D

Fig. 5-20 Fig. 5-21 -

0 4: la mediana de un trapezoide es paralela a sus bases, y su longitud es igual a la mitad de la suma de
S m es la mediana del trapezoide ABCD en la figura 5-21, entonces m||AD, m|[BC y mn = b + b).
la longitud de la mediana a la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es igual a la mitad de Ia longitud

tenusa. o -
si en el A rectangulo ABC de la figura 5-22, si CM es la mediana a la hipotenusa AB, entonces CM = 1AB; esto

oW = AN = VB.
B
A
2 M N
M
¢ B A P C

Fig. 5-22 Fig. 5-23

sCPi0 6:  las medianas de un tridngulo se intersectan en un punto que estd a dos tercios de la distancia que hay
de cualquier verlice al punto medio dei lado opuesto.

' Asi si AN, BP y CM son las medianas del AABC en la figura 5-23, entonces éstas se intersectan en el punto G
szl esta a dos tercios de la distancia desde Aa N, BaPy C a M.

BLEMAS RESUELTOS

APLICACION DEL PRINCIPIO 1 A TRES O MAS PARALELAS
Calcule x y y en cada una de las secciones de la figura 5-24.
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B

5
F; : )
E

B c

45 67

11
\
y
\
15
G & F

A D A
(a) ()
Fig. 5-24
Soluciones
(@ ©ComoBE =EDyGC =3CD, x =8yy= T
(b) Como BE =
&) ComoAC = CE = EGYyHF = FD = DB, x = 10y y = 6.

5.11 APLICACION DE LOS PRiNCIPIOS 2 Y 3
Calcule x y y en cada uno de los casos en la figura 5-25.

EAyCG = AG,2x—7 =45y 3y + 4 = 67. Porloquex = 26y y = 21.

(a) (b)
Fig. 5-25

Soluciones

()  Por el principio 2, £ es el punto medio de BC y F es el punto medio de AC. Porloquex = 17yy =

(b) Por el principio 3, DE = JAC y DF = ;BC. Por lo que x

(¢) Como ABCD es un paralelogramo, E es el punto medio de AC. Entonces por el principio 2, G es el puﬂ

medio de CD.
Por el principio 3, x = }27) = 13}y y = 15) = 73

5.12  APLICACION DEL PRINCIPIO 4 A LA MEDIANA DE UN TRAPEZOIDE
Si MP es la mediana del trapezoide ABCD en la figura 5-28,

(8) Calculemsib =20yb" = 28.

G H
5 y
E F
[\ 1
x
] C J D
| \Ns
Al

A

() ABCD es un paralelogr

24y y = 125
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b) Calculeb'sib =30ym = 26.

I

I

fe) Calculebsib’ =35ym = 40.

juciones

m = 420 + 28)om = 24
26 = 430 + b)ob =22
40

]

b + 35)0b = 45

LICACION DE LOS PRINCIPIOS 5 Y 6 A LAS MEDIANAS DE UN TRIANGULO

'_'_ e x y y en cada uno de los casos de la figura 5-27.

= 20. De agui x = 6%y y= 60.

D y AF son medianas del AABC. Entonces por el principio 6, x = }(16) = 8y y

E‘
5} CD es la mediana a la hipotenusa AB; entonces por el principio 5, CD = 15.
' CD y AF son medianas del AABC; entonces por el principio 6, x = §(18) = 5yy

97

2 Como AM = MB, CM es la mediana a la hipotenusa AB. Entonces por el principio 5, 8x = 20 y 4y
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5.14 RESOLUCION DE PROBLEMAS SOBRE EL Punto MEDIO

Dado: el cuadrilatero ABCD B
E, F, G y H puntos medios de E
AD, AB, BC y CD, respectivamente. A
Demuéstrese: £EFGH es un [J. o
Plan: demuestrese que EF y GH son congruentes E
y paralelos. \
D H C
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1. Trace BD. 1. Puede trazarse un segmento entre dos puntos cualesquiera.
2. E, F, G y H son puntos 2. Dado.
medios.
3, EFIIBD y GHIIBD 3. Una linea que une los puntos medios de dos lados de un A es
EF = {BD, GH = 8D paralela al tercer lado. y su longitud es igual a la mitad del tercer
lado.
4. EFIIGH _ 4. Dos lineas paraielas a una tercera linea son paralelas entre si.
5. EF2 GH 5. Los segmentos con la misma longitud son congruentes. o
6. EFGH es un 7 6. Si dos lados de un cuadrilatero son 2 y ||, el cuadrilatero
. esun .

Problemas complementarios

1. Calcule x y y en cada uno de los casos en la figura 5-28. (5.9

22410 4z —30 2%
A ] D A D

(a) ABCD es un trapezoide  (b) ABCD es un trapezoide isésceles  (c) ABCD es un trapezoide isosceles

Fig. 5-28
2. Demuesire que si los angulos de la base de un trapezoide son congruentes, el trapezoide es isosceles. (5.2

3. Demuestre que (a) las diagonales de un trapezoide isésceles son congruentes; (b) si fos lados no paralelos Al
y CD de un trapezoide isdsceles se extienden hasta que se intersecten en £, el triangulo ADE formado de est:

forma es isésceles. (5.4
4. ldentifique los paralelogramos en cada parte de la figura 5-29. c {5.5;
F_C G A E B \\
A J AT T1IG E
B
H
A | / \
E 0wl D F B F

(a) (b) (d)
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‘Zxplique por qué ABCD, en cada uno de los casos de la figura 5-30, es un paralelogramo. {5.5)

E
y H
B E_ @ A G B
B = A
c
D y . D C
=" F D C
G &J‘ D
(@) (b) (€ (d)
Fig. 5-30
_ pféngase que ABCD en la figura 5-31 es un paralelogramo, calcule x y y si: (5.3)

(28) AD = 5x AB = 2x, CD =y, perimetro = 84,

) AB
) mLA

]
1l

2x, BC = 38y + 8,CD = 7x — 25, AD = 5y —10

4y - 60, ml-C = 2y, mL D =X .

@) mLA=3xm B=10x-15mLC =y

‘Supdngase que ABCD en la figura 5-32 es un paralelogramo, calcule x y y si:

() AE =x+y EC=20,BE=x—-y ED =28

() AE = x,EC = 4y,BE = x—2y,ED = 9

) AE =8x—4,EC =x + 127BE =2y —7,ED = X~y
(d) AE = 2x + y,AC = 30,BE = x + y, BD = 24

Fig. 5-32
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8. Haga las demostraciones que se piden en la figura 5-33. (5.8
{a) Dado: [ABCD . B E C
G es el punto medio de AB
F es el punto medio de CD G v
HG1AB, EF1LCD
Demuéstrese: EF = GH A
H D
(b) Dado: CIABGD ‘ B E c
BE = FD i

Demuéstrese: BF = ED

(¢) Dado: [JABCD

BF bisecta al [_B, 2t BE
ED bisecta al L D.
Demuéstrese: BF = ED Fig. 5-33

9. Demuéstrese lo que se pide a continuacion:
B | (a) Los lados opuestos de un paralelogramo son congruentes. (Frincipio 3.)

i (b)  Silos lados opuestos de un cuadrilatero son congruentes, entonces el cuadrilatero es un paralelograme
! (Principio 8.)

(c)  Sidos lados de un cuadrilatero son congruentes y paralelos, el cuadrilatero es un paralelogramo. (Princips
9.)

(d) Las diagonales de un paralelogramo se bisectan entre si. (Principio 8.)

s ———

() Silas diagonales de un cuadrilatero se bisectan entre si, entonces el cuadrilatero es un paralelogramc
(Principio 11.)

10. Supdngase que ABCD en la figura 5-34 es un rombo, calcule x y y si: (5.7
] B C
!
| 1 2
A D
Fig. 5-34
{a) BC =13506D =8—-5BD = 5¢,m_C = 60°
(b) AB = 43, AD = 4x + 3, BD =y + 8, m__B = 120°
) AB = 7x,AD = 3x + 10. BC = y
d) AB=x+y AD = 2x—y, BC = 12
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() miB =130° mL 1 =3x—10, mLA = 2y

(fy mi1=8Bx-29m . 2=58x+4m. D=y

De las demosiraciones de la figura 5-35.
(a) Dado: el rectangulo ABCD
EAj=DF o> -
Demuéstrese: BE = CF

(b Dado: el rectangulo ABCD
E,F, GyH son

los puntos medios de los
lados del rectangulo.

Demuéstrese: EFGH es un rombo.

Demuéstrese lo gue se pide a continuacion:

(5.8)
B C
E A D F
B F (54
E G
A H D
Fig. 5-35
(5.9)

(a)  Silas diagonales de un paralelogramo son congruentes, el paralelogramo es un rectangulo.

(b)  Si las diagonales de un paralelogramo son perpendiculares entre si, el paralelogramo es un rombo,

(c)  Siladiagonal de un paralelogramo bisecta al angulo del vértice, entonces el paralelogramo es un rombo,

(d) Las diagonales de un rombo lo dividen en cuatro triangulos congruentes.

(e) Las diagonales de un cuadrado son congruentes.

Calcule x y y en cada uno de los casos de la figura 5-36.

(5.10)

(a) (b)
Fig. 5-36

(c)



B 38 C
4 47 D
(€)
(5.12)
(5.11, 5.1
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14. Calcule x y y en cada uno de los casos en la figura 5-37.
B
25 d
D E
25 28
e £
(a) (b)
Fig. 5-37
15. Si MP es la mediana del trapezoide ABCD en la figura 5-38,
B[L\C
i
A 5 D
Fig. 5-38
(@) Calculemsib =23yb" = 15
(b) Calculeb sib =46y m = 41,
(¢) Calculebsib =51ym = 62.
16. Calcule x y ¥ en cada uno de los casos de la figura 5-39.
A . AEPPR B
C/ > X‘ D
A
E > F
L /.~ \
s 35 H
(&) (b)
Fig. 5-39

17. En un tridngulo rectangulo,

(@)
(b)

Calcule la longitud de la mediana a la hipotenusa cuya longitud es 45.

Calcule la longitud de la hipotenusa si la longitud de su mediana es 35.

(5.1
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'S las medianas del AABC-se intersectan en D, (5.18)
'ﬁ Calcule la longitud de la mediana cuyo segmento mas corto es 7.

o) Calcule la longitud de la mediana cuyo segmento maés largo es 20.

Calcule la longitud del segmento mas corto de la mediana de longitud 42.

Calcule la longitud del segmento més grande de Ia mediana de longitud 39.

“emuéstrese lo siguiente: (5.14)
Si los puntos medios de los lados de un rombo se unen en orden, el cuadrilatero formado es un rectangulo.

Si los puntos medios de los lados de un cuadrado se unen en orden, el cuadrilatero formado es un cua-
drade.

En el AABC. sean M, P y Q los puntos medios de AB, BC vy AC, respectivamente. Demuestre que QUPC
‘es un paralelogramo.

En el AABC, m/_C = 90°. Si @, My P son los puntos medios de AC, AB y BC respectivamente, demuestre
‘que QMPC es un rectangulo.



circulos

EL CIRCULO; RELACIONES CIRCULARES

s siguientes términos estén relacionados con el circulo. Aunque algunos de ellos ya han sido definidos con anteriori-

se incluyen aqui por conveniencia.
Un circulo es el conjunto de todos los puntos en un plano que estan a la misma distancia de un punto fijo ilamado
0. El simbolo para un circulo es ©; para varios circulos es(®
La circunferencia de un circulo es la distancia alrededor del circulo. Tiene 360°.
Un radio del circulo es un segmento de linea que une el centro con algdn punto sobre el circulo.
Nota: dado que todos los radios de un circulo determinado tienen la misma longitud, se usara algunas veces la
=bra radio para indicar el nimero que es “la longitud del radio”.
Un dngulo central es un angulo formado por dos radios.
Un arco es una parte continua de un circulo. El simbolo para un arco es /. Un semicirculo es un arco que mide

mitad de la circunferencia de un circulo.
Un arco menor es un arco que es mas pequeno que un semicirculo. Un arco mayor s uno que es mas grande

= un semicirculo.

- = — —— .
Asi, en la figura 6-1 el BC es un arco menor y BAC es un arco mayor. Se requieren tres letras para denotar un
mayor.

diametro
c ) D
A = c
wdio secante
E \ F
P/
semicirculo G " : H
ngente
Fig. 6-1 Fig. 6-2

Interceptar un arco implica aislar al arco.

Asi en la figura 61, L BAC y [ BOC interceptan a BC.

Una cuerda de un circulo es un segmento de linea que une dos puntos de la circunferencia.

Asi, en la figura 6-2, AB es una cuerda.

Un digmetro de un circulo es una cuerda que pasa a través de su centro. Una secante de un circulo es una linea

= intercepta al circulo en dos puntos. Una tangente a un circulo es una linea que toca al circulo en uno y sélo un
to sin importar qué tanto se extienda la linea. = g

Asi, en la figura 8-2, CD es un diametro del circulo O, EF es una secante y GH es una tangente al circulo en P.

=s el punto de contacto o punto de tangencia.
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Un poligono inscrito es un poligono tal que todos sus lados son cuerdas de un circulo. Un circulo circunscrito &
un circulo que pasa por todos los vértices de un poligono.
Asi, en la figura 8-3, los AABD, ABCD y el cuadrilatero ABCD son poligonos inscritas en el circulo O. El circu
O es un circulo circunscrito sobre el cuadrilatero ABCD.

Poligorios inscritos
Circulo circunscrito

Fig. 6-3

Un poligono circunscrito es un poligone tal que todos sus lados son tangentes a un circulo. Un airculo inscrito -
aquél para el que son langentes todos los lados de un poligono.
Asi, el AABC es un poligono circunscrito del circulo O en la figura 8-4. | El circulo O es un circulo inscrito en el AABC
Circulos coneéntricos son aguellos que tienen el mismo centro.

Poligono circunscrito
Circulo inscrito

Fig. 6-4

De este modo, los dos circulos mostrados en la figura 6-5 son circulos concéniricos. AB es una tangente del circuls
interior y es una cuerda, pero del circulo exterior. CD es una secanie del circulo interior y una cuerda del exterior.

Circulos concéntricos

Fig. 6-5
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: —
Jas arcos son congruentes si tienen igual medida en grados e igual longitud. El simbolo mAC denota la ''medida
&0 AC."

Principios relativos a los circulos

==i0 1: un diametro divide a un circulo en dos partes iguales.
S -,
el diametro AB divide al circulo O de la figura 6-6 en dos semicirculos iguales, ABC y ADB.

F

D
Fig. 6-6

si, si ACB = ADB en la figura 6-8, entonces AB es un diametro.

pl03:  un punto esta fuera, sobre, o dentro de un circulo siempre que su distancia al centro del mismo sea, res-
amente, mayor que, igual a, 0 menor que el radio.

En la figura 6-6, F esta fuera del circulo O ya que FO es mayor en longitud que el radio. El punto £ est& dentro
._timuln pﬁeslo que EO es menor en longitud que un radio. A esta sobre el circulo porque AO es un radio.

_ los radios del mismo circulo o de circulos congruentes son congruentes,
Ase en la figura 6-7, en el circulo O, OA = OC.

CIPIo 51 fos diametros del mismo circulo o de circulos congruentes son congruentes.
Asi, en el circulo O de la figura 6-7 AB = CD.

Fig. 6-7

=NCIPIO 6:  en el mismo circulo o en circulos congruentes, los angulos centrales congruentes lienen arcos con-
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Asi, en el circulo O de la figura 6-8, si [ 1 = [ 2 entonces AC = CB.
C
i,

Fig. 6-8

A

PriNGIPIO 7:  en el mismo circulo o en circulos congruentes, log arcos congruentes tienen angulos centrales con-
gruentes.
£ ’ v ] o~
Asi. en el circulo O de la figura 6-8 si AC = CB entonces [ 1=/ 2.
(Los principios 6 y 7 son conversos entre si)

PriINGIPIO 8:  en el mismo circulo o en circulos congruentes, las cuerdas congruenies tienen arcos congruentes.
e s —~ _—
Asi. en el circulo O de la figura 6-9 si AB = AC entonces AB = AC.

PRINCIPIO 9:  en el mismo cireulo o en circulos congruentes, los arcos congruentes tienen cuerdas congruentes.

Asi, en el circulo O de la figura 6-9 si AB = AC entonces AB = AC.
(Los principios 8 y 9 son conversos entre si.)

jleN

C
Fig. 6-9

PrinciPIO 10:  un didmetro perpendicular a una cuerda bisecta a la cuerda y a sus arcos.
Asi, en el circulo O de la figura 6-10, si CD 1 AB, entonces CD bisecta AB, AB, ACB.

AB

D
Fig. 6-10

La demostracién de este principio se incluye en el capitulo 16.
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wo=0 11:  un bisector perpendicular de una cuerda pasa por el centro del circulo. L
&5 en el circulo O de la figura 6-11, si PD es el bisector perpendicular de AB entonces PD pasa por el centro O.

- Fig. 6-11 Fig. 6-12

012:  en el mismo circulo o en circulos congruentes, cuerdas congruentes estan a igual distancia del centro.
s, en el circulo O de la figura 6-12, si AB = CD, si OE | AB y si OF L CD entonces OE = OF.

=10 13:  en el mismo circulo o en circulos congruentes, cuerdas que estan a igual distancia del centro son con-

&si. en el circulo O de la figura 6-12 si OF = OF, OE L AB, y OF L CD entonces AB & CD,

JBLEMAS RESUELTOS

PRUEBA SOBRE EL VOCABULARIO ASOCIADO CON LOS CiRCULOS
=n la figura 6-13, asocie un término del lado izquierdo con los nombres del lado derecho:

A F B
I
(0]
& G
D H C
J
Fig. 6-13
(a) 6_@ 1. radio
(b) FG 2. angulo central
() FH 3. semicirculo
(d) c¢D 4. arco menor
(@ LS 5. arco mayor
(f) EE 6. cuerda
f'_"-\ -
(g) FGH 7. diametro
(h) % 8. secante
(B} {LEOF 9. tangente
) Circulo O alrededor de EFGH 10. poligono inscrito
(k)  Circulo O en ABCD 11.  poligono circunscrito
() ~ Cuadrilatero EFGH 12. circulo inscrito

(m)  Cuadrilatero ABCD 13, eirculo circunscrito
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5.2

Soluciones

(@ 1 & 8 () 5 (kb 12
® 6 () 4 H 2 (¢ 10
© 7 @ 3 () 18 (M

d) 9

APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 4 Y 5

En la figura 6-14, indigue (a) qué tipo de triangulo es OCD; (b) qué tipo de cuadrilatero es ABCD; (¢) en la figu
si el circulo O = circulo @, ;que tipo de cuadrilatero es OAQB?

Fig. 6-14 Fig. 6-15

Soluciones
Los radios o diametros del mismo circulo o de circulos iguales tienen igual longitud.

(g8) Dado que OC = 0D, entonces AOCD es isosceles.

(b)  Dado que las diagonales AC y BD tienen la misma longitud y se bisectan entre si, entonces ABCD es u
rectangulo.

(¢) Dado que los circulos son iguales, OA = AQ = QB = BO, por lo tanto, OAQB es un rombo.

6.3 DEMOSTRACION DE UN PROBLEMA $OBRE CiRCULOS
Dado: AB = DE
BC = EF
Demuéstrese: [ B= | F
Plan: Demuéstrese que Al = All
DEMOSTRACION:
Proposiciones : Argumentos
1. AB = DE, BC = EF 1. Dado
~ Y e 3 A
2. AB = DE, E’IE =EFR 2. En un circulo, cuerdas Z tienen arcos Z.
3. ABC = DEF 3. Siiguales se suman a iguales las sumas son iguales. Definicion de arcos =.
4. AC = DF 4. En un circulo, arcos = tienen cuerdas =.
5. Al = all 5. 5.8:8, = 5.55.
6 L B=lF 6. Las partes correspondientes de 4 congruentes son =
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6.4 DEMOSTRACION DE UN ProBLEMA DE CIRCULOS FORMULADO EN PALABRAS
Demueéstrese que si un radio bisecta a una cuerda entonces es perpendicular a la cuerda.

Soluciones

Dado: circulo O .
OC bisecta a AB.
Demuséstrese: OCL AB
Plan: Demuéstrese que AAOD = ABOD
Demuéstrese que [ 1=/ 2
tambien que [ 1y 2

son suplementarios. A\U‘B

C

j.DEMOSTRACic'JN:

Proposiciones Argumentos
1. Dibujense OA y OB 1. Entre dos puntos cualesquiera puede dibujarse un segmento de
g T— linea recta.

2 ODA=0B = 2. Los radios de un circulo son congruentes

3. OC bisecta a AB 3. Dado

4, AD = DB 4, Bisectar es dividir en dos partes =

5. 0D = 0D 5. Propiedad reflexiva

6. AAOD = ABOD 6. 5.5.5.2 8835,

T e Y A 7. Las partes correspondientes de A congruentes son =,

8. | _1 es suplementario de [_2 8. Los [ = adyacentes son suplementarios si los lados externos estan

sobre una linea recta.

9. [ 1y /[ 2 son angulos rectos. 9. Los angulos suplementarios congruentes, son rectos.
i0. OC 1L AB 10. Los angulos rectos se forman con perpendiculares.

-2 TANGENTES

La longitud de una tangente desde un punto hasta un circulo, es la longitud del segmento de la tangente desde el punto
dado, hasta el punto de tangencia. Asi, en la figura 6-16, PA es la longitud de la tangente desde P hasta el circulo O.

P
: A

Fig. 6-16

8.2A Principios relativos a las tangentes

INCIPIC 1t una tangente es perpendicular al radio trazado hacia el punto de contacto.
+ i = A I
Asi, si AB es tangente al circulo O en P y si se traza OP, entonces AB L OP. (Fig. 6-17)

PaiNcipio 2:  una linea es tangente a un circulo si es perpendicular a un radio en ese punto
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Asi, en la figura 6-17, si AB 1 al radio DP en P, entonces AB es tangente al circulo O.

P jZ
Fig. 6-17 Fig. 6-18

PrINCIFIO 3:  una linea pasa por el ceniro de un circulo, si es perpendicular a una tangente en su punto de comacio

con el circulo. g = ==
Asi, en la figura 6-18, si AB es tangente al circulo O en P, y CP L AB en P, entonces la extension de CP pasara

por el centro O.

PRINCIPIO 41 las tangentes a un circulo dibujadas desde un punto exterior son congruentes.
Asi, si AP y AQ son tangentes al circulo O en Py Q (Fig. 6-19), entonces AP = AQ.

A

Fig. 6-19

PrinciPio B: el segmento dibujado desde el centro de un circulo hasta un punto exterior, bisecta al dngulo entre |
tangentes desde ese punto al circulo.
Asi, en la figura 6-19, OA bisecta [_PAQ si AP y AQ son tangentes al circulo O.

6.2B  Dos Circulos en posiciones relativas diferentes

La finea de centros de dos circulos es la linea que une sus centros. Asi, en la figura 6-20, OO' es la linea de cent
de los circules Oy O

Fig. 6-20 ,
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Circulos externamente tangentes

=n la figura 8-21, los circulos O y O son externamenie tangentes enP.ABes la tangente interna comun a ambos circu-
La linea de centros OO’ pasa por P, es perpendicular a AB y es igual en longitud a la suma de los radios, R +
- También, AB bisecta a cada una de las tangentes externas comunes, CD y EF.

culos infernamente tangentes

la figura 6-22, los circulos O y O' son internamente tangentes en P. AB es la tangente externa comun a ambos circu-

= Si se extiende la linea de centros 00 pasa por P, es perpendicular aAB y es igual en longitud a la diferencia de
s radios R — r.

rculos superpuestos

la figura 6-23, los circulos O y O’ se superponen. Su cuerda comun es AB. Si los circulos son desiguales, sugf
entes externas comunes (iguales) ch y EF se cortan en P. La linea de centros OQO" es el bisector perpendicular
- AB y si se extiende también pasa por P.

Fig. 6-23
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Circulos completamente afvera de si mismos

En la figura 6-24, los circulos O y O’ estan completamente afuera uno del otro. Las tangentes internas comunes, AB
y CD se cortan en P. Si los circulos son desiguales, sus tangentes externas comunes, EF y GH, cuando se extienden
se cortan en P'. La linea de centros OQ' pasa por Py P'. También, AB = CD y EF = GH.

PROBLEMAS RESUELTOS

6.5 TRIANGULOS Y CUADRILATEROS CON LADOS TANGENTES
En la figura 6-25, los puntos P, Q, y R, son puntos de tangencia.

Al Q__ . B
& il z 1]
P A R
(e)
Fig. 6-25
() SiAP = OP, jqué tipo de tridngulo es OPA? Tesiasdo sesic s’
(b) SiAP = PQ, jqué tipo de triangulo es APQ? &)
.

(©) SiAP = OP, ;qué tipo de cuadrilatero s OPAQ? 6s9""
(d) Si0Q L PR, ;queé tipo de cuadrilatero es PABR? i=tinhe
Soluciones

@

()

GEOMETRIA PLANA

AP es tangente al circulo en P; entonces por el principio 1, L_OPA es un dngulo recto. Tambien AP = OP
Por lo tanto, AOAP es un triangulo isosceles recto.

AP vy AQ son tangentes desde un punto al circule; por lo tanto, del principio 4, AP = AQ. También AR
= PQ. Entonces, AAPQ es un triangulo equilatero.
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(6)  Por el principio 4, AP = -AQ. También OP y OQ son radios . En adicion, AP = OP. Por el principio 1,
L APO es recto. Entonces, AP = AQ = OP = OQ; por lo tanto OPAQ és un rombo con un angulo recto
0 un cuadrado.

(d)  Por el principio 1, AP 1. PRy BR 1 PR. Entonces, AP || BR dado que ambos son L a PR. Por el principio

1, AB L OQ; también PR L OQ (Dado). Entonces, AB || PR dado que ambos son L a 00. Por lo tanto,

PABR es un paralelogramo con un angulo recto o un rectangulo.
&

APLICACION DEL PRINCIPIO 1
(@)  En la figura 6-26(a), AP es una tangente. Determine /_A si Lml A:mi_ O = 23
(6)  En la figura 6-26(b), AP y AQ son tangentes. Determine ml_1siml_O = 140°.

(¢)  Enlafigura 6-26(c), DP y CQ son tangentes. Determine m/ 2 y mL_38 si L_OPD esta trisectado y PQ es un

diametro.
0 %' A
A A‘ Q\- )
(a) (b)
Fig. 6-26
Soluciones

(a) Por el principio 1. m{_P = 90°. Entonces mLA +ml_ O =90° Sim/ A = 2xyml_O = 3x, entonces
5x = 90y x = 18. Por lo tanto, m/_A = 36°.

(B) Por el principio 1, m{_P = m/_Q = 90°. Dado quemL P + ml_Q + ml A+ mLO =360° mi_A +
mL O = 180°. Dado que m{_O = 140°, mL_A = 40°. Por el principio 5, m/_ 1 = % m/i_A = 20°.

(c) Por el principio 1, m/_DPQ = m/_PQC = 90°. Dado que laml 1 = 30°, mL_2 = 60°, Dado que [ 3
es un angulo externo del APQB, m/_3 = 90° + 60° — 150°

APLICACION DEL PRINCIPIO 4
(a)  En la figura 6-27(a) AP, BQ y @ son tangentes. Determine y.
(b)  En la figura 6-27(b), AABC es circunscrito. Determine x.
(c) En la figura 6-27(c), el cuadrilatero ABCD es circunscrito. Encuentre x.
C\
&
EES
FEmeseTae—y

(b)
Fig. 6-27

8
R
4
B
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Soluciones
(a) Por el principio 4, AR = 6, RB = y. Entonces, RB = AB— AR = 14 -6 = 8. Por lotanto, y = RB = 8

(b) Por el principio 4, PC = 8, @B = 4, y AP = AQ. Entonces, AQ = AB — @B = 11. Por lo tanto, x = AP
+ PC =11 + 8 = 19.

AS

(c) Por el principio 4, AS = 10, CR = 5,y RD = SD. Entonces, RD = CD — CR = 8. Por lo tanto, x
+ 8D = 10 + 8 = 18.

6.8 DETERMINACION DE LA LinEA DE CENTROS

" Dos circulos tienen radios 9 y 4 respectivamente. Caloulese la longitud de su linea de centros (a) si los circulos som
externamente tangentes, (b) si son internamente tangentes, (c) si los circulos son concéntricos, (d) si los circis
los estan separados en 5 unidades de longitud. (Fig. 6-28.)

(4)

(a) (b) (c)
Fig. 6-28

Soluciones
Sean R &l radio del circulo mas grande, r el radio del circulo mas pequeno.

(a) DadoqueR =9 r=400=R+r=9+4=13

R=r=9~4=5

(b) Dadoque R = 9, r = 4, OO
(©) Dado gue ambos circulos tienen el mismo centro, su linea de centro tiene longitud cero,

(d) DadoqueR =9,r=4d=500 =R +d+r=9+5+4=18

6.0 DEMOSTRACION DE UN PROBLEMA SOBRE TANGENTES FORMULADO EN PALABRAS

Demuéstrese; las tangentes a un circulo desde
un punto externo son congruentes
(Principio 4).
Dado: circulo O
AP es una tangente en P.
AQ es una tangente en Q.
Demuéstrese: E E_A_O
Plan: dibuiese OP. 0Q v OA y demuéstrese que

NACP = AA0Q.
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1. Dibujense OP, OQ y OA y OA 1. Una recta pasa por dos puntos cualesquiera.
2. OP = 0Q : 2. Los radios de un circulo son congruentes.
3. L Py [ Q son angulos rectos. 3. Una tangente es | al radio dibujado hasta el punto de contacto.
4. OA = OA 4. Propiedad reflexiva.
5. AAOP = AAOQ 5. hip.c. = hip.c.
6. AP = AQ 6. Las partes correspondientes de A congruentes son congruentes.
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6.3 MEDICION DE ANGULOS Y ARCOS EN UN CIRCULO

Un angulo central tiene el mismo numero de grados que el arco que lo intercepta. Asi, como se muestra en la figura
5-29, un angulo central, si es recto, intercepta a un arco de 90°; un angule central de 40° intercepta a un arco de 40°;
y un angulo central, si es derecho, inlercepta un semicirculo de 180°.

Fig. 6-29

Dado gue las medidas numéricas en grados del angulo central y de su arco interceptado son las mismas, es posible
reformular el principio anterior como sigue: un angulo central se mide por su arco interceptado. El simbolo = se utiliza-
ra para denotar “'esta medido por”. (No se dice gque un angulo central es igual a su arco interceptado. Un angulo no
ouede ser igual a un arco.)

Un dngulo inscrito es un angulo cuyo vértice esta sobre el circulo y cuyos lados son cuerdas. Un angulo inscrito
en un arco tiene su vertice sobre el arco y sus lados pasan a través de los extremos del arco. Asi, en la figura 6-30,
=1/ A es un angulo inscrito cuyos lados son las cuerdas AB y AC. Notese que el [ _A intercepta al BC y que esta inscrito
en el BAC.

Fig. 6-30

.3A Principios sobre medidas de angulos
NCIPio 1:  un angulo central se mide por su arco interceptado.

INCIPIO 2:  un dngulo inscrito se mide por la mitad de su arco interceptado,
Una demostracion de este principio esta en el capitulo 16.

INCIPIO 31 en el mismo circulo o en circulos congruentes, los angulos inscritos congruentes, tienen arcos intercepta-
25 también congruentes.

Asi, en la figura 8-31, si [_1 = /[ 2 entonces g(f: = BE,

Ncieio 4:  en el mismo circulo o en circulos congruentes, angulos inscritos gue tengan arcos interceptados con-
uentes son congruentes. (Este es el converso del principio 3.)

Asi, en la figura 8-31, si BC = Dﬂ.‘} entonces [ 1=/ 2
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Fig. 6-31

PRINCIPIO 5:  los angulos inscritos en el mismo arco o en arcos congruentes son congruentes.
Asi, en la figura 6-32, si [_C y LD estan inscritos en el ABC entonces [ C=[ D.

(D

Fig. 6-32

PriNciPio B:  un dngulo inscrito en un semicirculo es un angulo recto.
——
Asf, en la figura 6-33, dado que el [ _C esta inserito en el semicirculo ACD, entonces mL_C = 90°.

Fig. 6-33

PrinciPio 7:  los dngulos opuestos de un cuadrilatero inscrito son suplementarios.
De este modo, en la figura 6-34, si ABCD es un cuadrilatero inscrito, L_A es el suplemento del [ C.
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PRINCIPIO 8:  las lineas paralelas interceptan a arcos congruentes en un circulo.
Asi, en la figura 6-35, si AB || CD, entonces AC = BD. Si la tangente FG s paralela a CD, entonces PC = D,

F. P G
C D

Fig. 6-35

PRINCIPIO 91 up dngulo formado por una fangente y una cuerda estd medido por la mitad de su arco interceptado.

PRINCIPIO 10:  un dngulo formado por dos cuerdas que se interceptan, esta medido por la mitad de la suma de sus
S7cos inferceptados.

Princieio 11: el dngulo formado por dos secantes que se interceptan afuera del circulo, esta medido por la mitad de
2 diferencia de los arcos interceptados.

PRINCIPIO 12: e/ dngulo formado gor una langente y una secante que se interceptan afuera del ¢circulo, estd medido
o0r la mitad de fa diferencia de los arcos interceptados.

“RINCIPIO 131 el angulo formado por dos tangentes que se interceptan afuera del circulo, esta medido porla mitad de
‘a2 diferencia de los arcos interceptados

Las demostraciones de los principios 10 al 13 estan en el capitulo 16.
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6.38  Tabla de los principios sobre medicién de angulos e
Posicion del veértice Tipo de angulo ' Diagrama Férmula de la medida | Método de mgdida
Centro ; & =
del Ang:?,llo‘c%niral a® mf__—g f AOB Arco interceptado
circulo (principio 1) Sk
B
' B
Angulo inscrito A a®
(principio 2)
C
Sobre I A S 1BC Mitad
el ol A = g del arco
circulo Angulo fotmadn A % interceptado
por una cuerda i
y una tangente
(principio 9) o #
Angulo formado i {—_j = ;/_2‘ Mitad de
Dentro por dos cuerdas i o (AC + BD) la suma
'dEI gue se intersectan c B mi 1 = ¥ de log arcos
circulo (principio 10) (a® + b°) interceptados
LA = Vs
| Angulo formado (BC - DB)
| por dos secantes mlA =
(principio 10) (@° — b°)
Angulo formado 4 B ‘{,—..\A é,-zﬁ Ziét?d
Fuera por una secante {BC — BD) ; d,
del y una tangente a® mLA = V2 dr;erelncza
circulo (principio 12) (a® —b%) aercr.?ss
| ¢ interceptados
LA =5
L~ —
Angulo formado (riDLi_~B‘5)
por dos tangenies (@° _;G)Q
rincipio 13
L Tambien,
| mL_A = (180 — b)° !
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F— Nota: para encontrar el angulo formado por una secante y una cuerda que se intersectan sobre el circulo, prime-
ro encuenirese la medida del angulo inscrito adjunto y en seguida résteselo a 180°. Asi, si la secante AB corta a la

- cuerda,CD en C, sobre el circulo de la figura 6-36, para encontrar m{_y, primero determinese la medida del |_x inscrito.
Entonces, ml_y = 180 — ml_x.

ROBLEMAS RESUELTOS

10  APLICACION DE LOS PrinCIPIOS 1 ¥ 2
(a8)  En la figura 6-37(a), si m/ y = 46°, calcule m{_x.
(6)  En la figura 8-37(b), si m{_y = 112°, calcule m/ x.

(¢) En la figura 6-37(c), si mi x = 75°, calcule my.

. A" B ;
602
’ \
8 'f}{! C
(@) Bk (c)
Soluciones

(@) Ly = BC, entonces BC =46°. Por o tanto, [ x = B = 1(46°) = 23°, esto es ml x = 23°,

(6) Ly = AB, esto es mAB = 112°.

mBC = m (ABC — BC) = 180° — 112° = 68°. Entonces, | x + 160
= 340,

12(68)° = 34°. Esto es ml_x

T

(€) Lx = %ADC, asi, mMADC = 150°. Entonces, my = m(ADC — AD) E{150° — 60°) = 90°-

\

A

11  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 3 A 8 N
Calcule x y y en cada inciso de la figura 6-38. N

\
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o _'if'
S 0 &

a Bi——— i K

(a) (p) : (c)
Fig. 6-38

Soluciones
(a) Dado que mL_1 = ml_2, mX = mAB = 50°. Dado que AD = CD, m__y = m[_ABD = 65°.

(b) ElL_ABDy [ x estan inscritos en ABD; por lo tanto ml_x = m[_ABD = 40°.
ABCD es un cuadrilatero inscrito; por lo tantom/_y = 180° —ml_B = 95°.

(¢) Dado que [ x esta inscrito en un semicirculo, la ml_x = 90°. Como AC || DE, my = mCE = 70°.

6.12  APLICACION DEL PRINCIPIO 9
En cada inciso de la figura 6-39, CD es una tangente en P,

(a) Simy = 220° en el inciso (a), calculese ml x.
(b) Simy = 140° en el inciso (b), calcilese mL x.

(¢) Siml_y = 75° en el inciso (¢), calclilese mL_x.

Fig. 6-39

Soluciones
(@ [z = 12y =12(220°) = 110°. Por lo tanto m/_x = 180° — 110° = 70°.

(b)) Dado que AB = AP, mAB = my = 140°. Entonces, mZ = 360° — 140° — 140° = 80°.
Dado que [ x = %2 = 40°, m/[_x = 40°. :
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ey iy = 1/2»'1&-':"3'_. por lo tanto mAP = 150°. Entonces m2 = 360° — 100° — 150° = 110°.
Dado que [ x = 7 = 55% m/_x = B5°

6.13  APLICACION DEL PrinciPiO 10
(8 Simlx = 95° en la figura 6-40 (a), calculese my.

(b) Simy

80° en la figura 6-40 (b), calcllese m/_x.

(c) Simx = 78° en la figura 6-40 {c). calculese ml_y.

B
A 5’ Ay ¢
( Y ; b+ . . :‘I'ﬂ-’ } 0
Th = =S [ e )
70 = — ¥
7 =1 T — — Y%
4 | A 5 D e
C B A .
; P
1 1
(a) (c)
Fig. 6-40
Soluciones

@ L[x= Vz(A'a‘ + 1) asi 95° = %(70° + my), por lo tanto, my = 120°.
By [z %B{+ A‘é) = 12(80° + 120°) = 100°. Entonces, m{_x = 180° — m.__z = B0°.

(¢) BC Il AD, ya que mCD = mRX = 78°. También, [_z = %(% + CD) = 78°.
Entonces, m{_y = 180° — m[_z = 102°.

6.14  APLICACION DE LOS PRinCIPIOS 11 A 13

(@) En la figura 8-41(a), si m{_x

40°, calculese my.

(b)  Enla figura 8-41(b), si m{_x = B67°, calclilese my.

(¢) En la figura 6-41(c), si ml_x = 61°, calculese my.
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Soluciones
(@) x = %(BC - ), entonces 40° = 5(200° — mj) o my = 120°

o~
) L x = v(BC - BE), entonces 67° = 14(200° — mBE)o mMBE = 66°
Entonces miy = 360° — 200° — 66° = 94°,

P, ) — i
() [x 2 %(BFC-§),ymBFC = 360° — my Entonces: 61° = %2[(360° + — my) — my)] = 180° — my.
Asi, my = 119°,
=

BTD CALcuLo DE ARCOS POR MEDIO DE UN SISTEMA DE ECUACIONES cON Dos INCOGNITAS
En cada inciso de la figura 6-42, calcule x, y utilizando un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas.

}' | ' Fig. 6-42
|
|

(a)  Por el principio 10, 70° = 2(mXx + my)
Por el principio 11, 25° = &(mX — my) |
La suma de las ecuaciones deviene en mx = 95°. La diferencia de las mismas resulta en my = 45°.

l _
\ Soluciones
|

;

]

(b) Dado que mX + my = 360°, (mX + my) = 180°.
3 Por el principio 13, Yo(miX — my) = 62°. -
geN La adicién de las ecuaciones deviene en mX = 242°. La diferencia de las mismas resultaen my = 118°.

Y

6.16 Mepicion pe ANGULOS Y ARCOS EN GENERAL
En cada inciso de la figura 6-43, determine x, y.

Fig. 6-43

BT, A b
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Soluciones
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{a) Por el principio 2, 50° = Vzm:sa o m;ga = 100°. También, por el principio 9, 70° = Vzméﬁ o m{f}?" =

140°.

~ ~

Entonces, mPR = 360° — me mQR = 120°.

Por el principio 9, x = “2mPH _= 60°. _

Por el pringipio 13, y = %2(mPRQ — mPQ) = 12(260° — 100°) = 80°.

(b)  Por el principio 1, m@ = 80°. También, por el principio 8, mBC = mPA = 85°. Entonces mPC = 360°
— mPA — mAB — mBC = 100°.
Por el principio 9, x = 1/sz/C_\= 55".‘_\
Por el principio 12, y = %(mPCB — mPA) = 2(195° - 85°) = 55°.

6.17 SOLUCION DE UN PROBLEMA DE MEeDICION DE ANGULOS

Dado: 8D = E;E\

A
Demuéstrese: AB = AC = D
Plan: Demueéstrese primero que CD = BE.
Se utiliza esto para demostrar que [ B =/ C.
B c

DEMOSTRACION:

Argumentos

Proposiciones
1. BD = CE
2. OF = DE
3. BE = €D
4.4 Bl C
5. AB = AC

el R o

Dado.
Propiedad reflexiva.

Si iguales se suman a iguales su suma es igual.
En un circulo, los dangulos gue tengan arcos interceptados iguales son congruentes.
En un tridngulo, los lados opuestos a angulos congruentes son iguales en longitud.

5.18 SOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE MEDIDAS DE ANGULOS FORMULADO EN PALABRAS
Demuestre que las cuerdas paralelas dibujadas en los extremos de un diametro, son iguales en longitud.

Soluciones

Dado: circulo O

AC || BD

(&
AB es un diametro. “
. A B
Demuéstrese: AC = BD v
—
= B0

- L)
Plan: Demuestrese A
D
DEMOSTRACION: #

Proposiciones Argumentos
1. AB es un didmetro. 1. Dado.

R Y Ly .
2. ACB = ADB 2. Diametro corta a un circulo en dos semicirculos iguales.
3. AC || BD 3. Dado.
4. AD = BC 4. Sobre un circulo, las lineas paralelas interceptan arcos congruentes,
5. AC = BD 5. 8iiguales se restan a iguales, su diferencia es igual. Definicion de arcos

congruentes.

6. AC = BD 6. En un circulo, los arcos iguales tienen cuerdas de igual longitud.
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Problemas complementarios

1. Efectue las demostraciones requeridas en la figura 6-44. (6.3)
(@) Dado: AB = DE (b) Dado: circulo O, (¢) Dado: circulo O
AC = DF AB = BC AB = &D
Demuéstrese: Diametro BD Demuéstrese:
LB=lE Demuéstrese:

OoC = [ BOD
BD bisecta [ AOC LA

E & D
Fig. 6-44
2. Efectie las demostraciones requeridas en la figura 6-45. . (GfiT
() Dado: AB = AC (¢) Dado: circulo O, (¢} Dado: AD = BC
Demuéstrese: AB = AD Demuéstrese:
ABC = ACB AC diametro AC = BD
= = Demuéstrese:
(b) Dado: ABC = ACB BC = CcD (f) Dado: AC = BD
Demuéstrese: Demuéstrese:
AB = AC (d) Dado: circule O AD = BC
AB = AD,
BC = CD
Demuéstrese:

AC es un diametro

Fig. 6-45

%

3. Demuestre cada una de las siguientes proposiciones: (6.4)

(@) Siun radio bisecta una cuerda, entonces bisecta sus arcos.
(b)  Si un diametro bisecta al arco mayor de una cuerda, entonces es perpendicular a la cuerda,

(c)  Siun diametro es perpendicular a una cuerda, entonces bisecta a la cuerda ¥ a sus arcos.
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Demuestrese cada uno de los siguientes puntos: (6.4)

(@)

Un radic que pasa por el punto de interseccion de dos cuerdas congruentes, bisecta al 4ngulo formado por
elias,

(b)  Sidos cuerdas dibujadas desde los extremos de un diametro hacen angulos congruentes con el diametro
entonces, son cuerdas congruentes.
()  En un circulo, las cuerdas congruentes son equidistantes del centro del circulo.
(d)  En un circulo, las cuerdas que son equidistantes del centro son congruentes.
Resuelva lo siguiente suponiendo que t, {' y £, en la figura 6-48, sean tangentes. (6.5)
(b)
Fig. 6-46
(@) En lafigura 6-46(a), si m_A = 90°, ;qué tipo de cuadrilatero es PAQO? Oieo i
(b)  En la figura 8-48(b), si BR = RC , jqué tipo de triangulo es ABC?

(€)
(@)

En la figura 6-46(c), si PQ es un didmetro, ¢que tipo de cuadrilatero es PABQ?

En la figura 6-46(c), ;qué tipo de triangulo es AOB?

En un circulo O, los radios OA y OB se dibujan hasta los puntos de tangencia de PA y PB. Calcule m/_AOB si
la mL_APB es igual a: (a) 40°; (b) 120°; (c) 90°; (d) x°; (e) (180 — x)°; (f) (90 — x)°. (6.6)

Resuelva cada uno de los problemas siguientes (fy ¢' son tangentes en la figura 6-47). (6.8)

Fig. 6-47
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En la figura 6-47(a):
(a) Calcule m/ _PAQ si mL_POQ = 80°.

(b) Calcule m{_1y ml _PAQ siml PBO = 25°.

(c) Calcule mi_1y ml_PBO si mL_PAQ = 72°.

En la figura 6-47(b}):

(d) Caleule m/_2 si PB bisecta al /_APQ.

() Calcule m{_2siml_1 = 356°.

(f) Calcule m/_1siPQ = QB.

En la figura 6-48(a), AABC es un triangulo circunscrito. (&) Calcule x si y = 9. (b) Calcule y six = 25 (6.7

En la figura 6-48(b), ABCD es un cuadrilatero circunscrito. (¢) Calcule AB + CD. (d) Calcule el perimetro de ABCD.
En la figura 6-48(c), ABCD es un cuadrildtero circunscrito. (e) Calcule x si r = 10. (f) Calcule r si x = 25.

@ (b)
Fig. 6-48
Si dos circulos tienen radios de 20 y 13 respectivamente, calcule su linea de centros si: (6.

(a) Los circulos son concentricos.
(b) Los circulos se encuentran separados por 7 unidades.
(¢}  Los circulos son externamente tangentes.

(d) Los circulos son internamente tangentes.

Si la linea de centros de dos circulos mide 30 unidades, jcudl es la relacidn entre ambos circulos sit (6.
(@)  Sus radios miden 25 y 5 unidades.
(b) Sus radios miden 35 y 5 unidades.
{¢)  Sus radios miden 20 y 5 unidades.

(d) Sus radios miden 25 y 10 unidades.
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¢Cual es la relacion entre dos circulos si su linea de centros es: (a) 0; (b) igual a la diferencia de sus radios:
(c) igual a la suma de sus radios; (d) mayor que la suma de sus radios; (e} menor que la diferencia de sus radios
y mayor que 0; (f) mayor que la diferencia de sus radios pero menor que su suma?

Demuestre cada uno de los siguientes enunciados. (6.9)

(a)  Lalinea del centro de un circulo a un punto externo bisecta al angulo formado por las tangentes al circulo
desde ese punto.

(b)  Sidos circulos son externamente tangentes entonces su tangente interna comun bisecta a una tangente
externa comun.

(c)  Sidos circulos son ajenos entre si entonces sus tangentes internas comunes son congruentes.

(d)  Enun cuadrilatero circunscrito, la suma de las longitudes de los dos lados opuestos es igual a la suma de
las longitudes de los otros dos.

Calcule el nimero de grados de un angulo central si intercepta un arco de: (&) 40°; (b) 90°; (¢) 170°; (d) 180°;
(e) 2x°; (f) (180 — x)°; (g) (2x — 2y)°. (6.10)

Determine el numero de grados de un angulo inscrito si intercepta a un arco de (a) 40°; (b) 80°; (c) 170°;
(d) 180°; (e) 260°; (f) 348°; (g) 2x°; (h) (180 — x)°; (i) (2x — 2y)°. (6.10)

Calcule el numero de grados del arco interceptado por: (6.10)
(a) Un angulo central de 85°. ‘

(b)  Un angulo inscrito de 85°.

(¢)  Un angulo central de ¢°.

(d) Un angulo inscrito de 9.

(e)  El angulo central de un tridngulo formado por dos radios y una cuerda igual a un radio.

(f)  Elangulo mas pequeno de un tridngulo inscrito cuyos angulos interceptan arcos que estan en proporcion
de 1:2:3.

Encuentre el nimero de grados de cada uno de los arcos interceptados por angulos de un triangulo inscrito, si
las medidas de estos angulos estan en proporcién de: (a) 1:2:3; (b) 2:3:4; (¢) 5:6:7;.(d) 1:4:5. (6.10)

(a) Calcule la ml_x si en la figura 6-49(8) la my = 140°. (610)

(b)  Calcule my'si en la figura 6-49(a) la mL_x = 165°. 3

(c)  Calcule la m{ _x si en la figura 6-49(b) la m{_y = 115°. >
! L b

(d) Calcule la mL_y si en Ia figura 6-49(b) lam/_x = 108°. J

(6) Calcule m/_x si en la figura 6-49(c) la my = 105°.

(f)  Calcule la my'si en la figura 6-49(c) la mi_x = 96°.
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Oy

/ 2 M
e L )
®) -

e

Fig. 6-49 ° .

e£n la figura 6-50, ABCD es un cuadrilatero inscrito en el circulo, determine:

(@)
(b)
()
(@)
()
(f)
()
(h)

mi_Asim{_C = 45°,
mi{_B si ml_0D = 90°.

mi_CsimlLA = x°.

mL_ D siml_ B = (90 — x)°.
—~

ml_A si mBAD = 160°.

=
mi_B si mABC = 200°.
— —
mi C si mBC = 140° y mCD = 110°.

ml_D sim{_ D:ml B = 2:3.

Si BC y AD son los lados paralelos del trapezoide inscrito ABCD, calcule en la figura 6-51:

(@)
(b)
()
(d)
()
(f)
@
()

— —
MAB si mCD = 85°.

1l

_— —
mCD si mAB

It

ye.

~— ~—
mAB si mBC

~
60° y mAD = 80°.
méB si mﬂB + mt‘;’a =: 176"
mi_Asiml D = 72°.

mlL_AsimlC = 130°.

mlL_ B siml C = 145°.

: -
m/_B simAD = 90° y mAB = 84°.

(6.11)

(6.11)
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Fig. 6-51

20. Undiametro es paralelo a una cuerda. Calcule el nimero de grados en el arco formado por el didmetro y la cuerda
si la cuerda intercepta (a) un arco menor de 80°; (b) un arco mayor de 300°. (6.11)

21. Calcule x y y en cada inciso de la figura 6-52. (8.11)

G
A B _ B =
652 £ é ] /
c D A D 'OD i =
E
g ;
LT @
Fig.6-52

Calcule el nimero de grados del angulo formado por una tangente y una cuerda dibujada hasta al punto de tan-
gencia, si el arco interceptado tiene una medida de (a) 38°; (b) 90°; (c) 138°; (d) 180°; (e) 250°; (f) 334°; (g) x°;
(h) (360 — x)°; (i) (2x + 2y)°. (6.12)

Calcule el numero de grados del arco interceptado por un angulo formado por una tangente y una cuerda dibujada
hasta el punto de tangencia, si el angulo mide (a) 55°; (b) 67%2°; (¢) 90°; (d) 135°; (e) (90 — x)°; (f) (180 — x)°;
(9) (x = y)°; (h) 312x°. (6.12)

Calcule el numero de grados de un angulo agudo formado por una tangente que pasa por un vértice, y el lado
adjunto de un (a) cuadrado inscrito; (6) un tridngulo equilatero inscrito; (c) un hexagono regular inserito; (d) un
decagono regular inscrito. (6.12)

Calcule x y y para cada incise-de la figura 6-53 (t y t' son tangentes). (6.12)

L7
a&
P Q

B

® - \= "
Fig. 6-53 ' =
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Si AC y BD son cuerdas que se intersectan dentro de un circulo, como se muestra en la figura 6-54.
Calcule:

(@ mixsimAB = 90° y mED = 60°.
(6)  mLxsi mAB y mCD son iguales a 75°.
(¢) mixsimAB + mCD = 230°,

d) mi2xsimBC + mAD = 160°.

) mAB + mCD siml_x = 70°.

(f) mga‘ + mAD si mLx = 65°.

(@9 mBC simlx = 60° y mAD = 160°.
(hy mBCsimly = 72°y mAD - 2mBC.

Fig. 6-54

Si AC y BD son diagonales del cuadrilatero inscrito ABCD de Ia figura 6-55, calcule:
(@ mi1simd=95°yme = 75°.
() ml_1simb=88°ymd= 66°.

(¢) mi_1simbymdson ambas iguales a 100°.

(d) mlAsimambmemd = 1:2:3:4. <
() mi2simb+ md=mi+ me

£ -~
(f) mL2siBCI ADy ma = 70°.
(@99 mi_2si AD es un didmetro y mb = 80°.

(hy  miL_.2 sl ABCD es un rectangulo y ma = 70°,

W

(6.13)

(6.13)
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Calcule x y y para cada inciso de la figura 6-56, (6.18)

Fig. 6-56

Si AB y AC son secantes que se intersectan como en la figura 6-57, determine: (6.14)
(8) ml_Asimc = 100°y m3 = 40°,

() miLAsime—ma = 74°.

(¢) mi_Asimc=ma+ 40°.

(d) mLAsi mEmb:mema = 1:4:3:2.

() masimé =160y m/L_A = 20°.

(f) mCsimd = 60°ymLA = 35°.

(@ mec— masiml_ A = 47°.

(h) masim&=3aymLA = 250,

Fig. 6-57
Si la tangente AP y la secante AB se intersectan como se muestra en la figura 6-58, calcule: (6.14)
(8 mLAslmE = 180" y m2 = 60°,
(b) mi_Asimd = 200°ymb = 110°,

(¢) mLAsimb = 120°yma = 70°.
(d) mi_Asimé—ma = 73°.

(&) mLA si mEmbme = 1:4:7.
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(f) masimc = 220° y mLA = 40°.

: (@) mCsima =55ymlA = 30°

(hy m3sime=3m3ymLA =25,

(Y mFsimb

100° y mL_A = 50°.

Fig. 6-58

A
P
Q
b
Fig. 6-59

(@8 mLAsimb = 200°

95°

B)  mLA si ma

(c) mLAsima=x°

(d) mi_Asima = (90— x)°
(e) mi_Asimb = 3m?

(fy masimb = m& + 50°
(@9 mLAsimbB—-ma= 84%
(M mLAsimbma = 5:1

() mLAsimbm? = 7:3

() mi_Asimb = 5ma — 60°.

(k) mZsiml A = 35°

() mBsimLA =y°

31. SiAP y AD son tangentes gue se intersectan como se muestra en la figura 6-59, determine:

(6.14)
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(m) mbsiml A = 60° (n) mbsiml A= x° (0) mb si AP L AQ
32. Calcule x y y en cada inciso de la figura 6-60 (t y ' son tangentes) (6.14)
. i
B 7 A
‘50
D
x
408
(&
(&)
Fig. 6-60
'33.  Si AB y AC son secantes que se intersectan como se muestra en la figura 6-61, calcule: (6.15)

(8 mxsiml1=280°ymLA =40°
() mxsimi1+ mLA = 150°.
() mxsil_1y/[ A son suplementarios.

(@) mysiml_1

Il

95y mLA = 45°.

) mysiml1=mLA=22%9,

(f) mysimX + my =190° y ml_A = 50°.

Calcule x y y en cada inciso de la figura 6-62 (t y t' son tangentes). 4 (6.15)
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35,

36.

Si ABC es un triangulo inscrito como se muestra en la figura 6-63, encuentre:

(@)
(e

Si en la figura 6-64, ABCP es un cuadrilatero inscrito, PD es una tangente y AF una secante.

GEOMETRIA PLANA

ml_A si M3 = 110° y me = 200°.

m/_A si AB L BC y ma = 102°.

ml_A si AC es un didmetro y si ma = 80°.
ml_A si m@mb'me = 3:1:2

ml_A en AC es un diametro y si ma:mb = 5:4
ml_B si mf@ = 208°
ml_B sima + mb = 3m¢
ml_B sima = 75° y m& = 2mb
mi_C si AB 1 BC y si ma = 5mb

me si ml_A: mg:mI_C = 5:4:3

Fig. 6-63

Encuentre:

(@)
®)
()

(d)

mi_1sima = 94° y mc = 54°,
mi_2 si AP es un diametro.
c L BTN
ml_3 si mCPA = 250°.
ml_3sim[_ABC = 120°.
PN ~
mi_ 4 si mBCP = 130° y mb = 50°.

ml_4 si BC || APy m2 = 74°.

I

masi BC || APy ml_6 = 42°,

M3 si AC es un didmetro y m[_5 = 35°.
i B e

mbsiAC || BPy ml_2 = 57°.

me si AC y BP son didmetros y m[_5 = 41°,

(6.16)

(6.16)
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(k}  mdsiml_1=95°ymb = 95°

() ml{_CPA siml_3 = 78°.

37. Determine x y y en cada inciso de la figura 6-65 (t y ' son tangentes). (6.186)

¢ K
P, B
D ¥
G
A s
F
(&) PBCA es un F
(a) cuadrado inscrito (c)
Fig. 6-65
"38.""‘ Calcular x y y en cada inciso de la figura 6-66. ; (6.16)
A
B
2x e 3x
x
C A = c
B
dx
(a) (b) @
Fig. 6-66

39. Efectde la demostracion requerida en la figura 6-67. (6.17)
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(a) Dado: ACbisectal A  (c) Dado: AB || CD (¢) Dado: mAC = mBD
Demuéstrese: AB es una tangente Demuéstrese:
BC = CD Demueéstrese: CE = ED
PC = PD
(b) Dado: BC = CD (fy Dado: CE = EB
Demuéstrese: (d) Dado: RC = PD Demuéstrese:
AC bisecta [ A AB es una tangente 4C = BD
Demuéstrese:
AB || CD
B
D
A D P c A
B
C A C
B D
Fig. 6-67

v

40. En cadainciso de la figura 6-68, demuéstrese que los triangulos indicados sen mutuamente equiangulares; esto
es, demuéstrese que los tres angulos de un triangulo tienen igual medida que los dngulos correspondientes del

otro. (6.17)
A
E
D C
. A 3 |
I
(a) AAEC y ADEB (b) AAPC y AAPB (AP es una tangente) (c) AABE y AACD
Fig. 6-68
41. Demostrar cada una de las siguientes proposiciones: (6:18)

(&) Los angulos de la base de un trapezoide inscrito son congruentes.
(b) Un paralelogramo inscrito en un circulo es un rectangulo.
i (¢)  En un circulo, las cuerdas paralelas interceptan arcos iguales.
(d) Las diagonales dibujadas desde un vértice de un pentagono regular inscrito trisectan al angulo del vértice

(e)  Siuna tangente que pasa por un vértice de un tridngulo inscrito es paralela a su lado opuesto entonces
el triangulo es isosceles.




Similitud

7.1 RAZONES

Las razones se utilizan para comparar cantidades por medio de la division: la razén de dos cantidades es la primera
dividida entre la segunda. Una razon es un niumero abstracto, es decir, un nimero sin unidad de medida. Por lo tanto,
ia razon de 10 pies a 5 pies es 10 pies = 5 pies, lo cual es igual a 2.

Una razén puede expresarse de las siguientes maneras: (1) por medio del signo de "':”, como en 3:4; (2) si se em-
plea “a’ como en 3 a 4, (3) como una fraccidon comun, igual que en #; (4) como un numero decimal, 0.75; y (5) como
un porcentaje, 75%.

Las cantidades involucradas en una razon deben tener la misma unidad. Una razon debe simplificarse reduciéndo-
Ia a sus términos menores y eliminando fracciones. Para calcular la razén entre 1 pie y 4 pulgadas, primero se convierte
el pie a 12 pulgadas, y luego se toma la razén de 12 pulgadas a 4 pulgadas; el resultado es unarazonde 3a 1, 0 3.
Asimismo, la razon de 2%:; seria reexpresada como 5:1 o0 5.

La razdn de tres o mds cantidades puede expresarse como una razon continua. Por lo tanto la razén de $2 a 33
a $5 es la razon continua 2:3:5. Esta razén aumentada es una combinacion de tres razones separadas; éstas son 2:3,
B:5, vy 2:0;

PROBLEMAS RESUELTOS

7.1 Razon eNTRE Dos CANTIDADES coN LA Misma UniDAD
Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (a) 15° a 3°; (b) $1.25 a $5; (¢) 2} afos a

2 anos. =
Soluciones
15, 1.25 2, 5
(8 =5 1) @ F=3

7.2 Razon enTReE Dos CaNTIDADES con DIFERENTE UNIDAD
Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (a) 2 afios a 3 meses: (b) 80 centavos a $3.20,

Soluciones
(a) 2 afios a3 meses = 24 a 3 meses = % =8
(b) 80 centavos a $3.20 = 80 centavos a 320 centavos = % = %

7.3 Razon CoNTINUA ENTRE TRES CANTIDADES
Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (a) 1 galon a 2 cuartos a 2 pintas; (b) 1 tonelada
a 1 libra a 8 onzas.
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Soluciones

(@) 1 galon a 2 cuartos a 2 pintas = 4 cuartos a 2 cuarfos a 1 cuarto = 4:2:1.

(6) 1tonelada a1 libra a 8 onzas = 2 000 libras a 1 libra a j libra = 2 000:1:3 = 4 000:2:1.

7.4 Razones NUMERICAS Y ALGEBRAICAS

Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (a) 50 a 60; (b) 6.3 20.9; (c) 12a§ (d) 2x a
5x; (e) 5s® a 5% (f) x a 5x a 7x.

Soluciones
50 5 2x 2
@ % =6 @Fse. =¢
6.3 5s? 5
B\ gigut (@his g 5
=B i O
) 12 = B 32 (L) enechXatx. = 1:5:F

7.5 Uso DE RAZONES EN PROBLEMAS DE ANGULOS

Si dos angulos estan en la razén de 3:2, calcule los angulos si (a) son adyacentes y forman un éngulo que mi-
de 40°; (b) son angulos agudos de un triangulo rectangulo; (c) son dos angulos de un triangulo cuyo tercer angulo
mide 70°.

Soluciones
Sea la medida de los angulos 3x y 2x. Entonces:
8; por lo que los angulos miden 24° y 16°.

(8 3x + 2x = 40, de aqui que 5x = 400 x

b)  3x + 2x = 90, de aqui que 5x = 90 o x = 18; por lo gue los angulos miden 54° y 36°.
qui g p g g i d

(c) 3x + 2x + 70 = 180, de aqui que 5x = 110 o x = 22; por lo que los angulos miden 66° y 44°.

7.6  Tres ANGULOS QUE TIENEN UNA RAZON Flua
Tres angulos estan en la razén de 4:3:2. Calcule los angulos si (a) el primero y el tercero son suplementarios:
(b) los angulos son los tres angulos de un triangulo.

Soluciones
Sea la medida de los angulos 4x, 3x y 2x. Entonces:

(8) 4x + 2x = 180, de aqui que 6x = 180 o x = 30; por lo que los angulos miden 120°, 90° y 60°,

X + oX + = , de aqgui que 9% = 1 OXxX = . por 1o gue 105 angulos migaen ] :
b) 4x + 3x + 2x = 180, de aqui que 9 80 20; por lo que los &angulos miden 80°, 60° y 40°

7.2 PROPORCIONES

Una proporcion es una igualdad de dos razones. Asi; 2:5 = 4:10 (0 ¢ = &) es una proporcién.
El cuarto término de una proporcion es la cuarta proporcional a los otros tres tomados en orden. Asi, en 2:3 -
4:x, x es la cuarta proporcional a 2, 3, y 4.
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ercer términos. Los extremos

Los medios de una proporcién son sus términos intermedios, esto es, su segundo y t
¢.d, los medios

de una proporcion son sus términos externos, esto es, su primer y cuarto términos. Par lo tanto, en a:b =

son by ¢, y los extremos son a y d.
Si los dos medios de una proporcién son iguales, cualquier medio es la media proporcional entre el primero y el

cuarto términos. Asi, en 9:3 = 3:1, 3 es la media proporcional entre 9 y 1.

7.2A Principios sobre proporciones

PriNcipio 1:  en cualguier proporcion, el producto de los medios es igual al producto de los extremos.
De este modo, si ab = c:d, entonces ad = be.

PrINCIPIO 2:  si el producto de dos nimeros es igual al producto de otros dos numeros, cualquier par puéde ocupar

los medios de una proporcidn y el otro par ocupa los extremos.
Si 3x = 5y, entonces xiy = 5:3 03y = X 09X = 3y

'7.28  Métodos para convertir una proporcién en una proporcién equivalente

BrINGIPIO 3@ (método de inversion) una proporcion puede convertirse en una proporcion equivalente si se invierte
cada una de las razones.

dfn

05} 4
De este modo, si X =5 entonces % =

PrinciPio 4:  (método de alternacion) una proporcion puede convertirse en una proporcion equivalente si se intercam-

bian los medios o los extremos.

e X W x _3 2
Asi, si vk Q.entoncesy =Foa=

Pamcipio 5:  (métede de adicién) una proporcion puede convertirse en una proporcion equivalente si se adicionan

:rminos en cada una de las razones para obtener nuevos términos primero. y tercero.
. a ¢ a g e =2 Y X 10
- = = : e = -, enton S
Por lo tanto, si 5 L entonces B 4 Si > T entonces 5 7

iNcIPIO 6:  (método de sustraccion) una proporcion puede convertirse en una proporcion equivalente al sustraer
srminos en cada una de las razones, para obtener nuevos términos primero y tercero.

g=h e—d ax+3 9 x _.8
, entonces s S e 5T T 1,entt:»nces 5 =7

3 . a
Asi, sl — =

L5 o
aln

2C  Otros principios sobre proporciones

si tres términos de una proporcion son iguales a tres términos de otra proporcion, los términos restantes

n iguales. = i =
g RN =2y S e 11 3

3 V2 =
y % = =, entonces y = 4. y = %x

©

De este modo, si

i
|
e

N Y
NCIPIO 8:  en una serie de razones iguales, la suma de cualquiera de los numeradores es a la suma de sus deno-
inadores correspondientes, como cualquier numerador a su denominador.

sz b e ATEGER A a Xy X=3 8 x-y+y—84+8 3 x 3
A51,s1b‘d—f.entonces—-w—b+d+f_b.8| i _1,entonces A 5% 7 =303 =71
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PROBLEMAS RESUELTOS

7.7 CALcULO DE INCOGNITAS EN LAS PROPORCIONES
Resuelva las siguientes proporciones para x:

(@ x4 =68 €0 x5 =2x(x + 3) (e} ﬁ = ?3)
(b)  3x = x:27 (d) %:% (f) ";2:)(12
Soluciones

(@ Como 4(6) = 8%, 8x = 240 x = 3.

(b) Como x® = 3(27), x* = 81 0x = %9,

(¢) Como 5(2x) = x(x + 3), se tiene 10x = x* + 3x. Entonces x> — 7x = 0, de modo quex =007
(d) Como2x = 3(5), 2x = 150x = 7}.

(¢) Como 3(2x — 3), se tiene 6x — 9 = 5x, de modo que x = 9.

(f)

Como 4(7) = (x — 2)(x + 2), se tiene 28 = x* — 4. Entorices X2 = 32, de modo que x = =432,

7.8 CALcuLo pE LA CUARTA PROPORCIONAL OE TRES NUMEROS DADOS
Calcule la cuarta proporcional de (a) 2, 4, 6; (b) 4, 2, 6; (c) 1, 3, 4: (d) b, d, c.

Soluciones
(a) Setiene 2:4 = Bix, de modo que 2x = 240 x = 12
(b) Setiene 4.2 = 6:x, de modo que 4x = 12 0x = 3.

()
(d)

Se tiene 113 = 4:x, de modo que ix = 12 0x = 24,

Se tiene b:d = cix, de modo que bx = ed o x = cd/b.

7.9 CALcuLo DE LA Mepia PROPORCIONAL DE Dos NUMEROS DADOS
Calcule la media proporcional positiva x entre (a) 5 y 20; (b) 4 y &

Soluciones

(@)
(b)

Se tiene 5:x = x:20, de modo gue x? = 100 0 x = 10.

Se tiene ;:x = x:§, de modo que x* = tox =

i

7.10  CoNVERsION DE PRODUCTOS IGUALES EN PROPORCIONES |

(@)
(b)

Construya una proporcién cuyo cuarto término sea x, tal que 2bx = 3s°.

Calcule la razén x a y si ay = bx.
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Soluciones
(@) 2b:3s = s:x02b:3 = s%x 0 2b:s° = 3x

) xy = ab

7.11  CoNVERsION DE PROPORCIONES EN NUEVAS PROPORCIONES
Utilice cada una de las siguientes proporciones para formar una nueva proporcion cuyo primer término sea x:

@ 2-3 () %522

S B O

Soluciones

(a) Por el principio 3, % = % (¢) Por el principio 8, % = %
(b) Por el principio 5, % = g (d) Por el principio 4, % = ?

7.12 ComsINACION DE NUMERADORES Y DENOMINADORES DE PROPORCIONES
Utilice el principio 8 para calcular x en cada una de las siguientes proporciones:

(©) &_“X_.LS_%

w|ra

x=2_2 Bpoltd XV
3 8 4

Soluciones

(&) Al sumar numeradores y denominadores se obtieng XR_f Bl 2

glass= =30

X 2
5= E,de modo que x = 8.

y X+ +x-—y 2 % 2xe g 2 ? >
(b) Se tiene —Wan de aqui resulta o =3 de modo que x

Il
>

Bx—y)+(y-8 +3 _

(V4 3%
15 + 10 + 5

30

(e)  Se utilizan las tres razones para obtener o]

ol o

= % de modo que x = 6.

7.3 SEGMENTOS PROPORCIONALES

Si dos segmentos se dividen proporcionalmente, (1) los nuevos segmentos correspondientes son proporcionales, y (2)
0s dos segmentos originales y cualquier par de nuevos segmentos correspondientes son proporcionales.

Asi, si AB y AC en la figura 7-1 se dividen proporcionalmente por DE, se puede escribir una proporcion como % =

- . - ’ a &
% utilizando los cuatro segmentos; o se puede escribir una proporcion como 2B = AC utilizando los dos segmentos

ariginales y dos de los nuevos segmentos.



144 GEOMETRIA PLANA v 7|

Fig. 7-1

7.3A  Obtencién de las ocho disposiciones de cualquier proporcién

B a c by - :
Una proporcion como 5= puede reescribirse en ocho formas. Para cbtener las ocho variaciones, se permite que

cada término de la proporcién represente a uno de los nuevos segmentos de la figura 7-1. Se obtienen dos de las posi-
bles proporciones, de cada direccion, de la siguiente manera:

Direccidn: . Direccion:

Direccion: Direccion:
hacia abajo hacia arriba hacia la derecha hacia la izguierda
a_c,¢c_a b _d, d_b a_b b _a c_d,4d_¢
b 6 Fl b a i a c &l & a b b a

7.3B  Principios sobre segmentos proporcionales

PRINCIPIO 1!

si una linea es paralela a un lado de un triangulo, entonces ésta divide a los otros dos lados proporcio
nalmente.

De este modo, en el AABC de la figura 7-2, si DEIIBC, entonces

o
oo

VE

i

o . e g
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PRINCIPIO 2: s/ una linea divide proborciona!men!e a dos lados de un tridngulo, es paralela al fercer lado. (Los princi-
Dios 1 y 2 son conversos.)

Asi, en el AABC (Fig. 7-2), si & = 'f?' entonces DE|IBC.

o
b

Por ello, si ABIIEFIICD en la figura 7-3, entonces % = %
Ay \B
il -
7cC BY
Fig. 7-3

_' INCIPIO 4: /a3 bisectriz de un dngulo de un tridngulo divide al lade opuesto en segmentos que son proporcionales
los lados adyacentes.

De este modo, en el AABC de la figura 7-4, si CD bisecta al /_C, entonces

o|m
oo

TRO. Badeear

"ROBLEMAS RESUELTOS

.13 APLICACION DEL PRINCIPIO 1
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-5

Fig. 7-5

PaINCIPIO 3:  fres 0 mas paralelas dividen proporcionalmente a dos transversales cualesquiera. ~
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Soluciones

/ (a) DEIIBC; de aqui {-52 = %, de modo que x = 24.

L
(b)  Setiene que EC = 7y DE!IBC; de aqui = i i g Entonces, 7x = 5x + 20y x = 10.

7.14  APLICACION DEL PRINCIPIO 3
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-6

Soluciones ‘
IL¥] 2 ¥ =L
(a) Se tiene EC = 4 y AB||EF||CD; de aqui % = %y X = B, s e
25 =
_ 1Y o -H5¥5
(b) A%IICDIIEF;_ de aqui 25;( ; 51 = % de lo que 20x — 20 = 14x + 7. Entonces 6x = 27 y X

7.15  ApLickcion DEL PRINGIPIO 4
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-7 e

4

(@) Fig. 7-7 (b)




SIMILITUD 147

|

Soluciones

]

Aldie ! | e,
(@) BD bisecta al [ _B; de aqui 5= 18 Y% 12, v

() BD bisecta al /_B; de aqui 3"2; L7 % = g. De modo que 21x — 7 = 20xy x = 7.7

716 RESOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE SEGMENTOS PROPORCIONALES

Dado: EGIIBD, EFIIBC A
Demuéstrese: FGIICD

Plan: Demuéstrese que FG divide a AC E G
y AD proporcionalmente. B D
i 1
EMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1. EGIIBD, EFIIBC " 1. Dado
2 Ak . ﬁ, s L8 AF 2. Una linea (segmento) paralela a un lado de un triangulo divide a los
EB ~ GD'EB ~ FC i
otros dos lados proporcionalmente.
AF  AG ey
35 FC = GD 3. Postulado de sustitucion.
4, FGIICD 4. Si una linea divide a dos lados de un triangulo proporcionalmente, es

paralela al tercer lado.

7.4 TRIANGULOS SIMILARES

Los poligonos similares son aquellos cuyos angulos correspondientes son congruentes y cuyos lados correspondientes
n proporcionales. Los poligonos similares tienen la misma forma aungue no el mismo tamafio.
El simbolo para “‘similar”’ es ~. La notacién AABC ~ AA'B'C' se lee como el triangulo ABC es similar al triangulo
-prima B-prima C-prima”’. Como en el caso de triangulos congruentes, fos /ados correspondientes de los triangulos
ilares aparecen opuestos a dngulos congruentes. (Nétese que los lados y angulos correspondientes se designan
minmente con las mismas letras, agregandoles primas.)
En la figufa 7-8 AABC ~ AA'B'C’ ya que

mi_ A =mlA = 37° ml_B = ml B = 53° mi_ C=m[ C = 90°
g A e 3 6_8_10
g =1 e i AT h
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7.4A  Selecciéit de triangulos similares para demostrar una proporcién

En el problema resuelto 7.25, se supone que ABCD, en una figura como la figura 7-9, es un paralelogramo, y se deb:
AE AF kL : ; Sk
demostrar que BC = FB Para demostrar esta proporcién, es necesario encontrar triangulos similares cuyos lade:
estén en la misma proporcion. Esto se puede hacer seleccionando el triangulo cuyas letras A, E y F estén en los numerz
dores y el triangulo cuyas letras B, C y F estén en los denominadores. De este modo se probaria que AAEF ~ ABCFE
BC

Suponga que la proporcién que se va a demostrar es i—g =Fg- En un caso como éste, el hecho de intercambiz
AE  AF

los medios conduce a BC - FB Se pueden seleccionar entonces los triangulos necesarios con base en los numerade

res y los denominadores.

? r‘;‘}__ [
AS - AC | = e
=L L E
p BEF o PR
A F B
(18 51 %
D (5
Fig. 7-9
= AE AF = . v
Suponga que la proporcion que se va a demostrar es 2D - FB° Entonces, el método para seleccionar triangul

no puede utilizarse hasta que el término AD sea reemplazado por BC. Esto es posible ya que AD y BC son lad
opuestos del paralelogramo ABCD y por lo tanto, son congruentes.

7.4B  Principios sobre triangulos similares
PRINCIPIO 1:  Jos dngulos correspondientes de tridngulos similares son congruentes. (Por definicion.)

PrINCIPIO 2:  los lados correspondientes de tridngulos similares son proporcionales. (Por definicion.)

PRINCIPIO 3:  dos triangulos son similares si dos angulos de un trigngulo son congruentes respectivamente con d
angulos del otro. 4
Asi, en la figura 7-10, si L A= | A"y [ B =/ B’ entonces AABC ~ AA'B'C'.

B
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PRINCIPIO 4:  dos tridngulos son similares si un dngulo de un tridngulo es congruente con un angulo del otro y los
lados que incluyen estos angulos son proporcionales.

Por ello, en la figura 7-10, si L C =/ C' y ? = b£ entonces AABC ~ AA'B'C.

PriNcIPIo 5:  dos fridngulos son similares si sus lados correspondientes son proporcionales.

En la figura 7-10, si % = E? = ci entonces AABC ~ A'B'C".
PrinciPIO 6:  dos tridngulos rectdangulos son similares si un éngulo agudo de uno es congruente con un angulo agudo
del otro. (Corolario del principio 3.)

PRINCIPIO 7:  una linea paralela a un lado de un triangule forma un tridngulo similar al triangulo dado.
En la figura 7-11, si DEIIBC. entonces AADE ~ AABC.

=]
[}

Fig. 7-11
PriNciPIo 8:  [0s tridngulos similares a un mismo lridngulo son similares entre si.
PRINCIPIC 9: /4 alfura sobre la hipotenusa de un tridngulo rectangulo divide a éste en dos triangulos que son similares

al triangulo dado y entre si.
Asi, en la figura 7-12, ACDA ~ ACDB ~ AABC.

A D B
Fig. 7-12

PriNciPio 10:  dos triangulos son similares si sus lados respectivos son paralelos entre sf.
En la figura 7-13, AABC ~ AA'B'C'.
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PrinciPio 11:  dos iridngulos son similares si sus lados respectivos son perpendiculares entre Si.
Asi, en la figura 7-14, AABC ~ AA'B'C'.

PROBLEMAS RESUELTOS

7.17  APLICACION DEL PRINCIPIO 2
En los triangulos similares ABC y A'B'C’ (Fig. 7-15), calcule xyysil A={ Ayl B=[B.

C
a0 g 5} =v ¢! A
3 < 1,
12

32_ 26

5 Y
¥
A 20 B Ai’ 15 B’
Fig. 7-15
Solucion
Como/l A= Ayl B=B, xyycorresponden a 32y 26, respectivaniente. Entonces é =%, de donde

— : imi D8 E = 1
X = 24; asimismo 5= = 55, de donde y = 19;.

7.18  APLICACION DEL PRINCIPIO 3
. En cada una de las secciones de la figura 7-16, se pueden utilizar dos pares de angulos congruentes para demos-.
trar que los triangulos indicados son similares. Determine los angulos congruentes y especifique la razén de su
congruencia.

II A

| A C

C

(@) ABEC ~ AAED (b) ANAED ~ ACEB (c) AADE ~ AABC
ABCD es un trapezoide * Fig. 7-16




7 SIMILITUD 151

Soluciones

() [.CBD=|[ BDAy| BCA =/ CAD, ya que los angulos alternos internos de lineas paralelas son con-
gruentes (BCIIAD). Ademas, [_BEC y [_AED son angulos congruentes opuestos por el veértice.

() LA/ Cyl B=[ D,yaque los angulos inscritos en el mismo arco son congruentes. Ademas, [ AED
y |_CEB son angulos congruentes opuestos por el vertice.

(¢) [ ABC=[ AED,ya que cada uno es suplemento del . DEC. |/ ACB =/ ADE, ya que cada uno es suple-
mento del [ BDE. Ademas, [ A = [ A.

7.19  APLICACION DEL PRINCIPIO 6

En cada seccion de la figura 7-17, determine los dngulos que pueden utilizarse para demostrar que los triangulos
indicados son similares.

VAN
%
D = c
6]
%
i B
(a) AACD ~ AACB (b) AAEC ~ ACDB (¢c) AADE ~ AABC
M cpan BIDC AB = AC AB es un diametro

Fig. 7-17
Soluciones
(a) [ _ACBy [ _ADC son angulos rectos. L A =[ A,

(b) [_AECy[ BDC son angulos rectos. L B =/ ACE, ya que los dngulos opuestos a los lados congruentes
en un triangulo son congruentes.

(6) [_ACB es un angulo recto, ya que esté inscrito en un semicirculo. De aqui que, |_AED =/ ACB.
| D=/ B ya que los angulos inscritos en el mismo arco son congruentes.

7.20 APLICACION DEL PRINCIPIO 4

En cada seccion de la figura 7-18, determine el par dé angulos congmentes y la proporcién necesaria para demos-
trar que los tridngulos indicados son similares.

B

D
25

16
A = c

(¢) AABC ~ AADC
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Soluciones
o Bl = .20 _ 25
(@) | AEB =] DEC: 5= 15 () [ BAC =/ ACD; 6= 56
g e B 9
by [A=] A 2= 18

7.21  APLICACION DEL PRINCIPIO 5
En cada una de las secciones de la figura 7-19, determine la proporcion necesaria para demostrar que los tridngu-
los indicados son similares.

) A
__"if_"_ 5 15
B 7
12 16 D 7 B
A
24 C
16 50
D i E
] [
F e
(a) AABC ~ ADEF (b) AABD ~ ABDC (c) AABD ~ ABEC
Fig. 7-19 .l
%)
Soluciones 9
BT 8 12 A . 8
@ =12 © 37 =125=80
9 12 15
B \32%a6 o

7.22 PROPORCIONES QUE SE OBTIENEN DE LOS TRIANGULOS SIMILARES
Caleule x en cada una de las secciones de la figura 7-20

Fig. 7-20 -
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Soluciones

10

() Como BDIIAC, [ A= [ By[ C=[_D;porloque AEC ~ ADEB. Entonces % = pYx=15

(b)  Como JKIIGH, AFJK ~ AFGH por el principio 7. Por lo que — i 5= ;y x = 4.

23 CALcuLO DE ALTURAS POR MEDIO DE LA SOMBRA EN EL SUELO
Un arbol proyecta una sombra de 15 pies al mismo tiempo que un poste vertical cercano de 6 pies de altura produce
sombra de 2 pies. Calcule la altura del arbol si ambos, el arbol y el poste, forman angulos rectos con el sueld.

Solucion

En lugares cercanos uno del otro, los rayos del sol caen sobre el suelo al mismo tiempo en dngulos iguales;
de modo que /_B = [ B’ en la figura 7-21. Como el arbol y el poste forman angulos rectos con &l suelo, L C

=/ C'. De modo-que AABC ~ AA'B'CY, de aqui%T = %y h = 45 pies.

ray

arT

15 B c'zB

Fig. 7-21

24 RESOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE TRIANGULOS SIMILARES EXPRESADGEN PALABRAS
Demuestre gue dos triangulos isosceles son similares si el angulo de la base de uno es congruenie con el angulo

la base del ofro. A
Solucién <

Dado: el triangulo isésceles AABC (AB = AC)
el tridngulo isdsceles AMA'B'C’ (A'B" = A
[ B=| B

Demuéstrese: AABC ~ AA'B'C’

Plan: Demueéstrese /| C = [ C', use &l principio 3.

()
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DEMOSTRACION:

Proposiciones Argumentos
1. L B=E] B 1. Dado
2R == AT B U = 5 B 2. Los angulos de la base de un tridngulo isdsceles son congruentes.
3.LG6=lC 3. Las cosas = a las cosas = son 2 entre si.
4. AABC ~ AA'B'CY 4. Dos triangulos son similares si dos angulos de un triangulo son con-
gruentes con dos-angulos del otro.

7.25 RESOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE PROPORCIONES QUE INVOLUCRA TRIANGULOS SEMEJANTES

Dado: el paralelogramo ABCD
AE _ AF

Demuéstrese: BC = BF E
Plan: Demuéstrese AAEF ~ ABFC
A F B
<~/
D =
[0}
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos ’
1. ABCD es un paralelogramo. 1. Dado
2. EDIIBC 2. Los lados opuestos de un paralelogramo son paralelos.
3. L DEC =] ECB 3. Los angulos alternos internos de lineas paralelas son congruentes.
4. | EFA=| BFC 4. Los angulos opuestos por el vertice son congruentes.
5. AAEF ~ ABFC 5. Dos triangulos son similares si dos angulos de un triangulo son
congruentes con dos angulos del otro.
6. —g—g = % 6. Los lados correspondientes de triangulos similares son proporcionales.

7.5 EXTENSION DE UN PRINCIPIO BASICO SOBRE PROPORCIONES

Principio 1:  Jos lados correspondientes de tridngulos similares son proporcionales.
PRINCIPIO 2:  fos segmentos correspondientes de triangulos-similares son proporcionales.
PrinciPio 3:  Jos segmentos correspondientes de poligonos similares son proporcionales.

Cuando se reemplazan segmentos por lados, el principio 1 se convierte en el principio 2 més general. Cuando se
reemplazan poligonos por triangulos, el principio 2 se convierte en el principio 3, aln mas general.

Por segmentos se entienden segmentos rectos o curvos tales como alturas, medianas, bisectrices, radios de circu-
los inseritos o circunscritos, y circunferencias de circulos inscritos o circunscritos.

La razon de similitud de dos poligonos similares es la razén de cualquier par de lineas correspondientes.

Los corolarios de'los principios 2 y 3, como los siguientes, se pueden inventar para cualquier combinacion de lineas
correspondientes:

1. Las alturas correspondientes de triangulos similares tienen la misma razon, como dos medianas correspondientes

cualquiera. Asi, si AABC ~ AA'B'C’ en la figura 7-22, entonces 2! Sl

" T m
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B
BJ’
Rl \m =
K| \m'
s A
H M C A" H M C'
Fig. 7-22

2. Los perimetros de los poligonos similares estdn en la misma razén que dos /ados correspondientes cualesquiera.

Asi, en la figura 7-23, si el cuadrilatero | es ~ al cuadrilatero I', entonces % = g = g = g = %

Fig. 7-23

PROBLEMAS RESUELTOS

7.26 RAzONES ENTRE LINEAS DE TRIANGULOS SIMILARES

(@)  En dos tridngulos similares, los lados correspondientes estan en proporcién de 3:2. Calcule la razon de
sus medianas correspondientes [Fig. 7-24(a)].

(b)  Los lados de un triangulo son 4, 6 y 7 [Fig. 7-24(b)]. Si el perimetro de un tridngulo similar es de 51,
calcule su lado mas largo.

()  Enel AABC de la figura 7-24(c), BC = 25 y la medida de la altura sobre BC es de 10. Un segmento de
linea que termina en los lados del tridngulo es paralelo a BC y esta a 3 unidades de A. Calcule su longitud.

(@ (b) (&)

Soluciones

: e 8 m
(@ Si AABC ~ AA'B'C Yigr = 2,entonces i
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51

(b)  El perimetro del AA'B'C' es4 + 6 + 7 = 17. Como AABC ~ AA'B'C', —? =FZY¥s= 21.
. DE 3
AADE ~ AA i = 7
{¢) Como BC, 55 0 y DE = 73.

7.27 Razones ENTRE LINEAS DE POLIGONOS SIMILARES
Complete cada una de las siguientes proposiciones:

(a)  Silos lados correspondientes de dos poligonos similares estan en la proporcion de 4:8, entonces la razon
de sus perimetros es de 7

(b)  El perimetro de dos cuadrilateros similares es de 30 y 40 respectivamente. Si un lado del cuadrilatero me-
nor es 8, el lado correspondiente del mayor es de  ?

(¢) Sicada lado de un pentagono se triplica y los dangulos se mantienen iguales, entonces cada diagonal
es 7

Soluciones

(a8) Como los poligonos son similares, {Jl = si = %

=@ s = 10.

(b) Como los cuadrilateros son similares. si = JS— Entonces 54 Y

|

(¢) Tripliquese, ya que los poligonos son similares si sus dangulos correspondientes son congruentes y sus
lados correspondientes son proporcionales.

7.6 DEMOSTRACION DE PRODUCTOS IGUALES DE LONGITUDES DE SEGMENTOS

En un problema, para demostrar que el producto de la longitud de dos segmentos es igual al producto de la longitud
de otro par de segmentos, es necesario establecer la proporcién gque conduce a los dos productos iguales.

PROBLEMA RESUELTO

7.28 RESOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE PRODUCTOS IGUALES
Demuestre que si dos secantes se intersectan fuera de un circulo, el producto de las longitudes de una de las
secantes y su segmento externo es igual al producto de la otra secante y su segmento exierno.

Solucion 4

Dado: Las secantes AB y AC
Demuéstrese: AB x AD = AC x AE

Plan: Demuéstrese AABE ~ AACD para obtener B E
AB _ AE
AG ~ AD:
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DEMOSTRACION:

Proposiciones Argumentos
1. Trace BE y CD. 1. Se puede trazar un segmento entre dos puntos cualesquiera.
2. LAl A 2. Propiedad reflexiva.
3..B=/C 3. Los angulos inscritos en el mismo arco son congruentes.
4. AEB ~ AADC 4. Dos triangulos son similares si dos angulos de un triangulo son
congruentes respectivamente con dos angulos del ofro.
5, i—g— = % 5. Los lados correspondientes de tridngulos similares son proporcionales.

6. AB x AD = AC x AE 6. En una proporcidn, el producto de los medios es igual al producto de
los extremos.

7.7 SEGMENTOS QUE SE INTERSECTAN DENTRO Y FUERA DE UN CiRCULO

PRINCIPIO 1: s/ dos cuerdas se intersectan dentro de un circulo, el producto de la longitud de los segmentos de una
cuerda es igual al producto de la longitud de los segmentos de la otra.
Asi, en la figura 7.25, AE x EB = CE x ED.

C

/N

4

Fig. 7-25 (

PRINCIPIO 2: 5/ una tangente y una secante se intersectan fuera de un cireulo, la tangente es la media proporcional
=nire la secante y su segmento externo.

: L= AB AF
Por ello, en la figura 7.26, si PA es una tangente, entonces AP = AC
A
C
Fig. 7-26

?ﬂmcmo 3: si dos secantes se intersectan fuera de un circulo, el producto de las longitudes de una de las secantes
Su segmento externo, es igual al producto de las longitudes de la otra secante y su segmento externo.
De este modo, en la figura 7.27 AB x AD = AC x AE.
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PROBLEMAS RESUELTOS

7.29  APLICACION DEL PRINCIPIO 1 o
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-28, si las cuerdas AB y CD se intersectan en E.

\ AB

D
(a) (b) (c) Diametro CDLAB

Fi3. 7-28
Soluciones
(a) ED = 4. Entonces 16x = 4(12), de modo gue 16x = 48 0 x = 3.
(b) AE

EB — x. Entonces x2 = 8(2), asix® = 16y x 4.

(¢ CE =3yAE =EB = x. Entonces x> = 27(8) o x> = 81y x = 9.

7.30  APLICACION DEL PRINCIPIO 2 ity 5
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-29, si la tangente AP y AB se intersectan en A.

(@) (b)

Fig. 7-29
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Soluciones

(8} AB =9+ 9 + 6 = 24, Entonces x* = 24(6) 0 x* = 144y x = 12,

b) AB

2x + 5. Entonces 5(2x + 5) = 100y x = 73.

(¢) AB = x + 6. Entonces x{(x + 6) = 16 0 x* + 6x — 16 = 0.
Por factorizacién se obtiene (x + 8)(x —2) = Oy x = 2.

7.31  APLICACION DEL PRINCIPIO 3 AU :
Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-30, si las secantes AB y AC se intersectan’en A.

Fig. 7-30
Soluciones
(&) AC = 12. Entonces 8x = 12(3) y x = 43.

() AC

2x + 2y AB = 12. Entonces 2(2x + 2) = 12(5) y x = 14.

.2 MEDIAS PROPORCIONALES EN TRIANGULOS RECTANGULOS

INCIPIO 1:  [a longitud de la aliura sobre la hipotenusa de un triangulo rectangulo es la media proporcional entre
2 longitud de los segmentos de la hipotenusa.
Asi, en el triangulo rectangulo ABC (Fig. 7-31), oo = 0. Tro . Totipao
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PRINCIPIO 2:  en un triangulo rectangulo, la longitud de cualquier lado es la media proporcional entre las longitudes
de la hipotenusa v la longitud de la proyeccion de ese lado sobre la hipotenusa.
: ) AB BC AB AC
Asi, en el A rectangulo ABC, B " BDYAE = AD
En el capitulo 16 se da una demostracién de este principio.

PROBLEMAS RESUELTOS

7.32 CAlLcuLo pE MepiAs PROPORCIONALES EN TRIANGULOS RECTANGULOS
En cada uno de los triangulos de la figura 7-32, calcule x y y

Y

@
B 4 A
(@) ()
Fig. 7-32
Soluciones
= 3 X 5 i S 12 ¥ e

(a)  Por el principio 1, x - gk = 27 y x = 3~ 3. Por el principio 2, V- asiy* =36yy = 6.
(b)  Por el principio 1, % = % y x = 16. Por el principio 2, 2y_0 = % asiy? = 80yy = 45,

7.9 TEOREMA DE PITAGORAS

En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las long-
tudes de los lados. Asi, en la figura 7-33, ¢* = a® + b%
En el capitulo 16 se da una demostracion del teorema de Pitagoras.

B
(3
(13
A 5 G
Fig. 7-33
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7.9A  Pruebas para trigngulos recténgulos, agudos y obtusos

Si se cumple que ¢* = a® + b® en los tres lados de un triangulo, entonces el triangulo es un triangulo rectangulo; pero
si ¢® # a® + b?, entonces el tridngulo no es un triangulo rectangulo.
En el AABC, si ¢® < & + b* donde ¢ es el lado mas largo de un triangulo, entonces el triangulo es un tridngulo

agudo.
Por lo tanto, en la figura 7-34, 9* < 62 + 87 (esto es, 81 < 100); por lo que el AABC es un tridngulo agudo.

En el AABC, sic®> a® + b* donde ¢ es el lado més largo de un tridngulo, entonces el tridngulo es un triangulo

obtuso.
Asi, en la figura 7-35, 112> 62 + 82 (esto es, 121 > 100); por lo que el AABC es un triangulo obtuso.

Fig. 7-35

PROBLEMAS RESUELTCS

7.33 CALcuLO DE LOS LADOS DE UN TRIANGULO RECTANGULO
En la figura 7-36, (a) calcule la longitud de la hipotenusacsia = 12y b = 9; (b)calculeasib = 6yec = 8;

(c)calcule bsia = 43 yc = 8
81 4198

oy

b— q
Fig. 7-36
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Soluciones
(@ c*=2a"+b*=12" + 9 = 225yc = 15.
(b) @ =c*—b*=8-6"=28ya=2V7.

©) PP =c?—a®=8—-(4/3F=64-48=16yb = 4

7.34 RAZzONES EN UN TRIANGULO RECTANGULO
En un triangulo rectangulo, la hipotenusa tiene longitud 20 y la razén de sus lados es de 3:4. Calcule cada uno

de sus lados.
Solucion
Sea la longitud de sus lados 3x y 4x. Entonces 20° = (3x)? + (4x)".

Al efectuar las operacionses, se obtiene 400 = 9x* + 16x%0 400 = 25x*y x = 4; por lo que sus lados tie-
nen longitud 12 y 16.

7.35 APLICACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS A UN TRIANGULO ISOSCELES
Calcule la longitud de la altura sobre la base de un triangulo isésceles, si la base es 8 y los lados iguales son 12.

Solucién

La altura h de un triangulo isosceles bisecta la base (Fig. 7-37).
Entonces h? = a® — (Jb)? = 122 — 42 = 128y h = 8V2.

4
Fig. 7-37

7.36  ApLICACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS A UN RomBo
En un rombo, calcule (a) la longitud de un lado s si las diagonales son 30 y 40; (b) la longitud de una diagona!

d si su lado es 26 y la otra diagonal es 20.

Solucion

Las diagonales de un rombo son mediatrices una de la otra; por lo que s% = (FdP + (Gd) en |
figura 7-38. ?
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{a) Sid=30yd = 40,’entonces s? = 152 + 20° = 62505 = 25.
(b) Sis =26yd = 20, entonces 26° = (1d)? + 10° 6 576 = (3d)*. Por lo que W =240d = 48,

g
L5\

Fig. 7-38

APLICACION DEL TEOREMA DE PITAGORAS A UN TRAPEZOIDE

Calcule x en cada una de ias secciones de la figura 7-39, si ABCD es un trapezoide.

Fig. 7-39

Soluciones
Las perpendiculares punteadas en los diagramas son segmentos adicionales necesarios solo para las sglu-
ciones. i“
Note cémo se forman rectéangulos con estos segmentos agregados.
(8) EF =BC = 12y AE = }(22 — 12) = 5. Entonces x* = 13°— 5% = 144 0 x = 12.

(b) b®=25"-72=5760b = 24; ademas, BE = b = 24y CE = 17 — 7 = 10. Entonces x* = 242 4 10°
ox = 26.

ApLicaciON DEL TEOREMA DE PITAGORAS A UN CircuLo
(a)  Calcule la distancia d del centro de un circulo de radio 17 a una cuerda cuya longitud es 30 [Fig. 7-40(a)].

(b)  Calcule la longitud de la tangente comun externa a dos circulos tangentes externamente, de radios 4 y

9 [Fig. 7-40(b)].
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Fig. 7-40
Soluciones
(a) BC = 430) = 15. Entonces &” = 172 — 152 = B4y d = 8.

() ©OS=PR,AS = 4,0Q = 13y SQ = 9 —4 = 5. Entonces, en el triangulo rectangulo 0SQ,
(OS)R = 132 — 52 = 144; asi, OS = 12, por lo que PR = 12.

7.10 TRIANGULOS RECTANGULOS ESPECIALES

7.10A  El triangulo 30°-60°-90°

Un triangulo 30°-80°-90° es la mitad de un wriangulo equilatero. Asf, en el AABC (Fig. 7-41), a = iC.
Considere que ¢ = 2; entonces a = 1,y por el teorema de Pitagoras resulta

- bE = 2 —g = 22— 12 = 3 0 b3

1432,

La razon de sus lados es, por lo tanto, abic

3=

60°

Principios del triangulo 30°-60°-90°

PrinciPio 1 [a Jongitud del lado opuesto al dngulo de 30° es igual a la mitad de la longitud de Ia hipotenusa.
En la figura 7-41, a = jc.
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PriNcIPIO 2:  la longitud del lado opuesto al angulo de 60° es igual a la mitad de la longitud de la hipotenusa, multipli-
cada por la raiz cuadrada de 3.
En la figura 7-41, b = eV 3.

PRrINCIPIO 3:  /a longitud del lado opuesto al angulo de 60° es igual a la longitud del lado opuesto al dngulo de 30°
multiplicado por la raiz cuadrada de 3.
En la figura 7-41, b = av 3.

Principio del triangule equilatero

Pamcipio 4:  la longitud de la altura de un tridngulo equildtero, es igual a la mitad de la longitud de un lado multiplica-
do por la raiz cuadrada de 3.

En la figura 7-41, A = 3sV3.

7.10B  El triGngulo 45°-45°-90°

Un triangulo 45°-45°-90° es la mitad de un cuadrado. En el AABC (Fig. 7-42), ¢* = a* + a°o0c = av'2. Por lo que
fa razon de sus lados es a:aic = 1:1/2.

A
4
c d 4/ 8
o 45°
B 45 - c 5
Fig. 7-42

rincipios del triGngulo 45°-45°-90°

RINCIPIO 5:  la longitud del lado opuesto al dngulo de 45° es igual a la mitad de la longitud de la hipotenusa multipli-
cada por la raiz cuadrada de 2.
En la figura 7-42, a = jov 2.

INCIPIO 6:  [a Jongitud de Ia hipotenusa es jgual a la lengitud de un lado, multiplicada por la raiz cuacrada de 2.
En la figura 7-42, ¢ = av 2.

rincipio del cuadrado

PRINCIPIO 7@ en un cuadrado, la longitud de una diagonal es igual a la longitud de un lado, mu!tfpﬁcakpor la raiz
“uadrada de 2. 3
En la figura 7-42, d = sv 2.
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PROBLEMAS RESUELTOS

7.39  APLICACION DE LOS PrinciPIOS 1 Y 4

(@

(b)

Si la longitud de la hipotenusa de un triangulo 30°-60°-80° es 12, calcule la longitud de sus lados [Fig.
7-43(a)].

Cada lado de un trapezoide isdsceles tiene longitud 18. Si los angulos de la base son de 60° y la base
menor es 10, calcule las longitudes de su altura y de su base mayor [Fig. 7-43(b)].

30°

(a) (b)
Fig. 7-43

Soluciones

@
(6)

Por el principio 1, 2 = }(12) = 6. Por el principio 2, b = Y1273 = 6/3.

Por el principio 2, h = Y183 = 9V 3. Por el principio 1, AE = FD = }{18) = 9;porloque b = 9 +
10 + 9 = 28.

7.40  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 5 ¥ 6

(@)

Calcule la longitud del lado de un triangulo rectangulo isésceles, cuya hipotenusa tiene longitud 28 [Fig.
7-44(a)].

B
B 12 &
@ . 11 3 [
% 15° 0 45°N\ p
k. h & i v
o i V
45 r—C b
a y
(a) (o)

Fig. 7-44
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(b)  Un trapezoide isésceles tisne dngulos de la base que miden 45°. Si la base menor tiene longitud 12
y la altura tiene longitud 3, calcule las longitudes de la base mayor y de cada uno de sus lados [Fig.
7-44(b)].

Soluciones

(@ Por el principio 5, a = 282 = 14v2.

I

(b)  Por el principio 6, a 3JV2.AFE = BE = 3yEF = 12;porloqueb =3 + 12 + 3 = 18

Problemas complementarios

Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (7.1)
(a) 20 centavos a b centavos (i) $2.20 a $3.30
(b) 5 monedas de 10 centavos de ddlar a (j)  $0.84 a $0.96

15 del mismo valor
(ky 1libra a ) libra
(c) 30 libras a 25 libras
(©) 20° 4 (4] 2} dias a 3; dias
a 14°
5 bi %2
() 27 min a 21 min (m) pies a ; pie

(f)  50% a 25% (M) iyarda a 1} yardas
(g) 15° a 75° (©) 16;mabm

(h) 83% a 77%

Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (7.2)
(@) 1 afio a2 meses (g) 1% pies a 9 pulgadas
(b) 2 semanas a5 dias (hy 2ga8mg
(c) 3 dias a 3 semanas (7 100 1b a 1 ton
(d) 3ha 20 min (j) 82 a 25 centavos
(e) 2 yardas a 2 pies (k) 2 monedas de 25 a 30 centavos
(f) 23 yardas a 2 pies ) 1 yarda cuadrada a 2 pies cuadrados
Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (7.3)
(a) 20 centavos a 30 centavos : (d) 1 diaa4diasa1semana

a $1 dolar

(¢) 1dima9has33h
(b) $3 a $1.50 a 25 centavos
(f) 2hajlhalsmin
() 1 moneda de 25 centavos a 1 moneda de 10
centavos a una moneda de 5 centavos
‘\\
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(g9 1tona200Ilbad40lb (M) 3lbaillbaBoz : () 1galatqgtatnpt
Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (7.4)
(@ 60a70 (i) 0.002 a 0.007

(b) 84a7 (/) 0.055 a 0.005

(¢) 65a15 (k) 64a8

(d) 125 a 500 () 114a24

(e) 630a 105 (my 73a2}

{f) 1760 a 990 (n  1iato :
(@ 07a21 © iai) |
(h) 0.36 a0.24 0 1al

Exprese cada una de las siguientes razones en términos menores: (7.4)
(@) xas8x (g S*aes?

(b) 15cas (h) 9r* a6t

) 1idaz2 () xadxalldx

(d) 2manD (j) 15y a 10y a 5y

(e) nab ana k) xfaxtax

(f) 45as* () 12w a 10w a 8w a 2w

Utilice x comeo factor comun para representar los siguientes numeros y su suma: (7.4)
(a) Dos numeros cuya razon es 5:4 (¢}  Tres numeros cuya razon es 2:5:11

(b) Dos numeros cuya razon es 9 a 1. (d) Cinco nimeros cuya razén es 1:2:2:3.7

Si dos angulos en la razén de 5:4 estan representados por 5x y 4x, exprese cada una de las siguientes proposicic-
nes como una ecuacion; después calcule x y los angulos: (7.5

(@) Los angulos son adyacentes y forman en conjunto un angulo que mide 45°.
(b)  Los angulos son complementarios.
(c)  Los angulos son suplementarios.

(d) Los angulos son dos dngulos de un triangulo cuyo tercer angulo es su diferencia.
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Si tres angulos en la razon 7:6:5 son representados por 7x, 6x y 5x, exprese cada una de las siguientes proposi-
ciones como una ecuacion, después calcule x y los angulos: (7.8)

(a) El primero y el segundo son adyacentes y juntos forman un angulo que mide 91°.
(b)  El primero y el tercero son suplementarios.
(¢)  El primero y la mitad del segundo son complementarios.

(@) Los angulos son los tres angulos de un triangulo.

Resuelva las siguientes proporciones para x: (7.7)
(@ x6 =83 () (x + 4)3 = 3ix — 4)
() 54 = 20 (f) (2x + 8)(x + 2) = (2x + B)ifx + 1)
) 9x = x4 (@@ ab=cx
() “a2= 40X (h) x:2y = 18yx
Resuelva las siguientes proporciones para x: ' (7.7)
5 15
@) 7 x © X+2 6
5 3
7 3
0 =8 e ] W
3577
o B
©@ =12 © g6 8
x+7 b
X 15 a X
v i et
Encuentre la cuarta proporcional entre cada uno de los siguientes conjuntos de numeros: (7.8)
& 1,3,5 () 2,84 e) 8,25 (g 28,8
(b) 8,6 4 d)y 3, 4,2 fl 4,25 (hy b,2a 3b
Encuentre la media proporcional positiva entre cada una de las siguientes parejas de numeros: (7.9)
(@) 4ys® © sy27 (e) 2y5 @ pPygq
) 12y3 (d) 2by8b (fy 3y9 (hy ayb
De cada una de las siguientes ecuaciones, forme una proporcién cuyo cuarto término sea x: (7.10)

(@ cx = bd B) pg = ax {e) hx = a* dy 3x =17 (e) x = able
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14. En cada una de las siguientes ecuaciones, calcule [a razon de x a y:

@ 2x=y (b) 3y = 4x ) x=uy (@ ax = hy

15,  ¢Cual de las siguientes no es una proporcion?

iL

-k
fam]

(@) g5

M

)
Wi
I~
|
G
wlw
-b-|I\J
i
b=
|
Qwlm
0o

@ 52

—_
o
e

16. De cada una de las siguientes, forme una nueva proporcién cuyo primer {érmino sea x.
Después calcule x.

B2 i_5 & 2 x+5 11
@ 5= B _on g ek =T (d) 5 =10 (e)
17. Calcule x en cada uno de estos pares de proporciones:
(a) ab=c¢cxyab=ocd () 2:3x = 45y y 2:15 = 4.5y
by 57 = x42y 57 = 3542 (d) 75x—-2=143yy7:18 = 14:3y
18. Calcule x en cada una de las siguientes proporciones:
=7 . 7 Kok gy X=ge A el R
@ —§ =3 B, " =3 —& © g T qp =3

19. Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-45.

(7.10)

() x = by

(7.10)

cuando x = 6.

(7.11)
x—20 _1
20 4

(7.12)

(7.13)

Fig. 7-45

20. (En gué secciones de la figura 7-46 es una linea paralela a un lado del triangulo?

H
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21.  Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-47. (7.14)
B Al \B \E F]_
9 .
6 g
¢ / : -
& ¢ g F - C D
E 12 B! e
A X D B F C.‘ D\ A B
(a) (b) ()
Fig. 7-47
22. Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-48. (7.15)
C
z+9 i 2z
D™ I E
(@ () (c)
Fig. 7-48
23. Demuestre que tres 0 mas paralelas dividen proporcionalmente a dos transversales. (7.18)

24, En los triangulos similares ABC y A'B'C’ de la figura 7-49, / B y [ B’ son angulos correspondientes. Calcule
ml_ Bsilaml A =120°yml C' = 25°; (by mLA" + m[_C = 127°.

c ¢
Ahﬂ \ ;-
AJ’ BJ

Fig. 7-49

It25. En les triangulos similares ABC y A'B'C' de la figura 7-50, f A=/ A"y | B=[ B’ (a) Calcule asic = 24;

(b) calcule b si a = 20; (¢) caicule ¢ si b = B3. (7.17)
t ¢
b a c’ L
s /’\
A {41 B A’ 3 B
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26. En cada una de las secciones de la figura 7-51, demuestre que los triangulos indicados son similares.

C
E
|
A D B
(@) AADE ~ AABC (b) ARQP ~ ARQ'P’ (c) AFG'H' ~ AFGH

Fig. 7-51

27. Encadauna de las secciones de la figura 7-52, pueden utilizarse dos pares de angulos congruentes para demos-

trar gue los triangulos indicados son similares. Encuentre los angulos congruentes. (7.18)
A E
e\ A
| Z? ;— : / : m
B c A D & D C ®
(a) AAEB ~ ADEC (b) ABFA ~ AAED (c) AABC ~ ADEF
B
A E 4
C B 5
D A
D C
B c
(d) AAEB ~ AADC (e) AADE r AACB (f) AABC ~ AABD
BC = €O
Fig. 7-52

28. Encada unade las secciones de |a figura 7-53, determine los angulos que pueden ser utilizados para demostrar
que los triangulos indicados son similares. (7.19)
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(b) AABD ~ AABC
AB es un diametro.
BC es una tangente.

Fig. 7-53

() AAED ~ AFGB
ABCD es un paralelogramo.

173

g B e g

U
(c) AAEB ~ AAED

AD es un diametro.
ABCD es un rectangulo

29. En cada una de las secciones de la figura 7-54, determine el par de dngulos congruentes y la proporcion necesa-

ria, para demostrar que los triangulos indicados son similares.

A
D A
21
20

C E A
25
(b) AADE ~ AABC

(@) AABC ~ ADEF
Fig. 7-54

(7.20)

e

(c) ABDE ~ ABAC

30. Encadaunade las secciones de la figura 7-55, exprese la proporcion necesaria para demostrar que los triangulos

indicados son similares.

24 28

A 18
30 E

x

o
B
g
m{b

45

(a) AABC ~ ADEF (b) AADE ~ AABC

Fig. 7-55

C

(7.21)

27

(c) ADEF ~ AABC
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En cada una de las secciones de |a figura 7-56, demuestre la proporcion indicada.

(a) AD:AC = DE:BC

(b) AB:EC = BF.FC

ABCD es un paralelogramo

Fig. 7-56

En el AABC (Fig. 7-57), DEIIBC.

(@)
®)
©
(@)
)
(f)

Sea a
Seac
Sea a
Sea b
Sea a

Seac

=4, AB

=5, AC-

I
~
o

I

8, p = 10 Calcule g.

15, ¢ = 24. Calcule p.

11, g = 22. Calcule b.

20, g = 35. Calcule a.

24, g = 84. Calcule AB.

4,q = 7. Calcule d.

Fig. 7-57

Calcule x en cada una de las secciones de la figura 7-58

D

(a) ABCD es un paralelogramo

Fig. 7-58

(b) ABCD es un trapezoide

() iCqu = APAB
AP es una tangente

&f/

Q

YR

(7.25)

(7.22)

(7.22)
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Un poste vertical de 7 pies cerca de un arbol produce una sombra de 6 pies. A la misma hora, calcule (a) la altura
del arbol si su sombra tiene una longitud de 36 pies; (b) |a longitud de la sombra del arbol si su altura es de 77
pies. (7.23)
Demuestre cada una de las siguientes aseveraciones: (7.25)

(a) Enel AABC, si AD y CFE son alturas, entonces AD:CE = AB:BC.

(b)  Enelcirculo O, el diametro AB v la tangente BC son los lados del AABC. Si AC intersecta al circulo en
D, entonces AD:AB = AB:AC.

(c) Las diagonales de un trapezoide se dividen entre si en segmentos proporcionales.

(d) En el triangulo rectangulo ABC, CD es la altura sobre la hipotenusa AB, entonces AC:CD = AB:BC.

Demuestre cada una de los siguienies aseveraciones: (7.24)
(@  Una linea paralela, a un lado de un triangulo, forma un triangule similar al triangulo dado.

(b) Los triangulos rectangulos isosceies son similares entre si.

(c) Los triangulos equilateros son similares entre si.

(d) Las bases de un trapezoide forman tridngulos similares con los segmentos de las diagonales.

Complete cada una de las siguientes expresiones: (7.26)

(@) Entriangulos similares, silos lados correspondientes estan en la razén de 8:5, entonces las alturas corres-
pondientes estan en la razon de 7

(b)  Entriangulos similares, si las bisectrices correspondientes estén en la razén de 3:5, entonces sus perime-
tros estan en la razén de 7

(c)  Si se dividen los lados de un triangulo a la mitad, entonces el perimetro es 7 | las bisectrices son
? , las medianas son ? y los radios de los circulos circunseritos son 7

(@) Los lados correspondientes de triangulos similares tienen longitud 18 y 12. Si una aitura del menor de ellos
tiene longitud 10, obtenga la longitud de la altura correspondiente del mayor. (7.286)

(b) Las medianas correspondientes de triangulos similares tienen longitud 25 y 15. Obtenga el perimetro del
mayor si el perimetro del menor es 36.

{¢) Los lados de un triangulo tienen longitud 5, 7, y 8. Si el perimetro de un triangulo similar es 100, calcule
sus lados.

(d) Las bases de un trapezoide tienen longitud 5 y 20, y la altura tiene longitud 12. Calctlese la longitud de
la altura de un triangulo formado por la base menor y la extension, hasta que se intersecten de los lados
no paralelos.

(e)  Las bases de un trapszoide tienen longitud 11 y 22. Su altura tiene longitud 9. Calcule |a distancia del punto
de interseccion de las diagonales a cada una de sus bases.
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Complete cada una de las siguientes expresiones: (7.27)

(@) - Silos lados correspondientes de dos poligonos similares estan en la razdn de 3.7, entonces la razon de
sus alturas correspondientes es de  ?

(b)  Silos perimetros de dos hexagonos similares estan en la razon de 56 a 16, entonces la razon de sus diago-
nales correspondientes es de ?

(c)  Sise cuadriplica cada lado de un octdgono y los dngulos permanecen iguales, entonces su perimetro es
de 7

(d) La base de un rectangulo es dos veces la de un rectangulo similar. Si el radio del circulo circunserito al
primer rectangulo es 14, entonces el radio del circulo circunscrito al segundo es de  ?

Demuestre cada uno de los siguienies enunciados:

(a) Las bisectrices correspondientes de dos triangulos estan en la misma razén que un par de lados correspon-
dientes.

(6) Las medianas correspondientes de triangulos similares estén en la misma razon que un par de lados co-
rrespondientes. i

Demuestre lo solicitado en la figura 7-59. A B B (7.28)

(a) Dado: Trapezoide ABCD

Demuéstrese:
GB x PF = GF % B

D i C
i
() Dado: BC LAC D
DE | AB
Demuéstrese:
DE x AC = BC x AE
B A
E
(¢) Dado: Diametro BC D

DE 1 BC
Demuéstrese:
(BD?) = BE x BC
B C

Fig. 7-59
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(d) Dado: Circulo O
Diametro AB ‘ &

AE 1 CD
Demuéstrese:
AD x BC = AB x DE
B
B
F

ﬁ_\.’h
'

o

(e} Dado: AB |l CE

AC 1 BC
DE L BC
Demuéstrese: D E
AB x CF = BC x EC
A C

(f) Dado: BC=CD

Demuéstrese:

(BC?® = AC % EC

Demuestre cada una de las siguientes aseveraciones: (7.28)

() Si dos cuerdas se intersectan en un circulo, el producto de la longitud de los segmentos de una cuerda
es igual al producto de la longitud de los segmentos de la otra.

()  En un triangulo rectangulo, el producto de la longitud de su hipotenusa y la altura sobre ésta es igual al
producto de la longitud de sus lados.

(¢) Sien el A inscrito ABC la bisectriz del [_A intersecta a BC en D y al circulo en E, entonces BD x AC

= AD x EC.
En la figura 7-60: (7.29)
(a) Sea AE = 10, EB = 6, CE = 12. Calcule ED.
(b) SeaAB = 15, EB = 8, ED = 4. Calcule CE.
(¢) SeaAE = 6, ED = 4, CD = 13. Calcule EB. 4 D
(d) SeaED = 5, EB = 2(AE), CD = 15. Calcule AE.
c B

Fig. 7-60
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En la figura 7-61, diametro CD L cuerda AB: (7.29)
{e) Sea OD = 10, OE = 8. Calcule AB.
(f) Sea AB = 24, OE = 5. Calcule OD.
(g0 Sea OD = 25, EC = 18. Calcule AB.
(4
(hy SeaAB = 8, OD = 5. Calcule EC. 4 ‘ »
Fig. 7-61

Un punto esta a 12 pulgadas del centro de un circulo cuyo radio es de 15 pulgadas. Calcule las longitudes de
la cuerda menor y mayor gue pueden ser trazadas a través de este punto. (Sugerencia: la cuerda mayor €s un
diametro, y la menor es perpendicular a este diametro). (7.29)
En la figura 7-62, AB es una tangente: (7.29)

(8) Sea AC = 18, AD = 4. Encuentre AB.

(b) SeaCD = 5, AD = 4. Encuentre AB.

() SeaAB = 6, AD = 3. Encuentre AC.

(d) Sea AC = 20, AB = 10. Encuentre AD. 4
(e) SeaAB = 12, AD = 9. Encuentre CD. '
D
Fig. 7-62
En la figura 7-63, CD es un didmetro; AB es una tangente; (7.29)
(f) Sea AD = 6, 0D = 9. Calcule AB.

(g9 SeaAD = 2, AB = 8. Calcule CD.

(h) Sea AD = 5, AB = 19. Calcule OD.
(i) Sea AB = 12, AC = 18. Calcule OD.

{(j) Sea 0D = 5, AB = 12. Calcule AD.
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En la figura 7-64: (7.31)
(a) SeaAB = 14, AD = 4, AE = 7. Calcule AC.

(b) SeaAC = 8, AE = 6, AD = 3. Calcule BD.

() SeaBD = 5,AD = 7, AE = 4. Calcule AC.
(d) Sea AD = DB, EC = 14, AE = 4. Calcule AD. :  —. - V4 A
i
Fig. 7-64
En la figura 7-65, CE es un diametro: (7.31)
() SeaOC = 3, AE = 6, AD = 8, Calcule AB.
(f) Sea BD = 7, AD = 5, AE = 2. Calcule OC.

(g SeaOC = 11, AB = 15, AD = 5. Calcule AE.

1l

(hy SeaOC = 5, AE = 6, BD = 4. Calcule AD. B D
\ —A
E
Cc
Fig. 7-65
CD es la altura sobre la hipotenusa AB en la figura 7-66. (7.32)
(8) Sip=2yqg = 6, encuentreayh.
(b) Sip=4ya =6 encuentrecyh.
) Sip =16y h = 8, encuentre gy b.
C
(d) Sib=12yqg = 6, encuentre p y h.
a h b
q
e ——— > 4
[
‘Fig. 7-66

En un tridangulo rectangulo cuyos lados tienen longitud a y b, calcule la longitud de la hipotenusa ¢ cuando:
(7.33)

ﬁ
&
hYy
]
'y
o
o
Il
N
o
G
n
]
wm
o
I
w
3]
B
W
Il
w
o
1]
N
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En el triangulo rectangulo de la figura 7-67, calcule Ia longitud del lado faltante cuando: (7.33
(@ a=12,¢ =20 ) b=6c=28 ¢ b=151¢ =17
d a=2¢=4 (&) a=5/2¢=10 (f) a=+VB6c=2v2
5]
a
b
Fig. 7-67

Calculese la longitud de los lados de un tridngulo rectangulo cuya hipoetenusa tiene longitud ¢, si estos lados estén
en la razén de: (a) 3:4 y ¢ = 15; (b) 5:12y ¢ = 26; (¢) 8:15y ¢ = 170; (d) 1:2 yc =10 (7.34)

En un rectangulo, calcule la longitud de la diagonal si sus lados tienen longitudes (a) 9 y 40; (b) 5 y 10.(7.33

En un rectangulo, calcule la longitud de uno de sus lados si la diagonal tiene longitud 15 y el otro tiene longituc
(a) 9; (b) 5; (e) 10. (7.3

De entre los triangulos cuyos lados tienen las longitudes como sigue, ;cuéles son triangulos rectangulos?

(a) 33,55, 44 () 120, 130, 50 (c) 4,7 8] (d) 25,7, 24
(e) 5 pulgadas, 1 pie, 1 pie 1 pulgada (f) 1 yarda, 1 yarda 1 pie, 1 yarda 2 pies
(g) 11 millas, 60 millas, 61 millas (h) Secm,5cm, 7 cm

+Es un tridngulo rectangulo si sus lados estan en la razén de (a) 3:4:5: (b) 2:3:47

Calcule la longitud de la altura de un tridngulo isésceles si cada uno de sus dos lados congruentes tiene longituc
10 y su base tiene longitud (a) 12; (b) 16; (c) 18; (d) 10. : (7.35

En un rombo, caicule la longitud de un lado si las diagonales tienen longitudes (a) 18 y 24; (b) 4y 8: (c) 6 ¥
6v3. (7.36

En un rombo, calcule la longitud de una diagonal si un lado y la otra diagonal tienen longitudes, respectivamenis

(@) 10y 12; (b) 17 y 16; (c) 4 y 4; (d) 10y 10V3, (7.36
En el trapezoide isosceles ABCD de la figura 7-68, (7.3
(@) Calculeasib =232b"=20yh = 8. (b) Calculehsib =24, b = 14ya = 13
(c) Calculebsia =155 =10yh = 12. (d) Calculeb’ sia=6,b=21yh =32
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B b’ C
a h @
]
A b D
Fig. 7-68
En el trapezoide ABCD de la figura 7-69, (7.37)
(@ Calculedsia =11,b =3yc = 15. (b) Calculeasid =20,b =12yc = 36.
() Calculedsia =5p=13yec = 14. (d) Calculepsia=20,c=28yd =17
c
d
B
C
a
A 5 D
Fig. 7-69

El radio de un circulo es 15. Calcule (a) la distancia desde el centro a una cuerda cuya longitud es 18; (b) la longitud
de una cuerda cuya distancia a su centro es 9. (7.38)

En un circulo, una cuerda cuya longitud es 16 esta a una distancia de 6 de su centro. Calcule la longitud de una
cuerda cuya distancia a su centro es de 8. (7.38)

Dos circulos tangentes tienen externamente radios de 25 y 9.
Calcule la longitud de una tangente comun externa. (7.38)

En un tridngulo 30°-60°-90°, calcule las longitudes de (a) los lados si [a hipotenusa tiene longitud 20; (b) el otro
lado y la hipotenusa, si el lado opuesto al angulo de 30° tiene longitud 7; (¢) el otro lado y la hipotenusa si el
lado opuesto al dngulo de 60° tiene longitud 5v3. (7.39)

En un triangulo equilatero, calcule la longitud de la altura si el lado tiene longitud (a) 22; (b) 2a. Calcule el lado
si la altura tiene longitud (c) 24V3; (d) 24. (7.39)

En un rombo que tiene un-angulo que mide 60°, calcule las longitudes de (a) las diagonales si un lado tiene longi-
tud 25; (b) el lado y la diagonal mayor si la diagonal menor tiene longitud 35. (7.39)
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En un trapezoide isésceles que tiene angulos de la base que miden 60°, determine las longitudes de: (7.39)
(a)  La base inferior y la altura si la base superior tiene longitud 12 y los lados tienen longitud 16
(b)  La base superior y la altura si la base inferior tiene longitud 45 y los lados tienen longitud 28

En un triangulo rectangulo isésceles, calcule la longitud de cada lado, si la hipotenusa tiene longitud (a) 34;
(b) 2a. Calcule la longitud de Ia hipotenusa si cada lado tiene longitud (¢) 34; (d) 15v2. (7.40)

En un cuadrado, calcule la longitud de (a) el lado si la diagonal tiene longitud 40; (b) la diagonal si el lado tiene
longitud 40. (7.40)
En un trapezoide isosceles que tiene angulos de la base que miden 45°, calcule las longitudes de: (7.40)
(@) La base inferior y cada lado si la altura tiene longitud 13y la base superior tiene longitud 19
(b)  La base superior y cada lado si la altura tiene longitud 27 y la base inferior tiene longitud 65
(c) Cada lado y la base inferior, si la base superior tiene longitud 25 y la altura tiene longitud 15

Un triangulo tiene dos dngulos que miden 30° y 45°. Calcule la longitud del lado opuesto al angulo de 30° sila
longitud del lado opuesto al angulo de 45° es 8. (Sugerencia: trace la altura al tercer lado.) (7.39, 7.40)

Un paralelogramo tiene un angulo que mide 45°. Calcule las distancias entre sus pares de lados opuestos, si sus
lados tienen longitudes 10 y 12. (7.40)




Trigonometria

8.1 RAZONES TRIGONOMETRICAS
Trigonometria significa *'medicion de triangulos™. Considere sus partes: tri significa "‘tres’’, gono significa “"angulo™ y
metria significa “medida". Asi, en trigonometria se estudia la medida (o medicion) de triangulos.

Las siguientes razones estan relacionadas con los lados y los angulos agudos de un triangulo rectangulo:

1. Razon tangente: |a tangente (abreviatura “‘tan’’) de un angulo agudo es igual a la longitud del cateto opuesto al
angulo dividida entre la longitud del cateto adyacente al 4ngulo.

2. Razdn seno: El seno (abreviatura "sen”) de un éngulo agudo es igual a la longitud del cateto opuesto al angulo
dividida entre la longitud de la hipotenusa.

3. Razon coseno: El coseno (abreviatura *'cos™) de un angulo agudo es igual a la longitud del cateto adyacente al
angulo dividida entre l1a longitud de la hipotenusa.

Asi, en el friangulo rectangulo ABC de la figura 8-1,

B
c
a
A b (64
Fig. 8-1
Era - longitud del cateto opuesio a A _a o longitud del cateto opuestoa B _ b
"~ longitud del cateto opuesio adyacente a A ~ b ~ longitud del cateto adyacente aB ~ a
sen A — longitud del cateto opuestc a A _ a S B = longitud del cateto opuesto a B8 b
i longitud de la hipotenusa ~ ¢ x longitud de la hipotenusa T
cos A — longitud del cateto adyacentea A _ b G It longitud del cateto adyacente a B _ a
= longitud de la hipotenusa T T longitud de la hipotenusa g

Si Ay B son los dos angulos agudos de un tridngulo rectangulo, se tiene que:

1 1
sen A = cos B cos A = sen B tanA:W tan B = A
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PROBLEMAS RESUELTOS

8.1 Uso DE LA TABLA DE SENOS, COSENOS Y TANGENTES
Los siguientes valores fueron tomados de una tabla de senos, cosenos y tangentes. Exprese en forma de ecuacién
el significado de los valores en las tres primeras lineas. En seguida, utilice la tabla del final de este libro para completar

la Glitima linea

Angulo Seno Coseno Tangente
(a) 1% 0.0175 0.9998 0.0175
(b) 30° 0.5000 0.8660 0.5774
©) 60° 0.8660 0.5000 1.7321
(d) 2 ? 0.3420 ?

Soluciones

(@ sen 1° = 0.0175;cos 1° = 0.9998; tan 1° = 0.0175

(b) sen 30° = 0.5000; cos 30° = 0.8660; tan 30° = 0.5774

0.5000; tan 60" = 1.7321

(¢) sen 60°

0.8660; cos 60°

(d) Enlatabla de funciones trigonométricas el nimero 0.3420 asociado al coseno esta en la linea de 70°; por
lo tanto,el angulo buscado mide 70°. Finalmente, de la misma tabla se tiene que sen 70° = 0.9397 y que
tan 70° = 2.7475.

8.2 CALcuLO DE LA MEDIDA DE UN ANGULO CON UN GRADO DE PRECISION DADO
Calcule la medida de x, con una precision méxima de la primera unidad en grados, si: (a) sen x = 0.9235; (b) cos
x = & 0 0.8400; (c) tan x = V5/10 o 0.2236. Utilice la tabla de funciones trigonométricas.

Soluciones
Diferencias

@ ::2 )6(8 E g-gggg: — 0.0087 Dado que sen x es mas cercano a sen 67°, m{_x = 67° hasta
sen 67° = 0.9205— 0.0030 un grado de precisién

e ggz ,32 - ggigg_—_ — 0.0080 Dado que cos x es m&s cercano a cos 33°, mlL_x = 33° con
cos 33° = 0.8387— — 0.0013 grado de precision.

= ::2 )1(3 : ggggg: — 0.0078 Dado que tan x es mas cercano a tan 13°, m{_x = 13° con
tan 12° = 0.2126— 0.0110  grado de precision

8.3 CALcuLo DE RAZONES TRIGONOMETRICAS
Para cada triangulo rectangulo en la figura 8-2, calcular las razones trigonométricas de los angulos agudos.
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B
B
B
10
b
6
3 13 5
A 4 C A 8 C A 12 C
(a) (b) (e)
Fig.8-2
Soluciones
Formulas @a=3b=4c=5 (bya=86,b=8,¢c=10 | (c)a=5hb =12,¢c =13

a 3 6.3 5
tanA-E tanA-z tanA=§=Z tanA-ﬁ
b 4 8 4 _ 12
tanB:E tanB—§ tanB--é—E tan B = 5
a 3 6 3 5
s&mA_E senA_-S- senA=ﬁ=§ senA_:l—é
b 4 8 4 12
senB=E senE:':g sens_ﬁ_g sen8=ﬁ
_b =4 o . _ 12
cosA—E cosA_S cosA_w_s cosA_13
a 3 6 3 5
coaB=E cosB=§ coss_ﬁﬁg coss_ﬁ

4 CALcuLo DE MEDIDAS DE ANGULOS POR MEDIO DE RAZONES TRIGONOMETRICAS
Calcule la medida del dngulo A, hasta la unidad mas cercana en grados, en cada inciso de la figura 8-3.

B
100
60
O
A i3 A 24
(a) )
Fig. 8-3
Soluciones

(@)

cercano, se tiene que mL_A = 37°.

(c)

B
B
1700
10
C A 1500 c

sen A = & = 0.6000. Dado que sen 37° = 0.6018, entonces si la precision es hasta el grado mas
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() tan A = & = 0.4167. Dado que tan 23° = 0.4245 y es el valor mas cercano al de tan A, entonces con
un grado de precision mL_A = 23°.

(¢) cosA = 15 = 0.8824. Dado que cos 28° = 0.8829 y es el valor mas cercano al de cos A, entonces con
un grado de precision m_L_A = 28°.

8.5 RazoNEs TRIGONOMETRICAS DE 30° v 60°
Demuestre que:

(a) tan 30° = 0.577 (¢) cos 30° = 0.866 (e) sen 80° = 0.866
(b) sen 30° = 0.500 (d) tan B0° = 1.732 (f) cos 60° = 0.500
Soluciones

Las razones trigonométricas para 30° y 60° pueden obtenerse usando un tridngulo con angulos 30°-60°-80°
(Fig. 8-4); en un tridngulo como éste, la razoén de los lados es de a:bic = 1:3:2. Asi:

i 1 V3 V3 V3
U e R - Sl 0= — =
(8) tan30° = —3 A5 =3 =08 (d) tan 60 - 1.732
o _ 1 : : S L
(b) sen 30° = H 0.500 () sen60° = g 0.866
. _ V3 -
(¢) cos30° = o= 0.866 {F" cosien = 5= 0.500
8.6 CALCULO DE LAS LONGITUDES DE LOS CATETOS MEDIANTE RAZONES TRIGONOMETRICAS
En cada inciso de la figura 8-5, despeje x y y hasta la unidad mas cercana.
¥ P 150 i
[ 1 [ ]
150 ¥

(a)
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Soluciones

@)

Dado que tan 40° ‘= —X=, x = 150 tan 40° = 150(0.8391) = 126.
s _ 15D .. . SIS 0 S500a

Dado que cos 40° = y W ey e 196.

Dado que tan 50° = _TgT x = 150 tan 50° = 150(1.1198) = 179.
o s 10 AN dB0., 150

Dado que sen 40° = y ¥ = sen40° - 06428 — 233.

Dado que sen 40° = —<=, x = 150 sen 40° = 150(0.6428) = 96.

Dado que cos 40° = 'T}E’o_’ y = 150 cos 40° = 150(0.776) = 115.

RESOLUCION DE PROBLEMAS TRIGONOMETRICOS

(@)

Un piloto volé 70 millas al este de A hasta C. De C vold 100 millas al norte hasta B. Calcule la medida del
angulo del cambio de curso (hasta la unidad mas cercana en grados) que debe hacerse en B para regresar
aA.

(b)  Seva a construir una carretera de manera gue se eleve 105 pies por cada 1 000 pies de distancia horizon-
tal. Calcule la medida del angulo de elevacion, hasta la unidad mas cercana en grados, y la longitud de
la carretera, hasta la unidad mas cercana en pies, por cada 1 000 pies de distancia horizontal.*

Soluciones

(@)

El angulo requerido es /_EBA de la figura 8-6(a). En el triangulo rectangulo ABC tan B = & = 0.7000;
por lo tanto m/_B = 35° y m{_EBA = 180° — 35° = 145°.

Es necesario calcular m{_A y x de la figura 8-6(b). Dado que tan A = %~ = 0.1050, mL._A = 6°. Enton-

1,000 1,000 1000 _ :
ces cos 6° = x " Por lo que x = Cos 6° - 09945 — 1 0086 pies.
E
B
. 105 pies
100 millas
A 1 000 pies c
70 millas
(a) (B)

Fig. 8-6

—_—

“4m = 3.281 pies; 1 milla = 1.6093 km.
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8.2 ANGULO DE ELEVACION Y DE DEPRESION

A continuacién se dan la definicion y la terminologia involucradas en problemas donde se determina experimentalmente
un angulo:

La linea de vision es la linea que va desde el ojo de un observador hasta el objeto de interés.

La linea horizontal es una linea paralela a la superficie del agua.

El dngulo de elevacion (o de depresion) es un angulo formado por la linea horizontal y la linea de visién localizada
arriba (o abajo) de la linea horizontal, pero en el mismo plano vertical.

Asi, en la figura 8-7 el observador divisa un aeroplano arriba de la horizontal y el &ngulo formado por la horizontal
y la linea de visién se denota como dngulo de elevacién. Al apuntar al automavil, el angulo que forma Ia linea de visidn

con la horizontal es un dngulo de depresicn.

200
aet 0058
a0 a8 -~
elevacion

de W=~
A de
Angulo horizontal,
= 7
:.j Anguly
e o 9 depregis :

PROBLEMAS RESUELTOS

8.8 PROBLEMAS CON ANGULOS DE ELEVACION

(a) Al observar hacia el techo de un edificio, Enrique encuentra que el angulo de elevacién mide 21°. El piso
esta nivelado. Ef teodolito est4 5 pies arriba del piso y a 200 pies del edificio. Calcule la altura del edificio
con una precision hasta la unidad mas cercana en pies.

(b)  Siel angule de elevacion del Sol a una cierta hora es de 42°, calcule hasta la unidad méas cercana en pies,
la altura de un &rbol cuya sombra mide 25 pies de longitud.

Soluciones

(a)  Sixeslaaltura del edificio arriba del teodolito [Fig. 8-8(a)], entonces tan 21° = 2—’0(0— y x = 200 tan 219,

por lo tanto, x = 200(0.3839) = 77 pies.
Asi, la altura del edificio esdeh = x + 5 = 77 + 5 = 82 pies.

(b)  Sih es la altura del arbol [Fig. 8-8(b)], entorices se tiene que tan 42° = 2”—5, por lo que h = 25 tan 42°
= 25(0.9004) = 23 pies.

42°

@ Fig. 8-8 =
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8.9 PROBLEMAS QUE INVOLUCRAN TANTO EL ANGULO DE ELEVACION COMO EL DE DEPRESIGN

Al estar de pie en la cima de un faro de 200 pies de altura, el guardafaros observé un avién y un barco. El angulo
Se elevacion del avién es de 25°; el angulo de depresion del barco mide 32°, Calcule: (a) la distancia d del barco al
Sie del faro hasta la decena més cercana en pies; (b) la altura del avién sobre el agua con la misma precisién que en
& inciso (a).

Soluciones

(@) Vea la figura 8-9. En el Alll, tan 58° = %, por lo que d = 220 tan 58° = 200(1.6003) = 320 pies.

(b) Enel Al tan 25° = QXW por lo que x = 320(0.4663) = 150 pies.

Como la altura del faro es de 200 pies, la altura del avién es de 200 + 150 = 350 pies.

200

10 ProBLEMAS QUE INvoLucRAN Dos ANGULOS DE DEPRESION

Un observador en la cima de un monticulo a 250 pies por encima de la superficie de un lago observa dos botes
lirectamente en linea. Calcular, con una precision de hasta las unidades en pies, la distancia entre los botes si los angu-
s de depresion medidos por el observador son de 11° y 16° respectivamente.

Soluciones
En el AAB'C de la figura 8-10, m{_B'AC = 90° — 11° = 79°. Por lo tanto CB’ = 250 tan 79°.

En el AABC, m[ BAC = 90° — 16° = 74°. Por lo tanto CB = 250 tan 74°. Finalmente, BB = CB' — CB =
250(tan 79° — tan 74°) = 250(5.1446 — 3.4874) = 414 pies. /

Fig. 8-10
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Problemas complementarios
1. Utilice la tabla de'funciones trigpnométricas y calcule: (8.1}
(a) sen 25°, sen 48°, sen 59° y sen 89°
(b) cos 15°, cos 52°, cos 74° y cos 88°

(c)  tan 49 tan 34°, tan 55° y tan 87°

(d)  ;Qué razones trigonométricas son crecientes si la medida de un angulo se incrementa de 0°¢ a 90°?
(e)  ¢Qué razones trigonométricas son decrecientes si la medida de un angulo se incrementa de 0° a 90°7

(f)  ¢Qué razén trigonométrica tiene valores mayores que 1?

2. Utilice la tabla de funciones trigonométricas y calcule el angulo para el cual: (8.1
(a) senx = 0.3420 (c) sen B =0.9455 (e) cos y = 0.7071 (g) tat} W = 0.3443
(b) senA = 0.4848 (d) cos A’ = 0.9336 (f) cos Q = 0.3584 (h) tan B’ = 2.3559

3.  Utilice la tabla de funciones trigopnométricas y calcule la medida de x hasta la unidad mas cercana en grados

si: (8.2
(&) senx = 0.4400 ¥ (e) cos x = 0.7650 (i) tan x = 5.5745 (m) cos x = g
(b) senx = 0.7280 (f) cos x = 0.2675 (j) sen x = % ! (n) cos x = %
(¢) senx = 0.9365 (@) tan x = 0.1245 (k) sen x = % i (o) tan x = %
(d)  cosx = 0.9900 (h) tan x = 0.5200 () cos x = % (p) tan x = %
4. En cada triangulo de.la figura 8-11, calcule sen A, cos A, tan A. (8.3
B 2 (6
b 3 a
a
- : 4 B
(a) (b) (o)

Fig. 8-11

5. En cada inciso de la figura 8-12, calcule m/_a hasta la unidad méas préxima, (8.4
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B A A
B
100 20 d
39 25
29 C C 17 B C
(a) (b) (c)
Fig. 8-12
En la figura 8-13, calcule m/_B hasta la unidad méas proxima si (@) b= 67 y ¢ =__‘100; (b)a = 14y c = 50;
(c)a=22yb =055 (d)a=3yb=+3 (8.4)
N
B
/ﬂ s
4 B C
Fig. 8-13
Utilice un cuadrado de lado 1 (Fig. 8-14) y demuestre que: (a) la diagonal ¢ = +/ 2 (b) tan 45° = 1; (¢) sen 45°¢
= cos 45° = 0.707 (8.5)
\ 3k B
1 c a=1
£
45°
AT =1 g
Fig. 8-14
§. Calcule todos los angulos agu:ios de cualquiera de los triangulos rectangulos cuyos lados estén en proporciones
de: (a) 5:12:13; (b) 8:15:17; (c) 7:24:25; (d) 11:60:61; hasta la unidad mas cercana en grados. (8.5)
2. En cada triangulo de la figura 8-15, despeje x y y hasta la unidad més cercana en grados. (8.5)
B
220
A 340 B
180
Y X
C C c

A 250
(c)

(a)




192 GEOMETRIA PLANA

10. Unaescalera de mano esta recargada contra el muro de un edificio y forma un angulo de 70° con el piso. El pis
de la escalera esta a 30 pies del muro. Calcule hasta la unidad mas cercana en pies: (a) hasta qué altura del mure.
llega la escalera; (b) la longitud de la escalera. (8.8

L ]

11.  Para calcular la longitud de un pantano, un topdgrafo tomé las medidas que se muestran en la figura 8-16. AC

forma un angulo recto con BC. Si mL_A = 24° y AC = 350 pies, calcule la distancia BC que atraviesa =
pantano. (8.5

o7
A 350 C

Fig. 8-16

12.  Un avion se eleva al despegar y vuela con un angulo fijo de 9° respecto al suelo (Fig. 8-17). Cuando ha llegac B
a 400 pies de altura, calcule hasta la primera decena: (a) la distancia horizontal que ha recorrido; (b) la distance

que efectivamente ha recorrido el avion. (8.8
B
9
- 460
9° :
A t ? g
Fig. 8-17

13. El 4ngulo base de un triangulo isésceles mide 28°, y cada cateto mide 45 pulgadas™ (Fig. 8-18). Calcule, has=

la primera unidad: (a) la longitud de la altura dibujada a la base; la longitud de la base. (8BS
45. : 45
28° ]
[ * ]
Fig. 8-18

14.  En un triangulo, un angulo de 50° esta incluido entre los lados de longitudes 12 y 18. Calcule la longitud de
altura al lado que mide 12. (82

15.  Calcule las longitudes de los lados de un rectangulo, hasta las unidades, si una diagonal de longitud 24 pulgadz
forma un angulo de 42° con un lado. (8%

16.  Un rombo tiene un angulo que mide 76° y su diagonal larga mide 40 pies. Calcular la longitud de la diagonal cor=
hasta las unidades en precision. (88

*1 pulgada = 2.54 cm.
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Calcule la longitud de la altura a la base de un triangulo isésceles, hasta la yarda mas proxima, si su base tiene
una longitud de 40 yardas y el angulo del vértice mide 106°. (8.6)

Una carretera esta uniformemente inclinada y forma un angulo de 6° con la horizontal (Fig. 8-19). Si un automavil
ha recorrido 10 000 pies a lo largo de la carretera, calcule hasta la decena de pies mas cercana: (a) el incremento
en altura del conductor y del auto; (b) la distancia horizontal recorrida. (8.7)

10,000
e

T

Fig. 8-19

Un avidn viaja 15 000 pies en el aire con un angulo de escalada uniforme, ganando asi 19 000 pies de altura.
Calcule el angulo de escalada. (8.7)

Al divisar la cima de un monumento, Guillermo encontrd que el angulo de elevacion era de 16° (Fig. 8-20). El piso
esta nivelado y el teodolito estd 5 pies arriba del piso. Si el monumento tiene 86 pies de alto, calcule |a distancia
entre Guillermo y la base del monumento. (8.8)

81
16° { fii]

Fig. 8-20

Calcule hasta la unidad méas cercana en grados, la medida del angulo de elevacion del Sol cuande un arbol de
60 pies de alto proyecta una sombra de: (a) 10 pies: (b) 60 pies. (8.8)

A cierta hora del dia, el angulo de elevacion del Sol mide 34°. Calcule hasta la unidad mas cerdana en pies, la
longitud de la sombra proyectada por: (a) un asta de 15 pies; (b) un edificio de 70 pies de alto. (8.8)

Una luz en C se proyecta verticalmente hasta una nube B. Un observador en A, a una distancia horizontal de G
de 1 000 pies determina el angulo de elevacién de B. Calcule |a altura de la nube, hasta la unidad mas cercana
en pies, si mL_A = 37°. (8.8)

Un faro construido al nivel del mar tiene 180 pies de alto (Fig. 8-21). Desde su cima, el angulo de depresion de
una boya mide 24°.
Calcule hasta la unidad mds cercana en pies, la distancia de la boya a la base del faro. (8.8)

180&

4

Fig. 8-21
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25.  Un observador en la cima de un monte a 300 pies sobre el nivel de un lago, divisa dos barcos directamente en
linea. Calcule, hasta la unidad mas cercana en pies, la distancia entre los barcos si los angulos de depresion deter-
minados por el observador son: (a) 20° y 15°; (b) 35° y 24°; (¢) 9° y 6°. (8.10)

26. En lafigura 822, mLA = 43°, mL_BDC = 54°, m/_C = 90° y DC = 170 pies. (a) Calcule la longitud de BC:
(b) del resultado del inciso (a) calcule la longitud de AB. (8.10)

ﬂg
AT c

Fig. 8-22

27. En lafigura 823, m/_B = 90°, mL_ACB = 58°, m[_D = 23° y BC = 60 pies. (a) Calcule la longitud de AB:
(b) del resultado del inciso (a) calcule la longitud de CD. (8.10)

B C D
Fig. 8-23

28. Desde un punto externo P se dibujan las tangentes Fﬁyﬁ'—é aun circulo. m{_APB = 40° y PA = 25. (a) Calcule.
hasta la décima mas cercana, el radio del circulo. (b) Calcule, hasta la unidad mas cercana, la longitud del arcc

menor 2@




Areas

9.1 AREA DE UN RECTANGULO Y DE UN CUADRADO

Una unidad cuadrada es la superficie encerrada por un cuadrado cuyo lado es 1 unidad (Fig. 9-1).

El area de una superficie cerrada, tal como la de un poligono, es el nimero de unidades cuadradas contenidas
en su superficie. Como un rectangulo con 5 unidades de largo y 4 unidades de ancho se puede dividir en 20 unidades
cuadradas, su area es de 20 unidades cuadradas (Fig. 9-2).

El drea de un rectangulo es igual al producto de la longitud de su base y la longitud de su altura (Fig. 8-3). Asi,
sib = B pulgadas y h = 3 pulgadas, entonces A = 24 puig®

El drea de un cuadrado es igual al cuadrado de la longitud de un lado. (Fig. 9-4). Sis = 6, entonces A = 5% =
36.

Se deduce que el area de un cuadrado también es igual a la mitad del cuadrado de la longitud de su diagonal.
Como A = s?ys = d\N2,A = }d2

Notese que, en ocasiones, se utiliza la letra A para ambos; el vértice de una figura y su drea. No se tendra dificultad
en determinar a cual se refiere.

a g
o - 4 ’ .
. b Cuadrado: A = s?
e * Rectangulo: A = bh A1
Fig. 9-1 Fig. 9-2 Fig. 8-3 Fig. 9-4

PROBLEMAS RESUELTOS

9.1 ARea DE UN RECTANGULO
(a) Calcule el area de un rectangulo, si su base tiene longitud 15 y el perimetro es 50.
(b) Determine el area de un rectangulo, si su altura tiene longitud- 10 y la diagonal tiene longitud 26.
(¢) Calcule las longitudes de la base y altura de un rectangulo, si su area es 70 y su perimetro es 34,

Soluciones
Véase figura 9-5.

(8) Aqui,p =50yb =15 Comop = 2b + 2h, se tiene 50 = 2(15) + 2h, asi h = 10.
Por lo que A = bh = 15(10) = 150.

(b) Aqui,d =26yh

= 10. En el A rectéangulo ACD, d? = b? + h? de modo que 26° = b* + 10f0 b = 24
Porlo que A = bh =

24(10) = 240.
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B 61
d [
A b D
Fig. 9-5
(¢) Aqui,A=70yp = 34 Comop = 2b + 2h, se tiene 34 = 2(b + h)6 h = 17 — b. Como A = bh, se
tiene 70 = b(17 — b), asi, b — 17b + 70 = 0y b = 7 6710. Entonces, como h = 17 — b, se obtiene h
=10067.

Resp. 10y 7, 6 7 y 10.

9.2  AREA DE UN CUADRADO

(8) Encuentre el drea de un cuadrado cuyo perimetro es 30.

(b) Calcule el area de un cuadrado si el radio del circulo circunscrito es 10.
(c) Determine el lado y el perimetro de un cuadrado cuya 4rea es 20.

(d) Calcule el nimero de pulgadas cuadradas en un pie cuadrado.
Soluciones

(@ Comop = 4s = 30 en la figura 9-6(a), s = 7. Entonces A

s = (7 = 563
1% = J20p = 200.

I

(b) Como r = 10 en la figura 9-6(b), d = 2r = 20. Entonces A
(¢) Enlafigura 9-6(a), A = s = 20; por lo que s = 2V 5. Entonces el perimetro = 45 = 8J5.

(d) A = s% Como 1 pie = 12 pulgadas, 1 pie® = 1 pie x 1 pie = 12 pulgadas x 12 pulgadas = 144 pulga-

das?

B Y A B
d

4 70
r

A 8 D D c

(a) ()
Fig. 9-6

9.2 AREA DE UN PARALELOGRAMO

El drea de un paralelogramo es igual al producto de la longitud de un lado y Ia longitud de la altura sobre el mismo
lado. (Se da una demostracién de este teorema en el capitulo 16.) Entonces, en el [J ABCD (Fig. 9-7), sib = 10y
h = 2.7, entonces A = 10(2.7). = 27.

El drea de un paralelogramo es igual al producto de las longitudes de dos lados adyacentes y el seno del dngulo
entre ellos. En el ADEC, h = a sen C; por lo que A = bh = ab sen C.
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D A
a h
c
TSI
Paralelogramo: A = bh
A =absenC
Fig. 9-7

PROBLEMAS RESUELTOS

9.3  AREA DE UN PARALELOGRAMO

(a) Calcule el area de un paralelogramo si los lados de longitud 20 y 10 incluyen un angulo que mide 59°.
(Redondee la respuesta al entero mas préximo).

(b) Determine el area de un paralelogramo si el area esta representada por x* + 4, la longitud de un lado por
X + 4,y la longitud de la altura sobre este lado por x — 3.

(¢) Enun paralelogramo, calcule la longitud de la altura si el rea es 54 y la razédn de la altura a la base es 2:3.

Soluciones
Véase figura 9-7

(a) = 20,a = 10, ML_C = 59°, Entonces A = ab sen C = (10)(20) sen 59° = 200(0.8572) = 171.44.

si, A = 171, to the nearest integer.

b
A

b) A=x*—-4,b =x—3.ComoA =bh,x*—4 =(x +4)(x—-3ox2—4=x* + x—12yx = 8.
Por lo que 64 — 4 = 60.

{c) Seah = 2x,b = 3x. Entonces A = bh 0 54 = (3x)(2x) = 6x%, asi9 = x2yx = 3.

=2x = 2(3) = 6.

9.2 AREA DE UN TRIANGULO

El darea de un triangulo es igual a la mitad del producto de la longitud de un lado y la longitud de la altura sobre este
lado. (Este teorema se demuestra en el Capitulo 16.)

El drea de un tridngulo es igual a la mitad del producto de las longitudes de dos lados adyacentes y el seno del
angulo que incluyen. Asisia = 25, b = 4, y sen C = 0.28 en la figura 9-8, entonces A = }25)(4)(0.28) = 14.

PROBLEMAS RESUELTOS

9.4 Area pE uN TRIANGULO

Calcule, redondeando al entero mas proximo, las dreas de los tridngulos en la figura 9-9, donde (a) dos lados ad-
yacentes de longitudes 15 y 8 incluyen un angulo de 150°; (b) dos lados adyacentes de longitudes 16 y 5 incluyen un
angulo de 53°.



198 GEOMETRIA PLANA # 9

B \
< h
C b A
Tridngulo: A = 1bh
A =labsenC
Fig. 9-8
B
a=5
53°
c b=16 A
(@) (&)
Fig. 9-9

Soluciones

(@ Aqui,b = 15ya = 8. Como M[_BCA = 150°, M[_BCD = 180° — 150° = 30°.
En el ABCD, h esta opuesta al [ BCD; por lo que h = ja = 4. Entonces, A = bh = }15)(4) = 30.

(b) Agui,a = 56,b = 16,y ML C = 53°. Entonces, A = lab sen C = }(5)(16) sen 53° = 40(0.7986) = 32.

9.5 FORMULAS PARA EL AREA DE UN TRIANGULO EQUILATERO
Derive la formula para el drea de un triangulo equilatero (a) cuyo lado tiene longitud s; (b) cuya altura tiene lon-
gitud h. :

-

Soluciones

Véase figura 8-10.

2 h 8\
¥ b
Triangulo equilatero:

A = 1s%/3
A = 1h¥3

Fig. 9-10

e

(@) Aqui, A = lbh,donde b = syh® = 52— (s = 3526 h = Jsv'3.
Entonces. A = 1bh = sl sV 3) = 1s%/ 3.
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2h

(b) Aqui, A = }bh,donde b = syh = 1sv/3 &'s = 73

= Bh=lgh = H2l) _
Entonces, A = 1bh = Ish = 3173

9.6 ARea DEUN TRIANGULO EQUILATERO

= 13,

198

En la figura 9-11, calcule el drea de (a) un triangulo equilatero cuyo perimetro es 24; (b) un rombo en el sual

la diagonal menor tiene longitud 12 y un angulo mide 60°; (¢) un hexagono regular con un lado de longitud 6.

Soluciones

() Comop = 3s = 24, s = 8. Entonces A = 1523 = (64N 3

(&)
Fig. 9-11

(b) Comoml A = 60°, AABD es equildteroy s = d = 12. El area del rombo es dos veces &l drea del AABD.

Por lo que A = 2(}s%/3) = 20)(14413

= 72V 3.

(¢)  Un lado s de un hexagono inscrito produce un angulo central que mide Y(3609) = 60°. Entonces, como

OA = OB = radio R del circulo circunscrito, mL_OAB = m/_OBA
Area del hexagono = 6 (4rea de AAOB) = 6(1s™/ 3) = B())(36V 3) -

9.4 AREA DE UN TRAPEZOIDE

60°. Asi AAOB es equilatero.

El drea de un trapezoide es igual a la mitad del producto de la longitud de su altura ¥ 1a suma de las longifudes de
sus bases. (Esle teorema se demuestra en el capitulo 16) Asi, sih = 20,b = 27, y b’ & 23 en la figura 9-12. entonces

A = }20)(27 + 28) = 500.

El drea de un trapezoide es igual al producto de ias longitudes de su altura y su mediana. Como A = shb + b))

ym = 4b + b), A= hm.

A L

.

AN

b

Trapezoide: A = ;h(b + b')

A = hm

Fig. 9-12
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PROBLEMAS RESUELTOS
9.7 AREA DE UN TRAPEZOIDE
(a) Calcule el area de un trapezoide si las bases tienen longitudes 7.3y 2.7 y la altura tiene longitud 3.8.

() Encuentre el area de un trapezoide isdsceles si las bases tienen longitudes 22 y 10 y los lados tienen
longitud 10.
)

(c) Caleule las bases de un trapezoide isésceles si el area es 521/ 3, la altura tiene longitud 43 y cada lado
tiene longitud 8.

Soluciones
Véase figura 9-13.

Fig. 9-13

WL e b LT

(8 Aqui,b = 7.3,b =27, h = 3.8. Entonces, A = jh(b + b) = }3.8)(7.3 + 27) = 19,

() Aqui,b = 22, b = 10, AB = 10. Ademas EF

= b’ = 10 y AE = Y22 — 10) = 6.
En el ABEA, h* = 10— 62 = 64 por lo que h = 8.

ntonces, A = (b + b') = ¥8)22 + 10) = 128.

(©) AE = v(ABE—h® = <64 — 48. Ademds, FD = AE = 4,yb’ = b—(AE + FD) = b — 8.
Entonces, A Jh(b + b’) = th(2b — 8) 0 52+ 3 = ¥4/ 3)(2b — 8), de donde 26 = 2b —8 0o b = 17. Enton-
ces,b' =b—-8=17—-8 = 9.

9.5 AREA DE UN ROMBO

El 4rea de un rombo es igual a la mitad del producto de las longitudes de sus diagonales. Como cada diagonal es me-

diatriz de la otra, el area del triangulo 1 en la figura 9-14 es }id)(3d’) = idd’. De manera que el rombo, que esta forma-
do por cuatro tridngulos congruentes con el Al, tiene un érea de 4(3dd’) o ydd'.
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PROBLEMAS RESUELTOS

9.8

5.6

ARea DE UN Romso
(a) Calcule el area de un rombo si una diagonal tiene longitud 30 y un lado tiene longitud 17.

(b) Determine la longitud de una diagonal de un rombo si la otra diagonal tiene longitud 8 y el area del rombo
es 52,

Soluciones

Véase figura 9-15

Fig. 9-15

(@ En el A rectangulo AEB, 52 = (}d)? + (Jd')? 6 172 = ({d)* + 15°. Entonces, }d = 8 yd = 16. Por lo que
A = 3dd" = 3(16)(30) = 240.

(b) Setiened =8y A = 52. Entonces A = }dd" 6 52 = J(d)8) yd = 13,

POLIGONOS DEL MISMO TAMANO O FORMA

La figura 9-16 muestra lo que se quiere decir cuando se expresa que dos poligonos son de drea igual, o que son simila-
e85 0 congruentes.

Poligonos iguales Poligonos similares Poligonos congruentes

[l

B e

Los poligonos del mismo Los poligonos similares Los poligonos congruentes
tamafio tienen la tienen la misma forma tienen el mismo tamario
misma area y la misma forma

Fig. 9-16

mINCIPIO 1:  dos paralelogramos tienen dreas iguales si tienen bases y alturas congruentes.

Los dos paralelogramos que se muestran en la figura 9-17 son iguales.
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A,

9 9 D

[

Fig. 9-17 Fig. 9-18

PrinciPio 2:  los tridngulos tienen drea igual si tienen bases y alturas congruentes.
En la figura 9-18, el drea del ACAB es igual al area del ACAD.

PriNciPlo 3:  una mediana divide a un tridngulo en dos tridngulos de dreas iguales.
De esta manera, en la figura 9-19, donde BM es una mediana, el area del AAMB es igual al area del ABMC ya

que tienen bases congruentes (AM = MC) y altura comin BD.

B 27 . S
M
A M-D G A C

Fig. 9-19 Fig. 9-20
PRINCIFIO 4:  dos tridngulos son iguales en drea si tienen una base en comun y sus vértices estdn sobre una linea

paralela a la base.
* £n la figura 9-20, el rea del AABC es igual al area del AADC.

PROBLEMAS RESUELTOS

9.9 ResoLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE AREAS IGUALES

Dado: el trapezoide ABCD (BC || AD) ‘ B C
Diagonales AC v BD
Demuéstrese: Area (AAEB) = area (ADEC)

Plan: Utilice el principio 4 para obtener )
drea (AABD) = area (AACD).
En seguida, utilice el postulado de sustraccion. A D
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1. BC || AD 1. Dado
2. Area (AABD) = area (AACD) 2. Dos triangulos tienen igual area si tienen una base
comun y sus vértices estan sobre una linea paralela
- a su base.
3. Area (AAED) = area (AAED) 3. Postulado de identidad
4, Area (AAED) = area (ADEC) 4, Postulado de sustraccion
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9.10  RESOLUCION DE UN PROBLEMA SoBRE AREAS IGUALES EXPRESADO EN PALABRAS

Demuestre que si M es el punto medio de la diagonal AC en un cuadrilatero ABCD, y se trazan BM y DM, en-
tonces el drea del cuadrilatero ABMD es igual al area del cuadrilatero CBMD.

Soluciéon

Dado: cuadrilatero ABCD N C
M punto medio de la diagonal AC B
Demuéstrese: El drea del cuadrilatero ABMD
es igual al area del
cuadrilatero CBMD.
Plan: utilice el principio 3 para obtener dos pares A D
de tridngulos que son iguales en area.
En sequida utilice el postulado de adicion.

DEMOSTRACION:

Proposiciones Argumentos

1. M es el punto medio de AC. 1. Dado

2. BM es una mediana del AACB. 2. Una linea desde el vértice de un triangulo al punto
; medio del lado opuesto es una mediana.

3. Area (AAMB) = area (ABMC). 3. Una mediana divide a un triangulo en dos
Area (AAMD) = &rea (ADMC) triangulos de la misma area.

4. El area de cuadrilatero ABMD es igual al drea del 4. Si iguales se suman a iguales, los resultados son
cuadrilatero CBMD. iguales

9.7 COMPARANDO AREAS DE POLIGONOS SIMILARES

Las dreas de poligonos similares son entre si como los cuadrados de cualquiera de sus dos segmentos correspon-
dientes. ¥

Asi, si el AABC ~ AA'B'C' y el 4rea del AABC es 25 veces el area del AA'B'C’, entonces |a razon de las longitudes
de cualquiera de los lados correspondientes, medianas, alturas, radios de circulos inscritos o circunscritos y otros,
es de 5:1.

PROBLEMAS RESUELTOS

9.11 RAZzONES DE AREAS Y SEGMENTOS DE TRIANGULOS SIMILARES

Calcule |a razén de las areas de dos tridangulos similares (a) si la razén de las longitudes de dos lados correspondientes
es de 3 : 5; (b) si sus perimetros son de 12 y 7. Calcule la razén de las longitudes de un par de (c) lados correspondien-
tes si la razon de las areas es de 4 : 9; (d) medianas correspondientes si las areas son 250 y 10.

Soluciones

A sk BT S SE-TAP 4L 2
(@) Ez(s'J'lﬁ)_zs © (E)‘F‘gds‘a
. A _(pP _ [12¢ 144 myP _ A _ 250 ,m _
®) F'LT)‘(?)“@ (@ {m) Ty
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PROPORCIONES DERIVADAS DE POLIGONOS SIMILARES

(@) Las areas de dos poligonos similares son 80 y 5. 8i un lado del poligono menor tiene longitud 2, calcule
la longitud del lado correspondiente en el poligono mayor.

(b) Las diagonales correspondientes de dos poligonos similares tienen longitud 4 y 5. Si el 4rea del poligone
mayor es 75, calcule el area del poligono menor.

Soluciones
52 A s? 80 s
(a) (-S—) = asi 5] =F= 16. Entonces§ =4ys = 8.

A _[df A _ (4 T
(b) A -(F),aSi%— (5).EntuncesA = ?5(25) = 48.

Problemas complementarios

Calcule el 4rea de un rectangulo (9.1)
(@)  Sila base tiene longitud 11 pulgadas y la altura tiene longitud 9 pulgadas.

(b)  Sila base tiene longitud 2 pies y la‘altura tiene longitud 1 pie 6 pulgadas.

(¢)  Sila base tiene longitud 25 y el perimetro es 90,

(d)  Sila base tiene longitud 15 y la diagonal tiene longitud 17.

(¢)  Si la diagonal tiene longitud 12 y el angulo entre la diagonal y la base mide 60°.

(f)  Si la diagonal tiene longitud 20 y el angulo entre la diagonal y la base mide 30°.

(g)  Si la diagonal tiene longitud 25 y las longitudes de los lados estan en la razén de 3:4.

(h)  Si el perimetro es 50 y las longitudes de los lados estan en la razén de 2:3.

Calcule el area de un rectangulo inscrito en un circulo (9.1)
(@)  Si el radio del circulo es 5 y la base tiene longitud 6.

(b)  Si el radio del circulo es 15 y la altura tiene longitud 24.

(¢)  Si el radio y la altura tienen ambos longitud 5.

(d)  Si el didmetro tiene longitud 26 y la base y la altura estan en la razén de 5:12.

Calcule la base y la altura de un rectangulo (8.1)

(@)  Sisu érea es 28 y la base tiene una longitud de 3 mas que la altura.
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(b) Sisudreaes 72 y la base es el doble de la altura.

(¢) Sisu area es 54 y la razon de la base con la altura es de 3:2.

(d) Sisuéareaes 12 y el perimetro es 16.

(e) Sisu area es 70 y la base y la altura estan representadas por 2x y x + 2.
(f)  Sisu drea es 160 y la base y altura estan representadas por 3x — 4 y x.

Calcule el area de (a) una yarda cuadrada en pulgadas cuadradas; (b) una bara cuadrada en yardas cuadradas
(1 bara = 51 yardas); (c) un metro cuadrado en decimetros cuadrados (1 m = 10 dm). (9.2)

Calcule el area de un cuadrado si (@) un lado tiene longitud 15; (b) un lado tiene longitud 3; (c) un lado tiene
longitud 1.8; (d) un lado tiene longitud 8a; () el perimetro es 44; (f) el perimetro es 10; (g) el perimetro es 12b;
(h) la diagonal tiene longitud 8; (i) la diagonal tiene longitud 9; (/) la diagonal tiene longitud 8V 2 (9.2)

Encuentre el &rea de un cuadrado si (a) el radio del circulo circunscrito es 8; (b) el diametro del circulo circunscrito
es 12; (c) el diametro del circulo circunscrito es 10V 2 (d) el radio del circulo inscrito es 33; (e) el diametro del
circulo inscrito es 20. (9.2)

Si un piso tiene 20 m de largo y 80 m de ancho, ;cuantas losetas son necesarias para cubrirlo si (a) cada
loseta mide 1 m2 (b) cada loseta es un cuadrado de 2 m por lado; (c) cada loseta es un cuadrado de 4 m
por lado? (9.2)

Si el 4area de un cuadrado es 81, calcule la longitud de (a) su lado; (b) su perimetro; (c) su diagonal; (d) el radio
del circulo inscrito; (e) el radio del circulo circunscrito. (9.2)
() Determine la longitud del lado de un cuadrado cuya area es 6; (9.2)
(b) Calcule el perimetro de un cuadrado cuya area es 169.

(¢)  Encuentre la longitud de la diagonal de un cuadrado cuya area es 50.

(d) Calcule la longitud de la diagonal de un cuadrado cuya érea es 25.

(e). Determine el radio del circulo inscrito en un cuadrado cuya area es 144.

(f)  Calcule el radio del circulo circunscrito en un cuadrado cuya area es 32.

Calcule el 4rea de un paralelogramo si la base y la altura tienen longitudes, respectivamente, de (a) 3 pies y
51 pies; (b) 4 pies y 1 pie 6 pulgadas; (¢) 20 y 3.5; (d)1.8my 09 m. (9.3)

Calcule el area de un paralelogramo si la base y la altura tienen longitudes, respectivamente, de (a) 3x v X; (b}
X+3yx;(O)x—5yx + 5 (d4x +1y3x + 2 (9.3)

Determine el 4rea de un paralelogramo si dos lados ‘adyacentes tienen longitudes de (a) 15y 20 e incluyen un
angulo que mide 30°; (b) 9y 12 e incluyen un angulo que mide 45°; (c) 14 y 8 e incluyen un angulo que mide 60°;
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(d) 10y 12 e incluyen un angulo que mide 150°: (e) 6y 4 e incluyen un angulo que mide 28°; (f) 9y 10 e incluyen
un angulo que mide 38°,

Calcule el area de un paralelogramo si (9.3
(a)  El area esta representada por x2, la base por x + 3,y la altura por x — 2.

(b)  El drea est4 representada por x2 — 10, la base por x, y la altura por x — 2.

(c)  El area esta representada por 2x? — 34, la base porx + 3,y la altura por x — 3.

En un paralelogramo, encuentre (9.3}

(@) La base si el area es 40 y la altura tiene longitud 15.

()  La longitud de Ia altura si el 4rea es 22 y la base tiene longitud 1.1.

(c) La longitud de la base si el drea es 27 y |la base es tres veces la altura.

(@) La longitud de Ia altura si el 4rea es 21 y la base tiene longitud cuatro mas que la altura,

(¢) Labase siel drea es 90 y la razon de la base a la altura es de 5:2.

(f)  Lalongitud de la altura sobre un lado de longitud 20 si la altura sobre un lado de longitud 15 es 16.

(g) La longitud de la base si el area es 48, la base esta representada por x + 3, y la altura por x + 1.

(h)  Lalongitud de la base si el 4rea esta representada por x* + 17, la base por 2x — 3, y la altura por x + 1

Calcule el 4rea de un triangulo si las longitudes de la base y altura son, respectivamente, (a) 6 pulgadas y 32 pul-

gadas; (b) 1 yarda y 2 pies; (c) 8y x — 7; (d) Bxy dx; (e) d4x y x + 9; (f) x + dyx—4,(g2x—6Byx + 3.
(9.4)

Encuentre el area de un triangulo si dos lados adyacentes tienen longitudes de (a) 8 y 5 e incluyen un angulo

que mide 30°; (b) 5y 4 e incluyen un angulo que mide 45°; (c) 8 y 12 e incluyen un angulo que mide 60°; (d)

25 y 10 e incluyen un éngulo que mide 150°; (8) 20y 5 e incluyen un dngulo que mide 36°; () 16 y 9 e incluyen
un angulo que mide 140°. (9.4)

Determine el 4rea de un tridngulo rectangulo si (a) los catetos tienen longitudes 5y 6; (b) los catetos son iguales
y la hipotenusa es 16; (c) el cateto opuesto al angulo de 30° es 6; (d) un angulo agudo mide 60° v la hipotenusa
es 8; (e) sus lados son 6, 8, y 10; (f) la altura sobre la hipotenusa corta segmentos de 2 y 8. (9.4)
Calcule el area de (9.4}
(@  Un triangulo si dos lados tienen longitudes 13 y 15 y la altura sobre el tercer lado tiene longitud 12.
(b)  Un triangulo cuyos lados tienen longitudes 10, 10, y 16.

(¢)  Un triangulo cuyos lados tienen longitudes 5, 12, y 13.

(d)  Un tridngulo isdsceles cuya base tiene longitud 30 y cuyos lados tienen longitud 17,
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(6)  Un triangulo isdsceles cuya base tiene longitud 20 y cuyo angulo en el vertice mide 68°.
(f) Un triangulo isosceles cuya base tiene longitud 30 y cuyos angulos de la base miden 62°.

(g)  Un triangulo inscrito en un circulo de radio 4 si un lado es un diametro y otro lado forma un angulo de 30°
con el diametro.

(h)  Un triangulo resultado del corte de una linea paralela a la base de un tridngulo si la base y altura del trian-
gulo mayor tienen longitudes 10 y 5, respectivamente, y la linea paralela a la base es 6.
Determine la altura de un triangulo si (9.4)

(a)  Subase tiene longitud 10 y el tridngulo es igual en area a un paralelogramo cuya base y altura tiene longitu-
des 15y 8.

(b)  Su base tiene longitud 8 y el tridngulo es igual en area a un cuadrado cuya diagonal tiene longitud 4.

()  Su base tiene longitud 12 y el triangulo es igual en area a ofro triangulo cuyos lados tienen longitudes 6,
8y 10.

En un triangulo, calcule la longitud de (9.4)

(a8 Un lado si el 4rea es 40 y la altura sobre este lado tiene longitud 10.

(b)  Una altura si el area es 25 y el lado sobre el cual se traza la altura tiene longitud 5.

(¢) Un lado si el area es 24 y el lado tiene longitud 2 mas que la altura.

(d) Un lado si el drea es 108 y el lado y su altura estan en la razon de 3:2.

(¢) La altura sobre un lado de longitud 20, si los lados del tridngulo tienen longitudes 12, 16 y 20.

(f)  La altura sobre un lado de longitud 12 si otro lado y su altura tienen longitudes 10y 15.

(9)  Un lado representado por 4x si la altura sobre este lado esta representada por X + 7 y el area es 60.

(h)  Un lado si el 4rea esta representada por x* = 55, el lado por 2x — 2, y su altura por x — 5.

Determine el area de un triangulo equilatero si (@) un lado tiene longitud 10; (b) el perimetro es 38; (¢) una altura

tiene longitud 6; (d) una altura tiene longitud 5v3; (€) un lado tiene longitud 2b; (f) el perimetro es 12x; (g) una
altura tiene longitud 3r. (9.8)

Calcule el area de un rombo que tiene un angulo de 60° si (a) un lado tiene longitud 2; (b) la diagonal menor

tiene longitud 7; (c) la diagonal mayor tiene longitud 12; (d) la diagonal mayor tiene longitud 6v3. (5.6)

Encuentre el area de un hexagono regular si (a) un lado es 4; (b) el radio del circule circunscrito es 6; (c) el diame-
tro del circulo circunserito es 20, (9.6)

Determine el lado de un tridngulo equilatero cuya area es igual (9.6)

(a) Lasuma de las dreas de dos triangulos equilateros cuyos lados tienen longitudes 9y 12.
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(b) La diferencia de las dreas de dos triangulos equilateros cuyos lados tienen longitudes 17 y 15.
(c) El area de un trapezoide cuyas bases tienen longitudes 6 y 2 y cuya altura tiene longitud 9v3.

(d)  Dos veces el area de un tridngulo rectangulo que tiene una hipotenusa de longitud 5 y un angulo aguds

gue mide 30°.
Calcule el 4rea del trapezoide ABCD en la figura 9-21 si: (8.7
@ b=250b =95 yh=7 (d) AB =12, mLA = 45°, b =13,yb' =7
b) m=10yh = 6.9 &) AB =10, mLA =70%yb + b =20
() AB =130, mLA =30°b=24,yb =6
B b’ C B b’ (9

3 \
[ D ] 1
A E y | A| E F 1D
i I~ . |
Fig. 9-21 Fig. 8-22

Calcule el area del trapezoide isdsceles en la figura 9-22 si: (8.7
(@ b =17,1=10,yh =686 @ b=201=8ymL_A = 60°
b) b=22b =12,y =13 - () b =40,b" =20, ym[ A = 28°

() b =16,b"

1]

10,y mLA = 45°
(a8)  Determine la longitud de la altura de un trapezoide si'las bases tienen longitudes 13 y 7 y el area es 40
(A

(b)  Calcule la longitud de la altura de un trapezoide si la suma de las longitudes de las bases es el doble d=
la longitud de la altura y el drea es 49.

(c) Encuentre la suma de las longitudes de las bases y la mediana de un trapeziode si el area es 63 y la alturz
tiene longitud 7.

(d) Determine las longitudes de las bases de un trapezoide si la base superior tiene longitud 3 menos que k=
base inferior, la altura tiene longitud 4 y el 4rea es 30.

(e)  Calcule las longitudes de las bases de un trapezoide si la base inferior tiene longitud el doble de la bass
superior, la altura tiene longitud 6, y el drea es 45.

En un trapezoide isésceles: (125

(@)  Encuentre las longitudes de las bases si cada lado tiene longitud 5, la altura tiene longitud 3, y el 4rez
es 39.
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Encuentre las longitudes de las bases si la altura tiene longitud 5, cada angulo de la base mide 45°, y el
area es 90°.

Calcule las longitudes de las bases si el area es 42+ 3, la altura tiene longitud 3v' 3, y cada angulo de la
base mide 60°.

Encuentre la longitud de cada lado si las bases tienen longitudes 24 y 32 y el area es 84.

Determine la longitud de cada lado si el drea es 300, la mediana tiene longitud 25, y la base menor tiene
longitud 30.

Calcule el 4rea de un rombo si (9.8)

(@)
(b)
©
(@)
@)
()
@
(h)
()

)

Las diagonales tiene longitudes 8 y 9.

Las diagonales tienen longitudes 11y 7.

Las diagonales tienen longitudes 4 y 6v3.

Las diagonales tienen longitudes 3x y 8x.

Una diagonal tiene longitud 10 y un lado tiene longitud 13.

El perimetro es 40 y una diagonal tiene longitud 12.

El lado tiene longitud 6 y un angulo mide 30°.

El perimetro es 28 y un angulo mide 45°.

El perimetro es 32 y la longitud de la diagonal menor es igual a la de un lado.

Un lado tiene longitud 14 y un angulo mide 120°.

Calcule el drea de un rombo redondeando al entero mas proximo si (a) el lado tiene longitud 30 y un éngulo mide
55°; (b) el perimetro es 20 y un angulo mide 33°; (¢) el lado tiene longitud 10 y un angulo mide 130°. (9.8)

En un rombo, calcule la longitud de: (9.8)

(@)
(b)
(c)
(@)
(e)

Una diagonal si la otra diagonal tiene longitud 7 y el area es 35.
Las diagonales si su razdn es de 4:3 y el drea es 54.

Las diagonales si la mayor es el doble de la menor y el drea es 100.
El lado si el 4rea es 24 y una diagonal tiene longitud 6.

El lado si el 4rea es 6 y una diagonal tiene longitud 4 mas que la otra.

Un rombo es igual a un trapezoide cuya base inferior tiene longitud 26 y cuyos otros tres lados tienen longitud
10. Calcule la longitud de la altura del rombo si su perimetro es 36. (S.8)
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33. Demuestre lo que se pide en la figura 9-23. (9.9)
{a) Dado: AABC A
DB = 14AB
EC = AC

Demuéstrese: Area (ADFB)
= drea (AFEC)

(b) Dado: Trapezoide ABCD

Extendiendo AB y CD
se encuentran en E

Demuéstrese: (Area AECA)
= area (AEBD)

Fig. 9-23
t 34. Demuestre lo que se pide 2n la figura 9-24. (9.9)
4
E (a) Dado: [JABCD _ i AR
' E es el punto medio de CD
Demuéstrese: Area (LJABCD) E
= area (trapezoide BFGA)

;: A D G

: (b Dado: [JABCD B c
h BE y OF L AF.
‘| Demuéstrese: BCFE es un rectangulo
| y es igual al area del [JABCD.
[J A E D F
i
I
l Fig. 9-24
I 35. Demuestre cada uno de los siguientes enunciados: (9.10)

(a) Una mediana divide a un triangulo en dos triangulos que tienen areas iguales.

: (b)  Dos triangulos son iguales en area si tienen una base comun y sus vertices estan sobre una linea paralela
| a su base.

(c) En un tridngulo, si se trazan lineas desde un vértice a los puntos que trisectan el lado opuesto, el arez
del triangulo es trisectada.

(d)  En el trapezoide ABCD, la base AD es el doble de la base BC. Si M es el punto medio de AD, entonces
ABCM y BCDM son paralelogramos iguales en area.

36. (a) Enel AABC, E es un punto sobre BM, la medianasobre AC Demuestre que el 4rea (ABEA) = area (ABEC).
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()  En el triangulo AABC, Q es un punto sobre BC, M es el punto medio de AB, y P es el punto medio de AC.
Demuestre que el area (ABQM) + drea (APQC) = 4rea (cuadrilatero APQM).

(¢)  En el cuadrilatero ABCD, la diagonal AC bisecta a la diagonal BD. Demuestre que el drea (AABC) = area
(AACD).

(d) Demuestre que las diagonales de un paralelogramo dividen al paralelogramo en cuatro triangulos que son
iguales en area. (9.10)

Calcule la razon de las areas de dos triangulos similares si la razén de dos lados correspondientes es de (a) 1:7;
(b) 7:2; (¢) 1V 3; (d) a:5a; () 9:x; (F) 3:v x: (g) s:8V2. (9.11)

Calcule la razén de las areas de dos triangulos similares (9.11)
(a)  Silarazén de las longitudes de dos medianas correspondientes es de 7:10.

{b) Si la longitud de una altura del primero es dos tercios de la altura correspondiente del segundo.

(c)  Sidos bisectrices correspondientes tienen longitudes 10 y 12.

(d) Silalongitud de cada lado del primero es un tercio de la longitud de cada lado correspondiente del se-
gundo.

(e}  Silos radios de sus circulos circunscritos son 7y 5.

(f)  Si sus perimetros son 30 y 30v2.

Calcule la razén de dos lados correspondientes cualesquiera de dos tridangulos semejantes si la razén de su area
es de (a) 100:1; (b) 1:49; (c) 400:81; (d) 25:121; () 4:¥% (f) 9x%1; (g) 3:4; (h) 1:2; (/) x*5; (j) x:16. (9.11)

En dos tridngulos similares, calcule la razén de las longitudes de (9.11)
(@8 Los lados correspondientes si las dreas son 72 y 50.

(b)  Las correspondientes medianas si la razon de sus dreas es de 9:49.

(¢}  Las alturas correspondientes si las dreas son 18 y 6.

(d) Los perimetros si las areas son 50 y 40.

(e) Los radios de los circulos inscritos si la razén de las dreas es de 1:3.
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Las dreas de dos triangulos similares estdn en la razon de 25:16. Calcule (9.11)_

@
(b)
)
(@)
(e)
(f)
@)

(@)

®)

(e)

(e)

La longitud de un lado del mayor si el lado correspondiente en el menor tiene longitud 80.

La longitud de una mediana del mayor si la mediana correspondiente del menor liene longitud 10.
La longitud de una bisectriz del menor si la bisectriz correspondiente del mayor tiene longitud 15.
El perimetro del menor si el perimetro del mayor es 125,

La circunferencia del circuio inscrito al mayor si la circunferencia inscrita al menor es 84.

El diametro del circulo circunscrito al menor si el diametro del circulo circunscrito al mayor es 22,5

La longitud de una altura si la altura correspondiente de menor tiene longitud 16V3.

Las areas de dos triangulos similares son 36 y 25. Si una mediana del triangulo menor tiene longitud 10,
calcule la longitud de la mediana correspondiente del mayor. (9.12)

Las alturas correspondientes de dos triangulos similares tienen longitudes 3 y 4. Si el area del tridngulo
mayor es 112, calcule el area del menor.

Dos poligonos similares tienen perimetros de 32 y 24. Si el drea del menor es 27, calcule el area delmayor.

Las 4reas de dos pentagonos similares son 88 y 22. Si una diagonal del mayor tiene longitud 5, calcule
la longitud de la diagonal correspondiente del menor.

En dos poligonos similares, la razén de las longitudes de dos lados correspondientes es de V3. Siel
area del menor es 15, calcule el area del mayor.




Poligonos regulares y el circulo

10.1 POLIGONOS REGULARES

Un poligono regular es poligono equilateral y equiangular.

El centro de un poligono regular es un segmento que une su centro con cualquier vértice. El radio de un poligono
regular también lo es de su circulo circunscrito. (Aqui, al igual que se hizo en el capitulo sobre circulos, se usara la
palabra radio para denotar también al numero que es “‘la longitud del radio”).

Un dngulo central de un poligono regular es un angulo incluido entre dos radios dibujados hacia dos vértices suce-
sivos.

Una apoterna de un poligono regular es un segmento de linea que parte de su centro y es perpendicular a uno
de sus lados. Una apotema también es un radio del circulo inscrito en el poligono .

Asi, para el poligono regular mostrado en la figura 10-1, AB = BC = CD = DE = EAyml_A = mLB =ml C
= m[_D = m/_E. También, su centro es O, OA y OB son sus radios; el /_AOB es un angulo central; OG vy OF son

- apotemas.

Principios sobre poligonos regulares

NCIPIO 1:  sea un poligono regular de n lados, si uno de sus lados tiene longitud s, entonces su perimetro es
p = ns.

INCIPIO 2 un circulo puede circunscribir a cualquier poligono regular.
NCIPIO 3t un circulo puede inscribirse en cualquier poligono regular.
NCIPIO 4: el ceniro de un circulo circunscrito a un poligono regular también es el centro de su circulo inscrito.

cirio 5:  un poligono equildtero inscrito en un circulo es un poligono reguiar.
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PrinciPiO 6:  Jos radios de un poligono regular son congruentes.

PrinNciPlO 7:  wn radio de un poligono regular bisecta al angulo hacia el cual esta dibujado.

Asi, en la figura 10-1, OB bisecta al L_ABC.
PRINCIFIO 8:  Jas apotemas de un poligono regular son congruentes.

PRINCIPIO 9:  una apotema de un poligono regular bisecta al lado hacia el cual es dibujada.
Asi, en la figura 10-1, OF bisecta a CD y OG bisecta a ED.
Principio 10:  para un poligono regular de n lados:

1. Todo angulo central ¢ mide %

S o
2. Todo dngulo interno i mide 21180,

3. Todo angulo externo e mide 36n0°.

Asi, para el pentagono regular ABCDE de la figura 10-2,

mi_AOB = miABS = B9 _ 0" _ 750 oy ppc - (L=2NB0T _ (S 2NB0T _ 44

Fig. 10-2

PROBLEMAS RESUELTOS
10.1 CALcuLO DE MEDIDAS DE LiNEAS Y ANGULOS EN UN PoLiGONO REGULAR

(@) Calcule la longitud s de un pentagono regular si el perimetro p es 35.

(b) Calcule ia apotema a de un pentagono regular si el radio del circulo inscrito es 21.

10}
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(¢) En un poligono regular de cinco lados, calcule las medidas del angulo central ¢, el angulo externo e, y
el angulo interno i.

(d) Siun angulo interno de un poligono regular mide 108°, calcule las medidas de un éngulo externo y el nu-
mero de sus lados.

Fig. 10-3

Soluciones
(@8 p = 35 Dadoquep = 5s, se tiene que 35 = 5sys = 7.
(b) Dado que una apotema r es un radio del circulo inscrito, su longitud es a = 21.

360°  360° 360°

(¢) n =5 Entonces mLc = e 72°% ml e = = 72°;m/[_j = 180° — m[_ e = 108°
[+]
(d) mil_i = 108°. Entonces m/_¢ = 180° —ml j = 72°. Yaque m[_ ¢ = 310 whi= 5

10.2 DEMOSTRACION DE UN PROBLEMA DE PoLicoNos REGULARES FORMULADO EN PALABRAS
Demosirar que el angulo en cualquier vértice de un pentagono regular es trisectado por las diagonales dibujadas
desde ese vértice.

Solucidén

Dados: El pentagono regular ABCDE /A\
Diagonales AC y AD A c

Demuéstrese: AC y AD trisectan a [_A.
Plan: circunscribir un circulo y probar
que los angulos BAC, CAD y DAE

son congruentes. - D
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1. ABCDE es un pentagono regular. 1. Dado
2. Circunscribir un circulo alrededor de ABCDE. 2. Un circulo puede circunscribir cualguier poligono
regular.
3: B,g = CD = DE 3. Un poligono regular es equilatero.
4. BC = CD = DE 4. En un circulo, cuerdas iguales tienen arcos iguales.
5. | BAC=[ CAD = | DAE 5. En un circulo, angulos inscritos con arcos iguales

son congruentes.
6. [_A es trisectado 6. Dividir en tres partes congruentes es trisectar.
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10.2 RELACIONES ENTRE SEGMENTOS EN POLIGONOS REGULARES DE 3, 4 Y 6 LADOS

En el hexagono y cuadrado regulares, al igual que en el triangulo equilatero, se forman triangulos rectos especiales
cuando la apotema r y un radio A, al dibujarse, terminan sobre el mismo lado. En el caso de un cuadrado se obtiene
un triangulo con angulos de 45°-45°-90°, mientras que en los otros dos casos se obtienen triangulos con angulos
de 30°-60°-90°. Las férmulas en la figura 10-4 relacionan los lados y radios de estos poligonos regulares.

Hexagono regular Cuadrado ' Triangulo equilatero
s=R - s = RV2 s=RA3, h=r+AR
r=3AV3 : r=js=LRV2 r=13%h R =2hr=1R

Fig. 10-4

PROBLEMAS RESUELTOS
10.3  ApLicacioN DE RELACIONES ENTRE LiNEAS EN UN HEXAGONO REGULAR
En un hexagono regular: (a) calcule las longitudes del lado y |a apotema si el radio es 12; (b) Encuentre el radic
y la longitud de la apotema si el lado tiene longitud 8.
Soluciones

a) DadoqueR =12,s =R =12, yr = }AV3 = 6vV3.
( q y ]

(b) Dadoques =8 R =5=8yr=1RV3 = 4/3.

o -
10.4 APLICACION DE RELACIONES ENTRE LiNEAS EN UN CUADRADO

En un cuadrado: (a) encuentre las longitudes del lado y la apotema si el radio mide 16; (b) calcular el radio y la
longitud de la apotema si un lado mide 10.

Soluciones
(a) DadogqueR = 16,5 = AV2 = 182, yr =15 = 8/2.
() Dadoques = 10,r =35 =5yR =sh2 = jsv2 = 5/2.

10.5 APLICACION DE RELACIONES ENTRE LiNEAS EN UN TRIANGULO EQUILATERO
; En un triangulo equilatero: (a) calcule las longitudes del radio, apoterna y lado, si la altura mide 6; (b) calcule las
longitudes dei lado, apotema y altura si el radio es 9.
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Soluciones

() Dadoqueh = 6, tenemosquer = 1h = 2R =28 = 4;ys = RV3 = 4V3.

Il
—t

(b) DadoqueR =9,s=RV3 =9/3;r=R=4,yh=2R

10.3 AREA DE UN POLIGONO REGULAR

El drea de un poligono regular es igual a la mitad del producto de su perimetro por la Jongitud de su apotema.

Como se muestra en la figura 10-5, al dibujar los radios que van hasta los vértices de un poligono de n lados y
penmetro p = ns, se le divide en n triangulos, cada uno de 4rea irs. Como el &rea de un poligono regular es n{irs) =
snsr = lpr.

AN FE ' :
Poligono regular
A = lnsr = lpr

Fig. 10-5 '

PROBLEMAS RESUELTOS

10.6 = CALcuLo DEL AREA DE UN POLIGONO REGULAR
() Calcule el area de un hexagono regular si la longitud de su apotema es de 5V 3.

(b)  Calcule el drea de un pentdgono regular hasta el entero mas proximo si la longitud de su apotema es
de 20.

-

Soluciones

(8)  En un hexagono regular, r = }sv/ 3. Dado quer = 5V 3,s = 10y por lo tanto p = 6(10) = 60.
Finalmente, A = lpr = }(60)(5v 3) = 150+ 3.

(b)  En lafigura 10-6, mL_AOE = 360°/5 = 72° y m/_AOF = iml_AOE = 36°. Entonces, tan 36° = }s/20
= 5/40 6 s = 40 tan 36°. Por lo tanto, s = 40 tan 36°.
Finalmente, A = lpr = jnsrpor lo que A = }(5)(40 tan 38°)(20) = 1453,

(’3(5); 60
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10.4 RAZONES DE SEGMENTOS Y DE AREAS DE POLIGONOS REGULARES

PrincIPio 1:  los poligonos regulares con el mismo numero de lados son similares.
PRINCIPIO 2:  los segmentos correspondientes de poligonos regulares con el mismo ndmero de lados son proporciona-
les enire si.
Aqui, la palabra “‘segmenta” incluye lados, perimetros, radios o circunferencias de circulos inscritos o
tos, etcétera.

Principlo 3:  Las dreas de poligonos regulares con el mismo numero de lados estan relacionadoes entre si como los
cuadrados de las longitudes de cualesquiera dos segmentos correspondientes.

PROBLEMAS RESUELTOS

10.7 RazoNEs DE LINEAS ¥ DE ARreas pDE PoLicoNos REGULARES

(a)  Endos poligonos regulares con el mismo numero de lados, calcule la razon de las longitudes de sus apo-
temas si sus perimetros estan en proporcion de 5:3.

(b)  En dos poligonos regulares con el mismo numero de lados, calcule la longitud de uno de los lados del
mas pequefio si las longitudes de sus apotemas son 20 y 50, y un lade del mayor tiene longitud 32.5.

(¢)  En dos poligonos regulares con el mismo numero de lados, calcule la razén entre sus areas si la longitud
entre sus lados esta en proporcion de 1:5.

(d)  En dos poligonos regulares con el mismo ntmero de lados, calcule el area del mas pequefio si sus lados
tienen longitudes de 4 y 12 y el area del mayor es de 10 260.

Soluciones

(@) Por el principio 2, rir' = pip’ = 5:3.

()  Por el principio 2, s:s' = rir'; asi :32.5 = 20:50, entonces s = 13.
3) 4 (1? 1
s 5 :

sif Por lo que—'q— = Ay Finalmente A = 1 140
s’ 10 260 12)° )

25

(c) Por el principio 3, % =

(@)  Por el principio 3, %

It

10.5 CIRCUNFERENCIA Y AREA DE UN CiRCULO

= (pi) s la razén de la circunferencia C de cualquier circuio a su diametro d: esto es = Cld. Por lo tanto:
C=nd6C = 2nr

Los valores aproximados para n son 3.1416 o £. A menos que se diga lo contrario, el valor de = que se usara
aqui para resolver problemas es de 3.14.

Un circulo puede considerarse como un poligono regular con un numero infinito de lados. Si un cuadrado esta
inscrito en un circulo y el nimero de lados es duplicado continuamente (para formar un octdgono, un poligono de
16 lados, etc.), los perimetros de los poligonos resultantes se acercardn cada vez més al valor de la circunferencia def
circulo (Fig. 10-7).
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Circulo: C = 2ar
A = 7r?
Fig. 10-7

De esta manera, para encontrar el area de un circulo se puede usar la formula A = ;pr pero sustituyendo C por
P, asi

A = 1Cr = Yenn)(r) = nr?
Todos los circOios son figuras similares puesto que todos tienen la misma forma. Ya que son figuras similares,

(1) los segmentos correspondientes de circulos son proporcionales entre si, y (2) las areas de dos circulos son entre
si como los cuadrados de sus radios o de sus circunferencias.

PROBLEMAS RESUELTOS

10.8 CALCULO DE LA CIRCUNFERENCIA Y AREA DE UN CiRCULO

En un circulo: (a) calcule su circunferencia y su area si el radio es 6; (b) calcule su area y su radio si la circunferen-
cia es 18x; (c) calcule el radio y la circunferencia si el area es 144n. (Dé la respuesta tanto en muitiplos de = como con
una precisién de hasta el entero mas cercano).

Soluciones

113

(8 r = 6. Entonces C = 2nr = 12r, y A = nr®* = 36n = 36(3.14)
(b) C = 18n. Como C = 2ar, se tiene que 18n = 2nr por lo que r = 9. También A = w? = 81n = 254.

144n. Dado-que A = w2, se tiene que 144n = nr® por lo que r = 12. También C = 2nr = 24n

© A=
= 75.

10.9 CIRCUNFERENCIA Y AREA DE CiRCULOS INSCRITOS Y CIRCUNSCRITOS
Calcule la circunferencia y drea de los circulos inscrito y circunscrito: (a) de un hexagono regular cuyo lado tiene
longitud 8; (b) de un triangulo equiltero cuya altura tiene longitud 9+ 3 (Fig. 10-8).

Soluciones

(@ AquiR =s = 8. Entonces C = 2rR = 16n, y A = nf® = 64n.
También r = AV 3 = 4V 3. Entonces C = 2nr = 8nV/3 yA = nr® = 48n.

(6) Aqui R = 2h = 6V3. Entonces C = 2nR = 123y A = nf® = 108m,

También r = 1h = 3V3. Entonces C = 2mr = 63y A = nr® = 27m.
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Fig. 10-8

10.10  RaAzoNES DE SEGMENTOS Y AREAS EN CiRCULOS

(8) Silas circunferencias de dos circulos estan en proporcion de 2:3, calcule la razén de sus didmetros y
la razén de sus areas,

(b) Silas éreas de dos circulos estan en proporcion de 1:25, calcule la razén de sus diametros y la razon
de las circunferencias.

Soluciones
W el 2o fel 2

Tivs o LB Bt abliho i Bbn

; A _[9FF 1 _ [4f 1L e G el
(6) Dado que 77 = [?]‘E_ (d) por lo que z = o Tamblénc_, =

10.6 LONGITUD DE UN ARCO; AREAS DE UN SECTOR Y DE UN SEGMENTO

Un sector de un circulo es una parte de un circulo acotada por dos radios y su arco interceptado. Asi, en la figura 10-8,
la seccién sombreada del circulo O es el sector QAB.

<’

o
S
A

Fig. 10-9 10-10

Un segmento de un circulo es una parte de un circulo acotada por una cuerda y su arco. Un segmento menor de
un circulo es el mas pequefio de los dos segmentos asi formados. Asi, en la figura 10-10, la seccién sombreada del
circulo Q es el segmento menor ACB.

PriNCiPIO 1 En un circulo de radio r, la longitud | de un arco de medida n® es igual a % de la circunferencia de!

A n i
circulo, esto es | = 3g02" = 180°




10 POLIGONOS REGULARES Y EL CIRCULO 221

PriNciPIO 2:  en un circulo de radio r, el drea K de un sector de medida n® es igual a8 w5 del drea del circulo, esto

2 360
es K = %ﬁfa
Bliitapin. g2 Area de un sector de n® _ Long. de un arco de medidan® _

Area del circulo Circunferencia del circulo 360"

PRiNCIPIO 4: el drea de un segmento menor de un circulo es igual al drea de su sector menos el drea del triangulo
formado por sus radios y la cuerda.

PRINGIPIO 5: 5 Un poligono regular esta inscrito en un circulo, cada segmento cortado por el poligono tiene un drea
igual a la diferencia entre el drea del circulo y el drea del poligono dividida por el nimero de sus lados.

PROBLEMAS RESUELTOS

10.11 LoNGITUD DE UN ARCO
(@) Calcule la longitud de un arco de 36° en un circulo cuya circunferencia es de 45n.

(b) Calcule el radio de un circulo si un arco de 40° tiene una longitud de 4n.

Soluciones

s .| n 36 9
(a) Aquin® = 36°y C = 2nr = 45n. Por lo tanto / = 56_02” = 3_6645“ = 5

o T R L
(b)) Ahcral = 4nyn® = 40° 8i/ = 380

2nr se tiene que 4n = %Enr, por lo que r = 18
10.12  AReA DE UN SECTOR
(a) Calcule el drea K de un sector de 300° de un circulo cuyo radio es 12.
(p)  Calcule la medida del angulo central del sector cuya area es Bm, si el area del circulo es n.
(¢)  Calcule el radio del circulo si un arco de longitud 2n tiene un sector de area 10m.
Soluciones

() n° = 300° yr = 12. Entonces K = zgsn = %14411 - 120m.

Areadel SeGloF & —f-}—, por lo tanto % = BHE por lo que n = 240. Por lo que el angulo central mide
T

by = :
Area del circulo 360

240°,
Longitud de arco _ area del sector 2n 10n
() Circunferencia ~ é&rea del circulo’ v e 10.

10.13  AREA DE UN SEGMENTO DE UN CiRCULO
(@) Calcule el area de un segmento si su angulo central mide 60° y el radio del circulo mide 12.
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(b)  Calcule el area de un segmento si su angulo central mide 90° y el radio del circulo mide 8.
(¢)  Calcule cada segmento formado por un tridngulo equilatero inscrito, si el radio del circulo es de 8.
Soluciones

Véase la Fig. 10-11

(b)
Fig. 10-11
0 . R 5 =N e _ 60 i
(@ n° = 60°yr = 12. Entonces el area del sector OAB = 360 = 360144:: = 24n.

También el area del tridngulo equildtero AOAB = 1523 = (14483 = 36V 3.
Por lo tanto el area del segmento ACB = 24n — 36V 3.

o _ gge = L ; T . =
() n® = 90°yr = 8. Entonces el area del sector OAB = 360”2 = 36064ﬂ = 16n.

También el area del triangulo rectangulo AOAB = jbh = #8)(8) = 32. Por lo tanto el 4rea del segmen-
to ACB = 16n — 32.

(©) R =8.Dadoques = RV3 = 8v3; al drea del AABC es de 15/ 3 = 48\ 3. También, el area del
circulo O = nR? = 64,
Por lo tanto el area del segmento BDC = }(64n — 48 3).

10.14  ARea be UN SEGMENTO FORMADO POR UN PoLicoNo REGULAR INSCRITO
Calcule el 4rea de cada segmento formado por un poligono regular inscrito de 12 lados (dodecagono) si el radio
del circulo es de 12. (Fig. 10-12),
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f
Solucién 3

" n 30
Area OAB = ﬁ.anr2 = —3—6614411 = 12m. e - .

Para encontrar el drea del AOAB sea AD la altura a la base OB. Dado que ml_AOB = 30°, h = AD
r = 6. Ahora, el drea del AOAB es }bh = 312)(6) = 36.

Por lo tanto, el drea del segmento ACB es 12 — 36.

1
- B

10.7 AREAS DE FIGURAS COMBINADAS
Las dreas de figuras combinadas como la de la figura 10-13 pueden calcularse mediante la determinacién de las

Zreas individuales seguida de lasuma o la resta de ellas, seglin resulte conveniente. Asi, el drea sombreada en la figura
=s igual a la suma del 4rea del cuadrado y la del semicirculo: A = 8% + {16n) = 64 + 8n.

B C
0
8
A 7 D
Fig. 10-13

PROBLEMAS RESUELTOS

10.15 CALcuLo pe AReas DE FIGURAS COMBINADAS
Calcular el rea sombreada en cada inciso de la figura 10-14. En (a), los circulos A, B y C son externamente tan-
gentes y cada uno tiene radio 3. En (b}, cada arco es parte de un circulo de radio 9.

(a)

Fig. 10-14-
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Soluciones

(@) Elareadel AABC = 1853 = 4693 = 9V 3. Area del sector | = é%nr? = gg%RSZ = %n.
Area sombreada = 93 + 3(fn) = 93 + 4n.
) G 3 . e 1ab 80 81

(b)  Area del cuadrado = 18% = 324. Area del sector | = 360° (nr?) = 360(8111} ="
Area sombreada = 324 — 4(3in) = 324 - 81n.

Problemas complementarios
Para un poligono regular, calcule: (10.1)

@)
(&)
()
(d)
(e)
()
(@)

El perimetro, si la longitud de un lado es 8 y el nimero de lados es 25.

El perimetro, si la longitud de un lado es 2.45 y el nimero de lados es 10.

El perimetro, si la longitud de un lado es 42 y el numero de lados es 24.

El numero de lados, si el perimetro es de 325 y la longitud de un lado es 25,

El nimero de lados, si el perimetro es de 27+ 3 v la longitud de un lado es 3V 3.
La longitud de un lado, si el nimero de lados es 30 y el perimetro es 100.

La longitud de un lado, si el perimetro es 67.5 y el numero de lados es 15.

Para un poligono regular, calcule:

(a)
(b)
()
@)
@)

La longitud de la apotema, si el diametro de un circulo inscrito es 25.

La longitud de la apotema, si el radio del circulo inscrito es 23.47.

El radio del circulo inscrito, si la longitud de la apotema es 74/ 3.

El radio del poligono regular, si el didmetro del circule circunscrito es 37,

El radio del circulo circunscrito, si el radio del poligono regular es ave,

(10.4)

Para un poligono regular de 15 lados, calcule las medidas de (a) el angulo central; (b) el angulo externo; (c) &
angulo interno.

(10.1)

Si un angulo externo de un poligono regular mide 40°, calcule (a) la medida del angulo central; (b) el nimero d=
lados; (¢) la medida del angulo interno.

(10.1)

Si un angulo interno de un poligo'np regular mide 165°, calcular (a) la medida del angulo externo; (b) la medid=
del angulo central; (¢) el nimero de lados,

(10.1)
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Si un angulo central de un poligono regular mide 5°, calcule: (a) la medida del angulo externo; (b) el niimero de

lados; (c) la medida del angulo interno. (10.1)
Identifique el poligono regular tal que: (10.1)
(a)  Su édngulo central mide 45°.

(b)
(©
(d)
(e)
()

Su angulo central mide 60°.

Su angulo externo mide 120°,

Su angulo externo mide 36°.

Su angulo interno es congruente con su angulo central,

Su angulo interno mide 150°,

Demuestre cada una de las siguientes proposiciones: (10.2)

Las diagonales de un pentagono regular son congruentes.

(b)  Una diagonal de un pentdgono regular forma un trapezoide isdsceles con tres de sus lados.

(c)  Sidos diagonales de un pentagono regular se intersectan, el segmento mas largo de cada diagonal es con-
gruente con un lado del pentagono regular.

En un hexagono regular calcule: (10.3)

(a) La longitud de un lado, si su radio es 9.

(b)  El perimetro, si su radio es 5.

(c) La longitud de su apotema, si su radio es 12.

(d)  Su radio, si la longitud de un lado es 6.

(e) La longitud de la apotema, si la longitud de un lado es 26.

(f})  Su radio, si la longitud de su apotema es 3 3.

(@) Lalongitud de un lado, si la longitud de la apotema es 30.

(h)  El perimetro, si la longitud de la apotema es 5v 3.

En un cuadrado, calcule. (10.4)

(@)
(b)
()

La longitud de un lado, si el radio es 18.
La longitud de la apotema, si el radio es ;3.

El perimetro, si el radio es 54/ 2.
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(d)  El radio, si la longitud de un lado es 16.

(e) La longitud de un lado, si la longitud de la apotema es 1.7.
(f)  El perimetro, si la longitud de la apotema es 3.

(g)  El radio, si el perimetro es 40.

(h) 'La longitud de la apotema, si el perimetro es 163/ 2.

11.  Para un triangulo equilatero, calcule: (10.5)
(@) La longitud de un lado, si su radio es 30.
(b)  La lengitud de la apotema, si su radio es 28.
(c) La longitud de una altura, si su radio es 18.
(d) El perimetro, si su radio es 2v'3.
(e)  Su radio, si la longitud de un lado es 24.
(f) La longitud de la apotema, si la longitud de un lado es 24.
(g) La longitud de su altura, si la longitud de un lado es 96.
(h)  Su radio, si la longitud de la apotema es 21.
() Lalongitud de un lado, si la longitud de la apotema es /3.
() La longitud de la altura, si la longitud de la apotema es 3L
(k) La longitud de la altura, si el perimetro es 15.

) La longitud de la apotema, si el perimetro es 54.

12. (a) Calcule el 4rea de un pentagono regular hasta el entero mas cercano, si la longitud de la apotema es 15.
(b)  Calcule el area de un decagono regular hasta el entero mas cercano, si la longitud de lado es 20.
(10.8)

13. Calcule el drea de un hexagono regular, en forma de un radical, si (a) la longitud de un lado es 6; (b) su radic
es 8; (¢) la longitud de la apotema es 10+ 3. (10.6)

14. Calcule el area de un cuadrado si (a) la longitud de la apotema es 12: (b) su radio es 9V2; (c) su perimetro
es 40. (10.86)

15 Calcule el drea de un tridangulo equilatero, en términos de un radical, si: (10.8)

(@ La longitud de la apotema es 2+ 3 .

(b)  Su radio es 6.
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(c) La longitud de la altura es 4.
(d) La longitud de la altura es 12V 3.
(e)  El perimetro es 6+ 3.
() La longitud de la apotema es 4.

Si el rea de un hexagono regular es 150~ 3 calcular (a) la longitud de un lado; (b) su radio; (c) la longitud de
la apotema. (10.8)

Si el area de un triangulo equilatero es 81v/3, calcule (a) la longitud de un lado: (b) la longitud de Ia altura; (c)
su radio; (d) la longitud de la apotema. (10.8)

Calcule la proporcién en que estan los perimetros de dos poligonos regulares con el mismo nimero de lados
si: (10.7)
(@)  Sus lados estan en proporcién de 1:8.

(b)  Sus radios estan en proporcién de 4:9.

(c)  Sus radios son 18 y 20.

(d) Sus apotemas tienen longitudes 16 y 22.

(8)  La longitud del lado del mayor es tres veces la del menor.

(f)  La longitud de la apotema mas corta es dos quintos la longitud de la mas larga.

(@) Las longitudes de las apotemas son 20v 2 y 15.

(h)  La circunferencia del circulo circunscrito mayor es 2} veces la del menor,

Calcule la razon de los perimetros de dos triangulos equilateros si:(a) los lados tienen longitudes 20 y 8;

(b) sus radios son 12 y 80; (¢) sus apotemas tienen longitudes 2+ 3 y 6V 3; (d) las circunferencias de sus circulos
inscritos son 120 y 160; (e) sus alturas tienen longitudes 5x ¥ X. (10.7)

Calcule la razén entre las longitudes de los lados de dos poligonos regulares con el mismo numero de lados
si sus dreas estan en proporcion de: (a) 25:1; (b) 16:49; (€) x%:4; (d) 2:1; (e) 3% (f) x:18. (10.7

Calcule la razén entre las areas de dos hexagonos regulares, si: (a) sus lados tienen longitudes 14 y 28; (b) sus
apotemas tienen longitudes 3 y 15; (¢) sus radios son 6+ 3 y~/ 3 ; (d) sus perimetros son 75 y 250; (e) las circunfe-
rencias de los circulos circunscritos son 28 y 20. (10.7)

Calcule la circunferencia de un circulo en términos de m, si: (a) el radio es 6; (b) el diametro es 14; (c) el area
es 25m; (d) el area es 3n. (10.8)

Calcule el drea de un circulo en términos de =, si: (a) el radio es 3; (b) el diametro es 10; () !a circunferencia
es 16m; (d) la circunferencia es n; () la circunferencia es 6nv 2. (10.8)
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En un circulo: (a) calcule la circunferencia y el area, si el radio es 5; (b) calcule el drea y el radio, si la circunferencia
es 16n; (c) calcule el radio y la circunferencia, si el area es 16mn. (10.8)

En un hexagono regular, calcule la circunferencia del circulo circunserito, si: (a) la longitud de la apotema es 3+ 3
(b) el perimetro es 12; (c) la longitud de un lado es 31. Asimismo, calcular la circunferencia del circulo inscrito,
si (d) la longitud de la apotema es 13; (e) la longitud de un lado es 8; (f) el perimetro es 6v 3. (10.9;
Para un cuadrado, calcule el area en términos de n del: (10.9)
(a) circulo circunscrito, si la longitud de la apotema es 7.

(b) circulo circunscrito, si el perimetro es 24.

(¢) circulo circunscrito, si la longitud de un lado es 8.

(d) circulo inscrito, si la longitud de la apotema es 5.

(e) circulo inscrito, si la longitud de un lado es 12 2.

(f)  circulo inscrito, si el perimetro es 80.

Calcule la circunferencia y el area del: (1) circulo circunscrito y (2) circulo inscrito de: (10.8
(&) Un hexagono regular, si la longitud de un lado es 4.

(b)  Un hexagono regular, si la longitud de la apotema es 4+/3.

{¢)  Un triangulo equilatero, si la longitud de la aitura es 9.

(d) Un triangulo equilatero, si la longitud de la apotema es 4.

() Un cuadrado, si la longitud de un lado es 20.

(f)  Un cuadrado, si la longitud de la apotema es 3.

Calcule el radio de un tubo que tiene la misma capacidad que otros dos tubos juntos cuyos radios son: (a) 6 pies
y 8 pies; (b) 8 pies y 15 pies; (c) 3 pies y 6 pies. (Sugerencia: calcule las areas de sus seccicnes circulares trans-
versales.) (10.100
En un circulo, calcule la longitud de un arco de 90°, si: (10.11)
(& El radio es 4.

(b) El diametro es 40.

(¢) La circunferencia es 32.

(d) La circunferencia es 44n.

(e)  Un hexagono inscrito tiene un lado de longitud 12.

(f)  Un trigngulo equilatero inscrito tiene una altura de longitud 30.
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Calcule la longitud de: (10.11)
(a) Un arco de 90°, si el radio del circulo es 6.

(b)  Un arco de 180°, si la circunferencia es 25.

(¢) Un arco de 307, si la circunferencia es 60xn.

(d) Un arco de 40°, si el diametro es 18,

(¢! Un arco interceptado por el lado de un hexagono regular inscrito en un circulo de radio 3.

(f;  Un arco interceptado por una cuerda de longitud 12 en un circulo de radio 12.

En un circulo, calcule el drea de un sector de 60°, si: (10.12)

(@) El radio es 6. (e) Elarea del circulo es 27.

(6) El diametro es 2. (f) El area de un sector de 240° es 52,

(¢) La circunferencia es 10n. (@) Un hexagono inscrito tiene un lado de longitud
12,

(d) El area del circulo es 150mn. (h)  Un hexagono inscrito tiene un drea de 24+ 3.

Calcule el area de un: (10.12)

(8) Sector de 860°, si el radio del circulo es 6.
(b)  Sector de 240°, si el rea del circulo es 30.
()  Sector de 15°, si el area del circulo es 72n.

(d) Sector de 90°, si la longitud de su arco es 4n.

Calcule la medida de un angulo central de un arco cuya longitud es: (10.12)
(@) 3 m, sila circunferencia es 9 m.

(b) 2 pies, sila circunferencia es 1 yd.

() 25, si la circunferencia-es 250.

(d) 6n, si la circunferencia es 12n.

(e)  Tres octavos de la circunferencia.

{f)  lgual al radio.

Calcule la medida del angulo central de un sector cuya area es: (10.12)

(@ 10, si el drea del circulo es 50.
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(b) 15 cm?, si el area del circulo es 20 cm?
(©) 1 pie®, si el area del circulo es 1 yd®.
(d) 5m, siel area del circuio es 12n.

(e) Ocho novenos del area de un circulo.

35. Calcule la medida del d4ngulo central de: (10.11), (10.12)
(a) Un arco cuya longitud es 5m, si el area de su sector es 25n.
(b) Un arco cuya longitud es 12r, si el area de su sector es 48m.
(c)  Un sector cuya area es 2n, si la longitud de su arco es n.

(d) Un sector cuya area es 10n, si la longitud de su arco es 2n.

36. Calcule el radio de un circulo si: (10.11), (10.12)
(a) Un arco de 120° tiene una longitud de 8n.
(6) Un arco de 40° tiene una longitud de 2n.
(c) Un arco de 270° tiene una longitud de 15n.
(d) Un sector de 30° tiene un area de 3n.
(e) Un sector de 36° tiene un area de 24m.

(f)  Un sector de 120° tiene un &rea de 6n.

37. Calcule el radio de un circulo si: (10.12)
(a) Un sector de area 12r tiene un arco de longitud 6.
() Un sector de area 10rn tiene un arco de longitud 2m.
{c) Un sector de area 25 cm?® tiene un arco de longitud 5 cm.
(d) Un sector de area 162 tiene un arco de longitud 36.
38. Calcule el area de un segmentc si su dngulo central es 60° y el radio del circulo es(a) 6; (b) 12; (¢) 3; (d) r:
(e) ar. (10.13)
39. Calcule el area de un segmento de un circulo si:
(&) El radio del circulo es 4 y el angulo central mide 90°.
(b)  El radio del circulo es 30 y el angulo central mide 60°.

(c) El radio del circuio y la cuerda del segmento ambas miden 12.
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(d) El angulo central es 90° y la longitud del arco es 4n.

(e) Su cuerda de longitud 20 unidades estd a 10 unidades del centro del circulo.

Calcule el area de un segmento de un circulo si el radio del circulo es 8 y el angulo central mide: (a) 120°;
(b) 135°; (c) 150°. (10.13)

Si el radio de un circulo es 4, calcular el area de cada segmento formado por: (g) un tridngulo equilatero inscrito;

(b) un hexagono regular inscrito; (¢) un cuadrado inscrito. (10.13)
o =
oV3 jovs
§ T g
2of o
— 5 ;
(@) (b) (e)
16
12 16
(e)
20
(2 (k)
Fig. 10-15
Calcule el area de cada segmento de un circulo, si los segmentos estan formados por: (10.13)

(@) Un triangulo equilatero inscrito y el radio del circulo es 6.
(b) Un hexagono regular inscrito y el radio del circulo es 3.

(¢) Un cuadrado inscrito y el radio del circulo es 6.
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Calcule el area sombreada en cada inciso de la ﬁgura- 10-15. Cada punto marcado representa el centro de un
arco o de un circulo. (10.15)

Calcule el area sombreada en cada inciso de la figura 10-16. Cada punto marcado representa el centro de un
arco o de un circulo. (10.15)

- @) S s (b) (c)
i : : Fig. 10-16 '
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Lugar geomeétrico

11.1 DETERMINACION DE UN LUGAR GEOMETRICO

£l lugar geométrico de los puntos es el conjunto de puntos, y sélo estos puntos, que satistacen una condicion dada.

Asi, el lugar geométrico de los puntos que estan a 1 pulgada de un punto dado P es el conjunto de puntos que
sstan a 1 pulgada de P. Estos puntos estan sobre un circulo con centro en P y radio 1 pulgada y, por lo tanto, este
circulo es el lugar geométrico requerido (Fig. 11-1). Noétese que se muestran los lugares geometricos como figuras con
lineas formadas por rayas largas y cortas.

.

Fig. 11-1

Para determinar un lugar geométrico, (1) especifique que esta dado y la condicién que se debe satisfacer; (2) en-
cuentre varios puntos que satisfagan la condicion, lo que indicara la forma del lugar geomeétrico; después (3) conecte
los puntos y describa completamente el lugar geométrico. .

Todas las construcciones geométricas requieren del uso de regla y compés. Por lo que si se va a construir un lugar
geométrico, se pueden utilizar dichos instrumentos.

11.1A Teoremas fundamentales sobre lugares geométricos

Principio 1: 6 lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos dados, es la mediatriz del segmento de
linea que une estos puntos (Fig. 11-2).
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PrincIPIO2: el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos paralelas dadas, es una linea paralela a las dos
lineas y en medio de ellas (Fig. 11-3).

PRiNCIPIO B: el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los lados de un angulo dado, es la bisectriz del
angule (Fig. 11-4).

Fig. 11-4

PrinciPio 4: el lugar geoméirico de los puntos que equidistan de dos lineas dadas que se intersectan, esté formado
por las bisectrices de los dngulos formados por las lineas (Fig. 11-5).

Fig. 11-5 Fig. 11-6

PRINCIPIO5: el lugar geométrico de los punitos que equidistan de dos circulos concéntricos, es el circulo concéntrico
a los circulos dados y a la mitad del camino entre ellos (Fig. 11-6).

PrinciPio 6: el lugar geométrico de los puntos que estdn a una distancia dada de un punto dado, es un circulo cuyo
centro es el punto dado y cuyo radio es la distancia dada (Fig. 11-7).

7 oa e
? d
( »‘/\ : : i cori e
|\ /l d . L
Sy e = d"l = S —
Fig. 11-7 Fig. 11-8

PrinciPio 7:  ef lugar geométrico de los puntos que estan a una distancia dada de una linea dada, es un par de lineas
paralelas a la linea dada y a la distancia dada de la linea dada (Fig. 11-8).

PRINCIPIO 8 el lugar geométrico d_e los puntos que estan a una distancia dada de un circulo dado cuyo radio es ma-
vor que la distancia, es un par de circulos concénltricos, uno a cada lado del circulo dado y a la distancia dada de éste

(Fig. 11-9).

PRINCIPIO 9: el lugar geométrico de los puntos que estdn a una distancia dada de un circulo dado cuyo radio es me-
nor que la distancia, es un circulo, fuera del circulo dado y concéntrico a éste (Fig. 11-10). (Sir = d, el lugar geométrico
incluye también al centro del circulo dado.)



11 LUGAR GEOMETRICO 235

i .
© )

Fig. 11-9 Fig. 11-10

PROBLEMAS RESUELTOS

11.1  DETERMINACION DE LUGARES GEOMETRICOS

Determine el lugar geomeétrico de (a) un corredor que se mueve equidistantemente a los lados de una pista recta;
(b) un avién que vuela equidistantemente a dos baterias antiaéreas separadas; (¢) un satélite a 100 millas de la superfi-
cie de la Tierra; (d) el punto de maximo alcance de un cafién con un rango de 10 millas.
Soluciones

Véase Fig. 11-11

(a) (b) (c) (d)
Fig. 11-11
(a) El lugar geométrico es una linea paraleia a las dos lineas dadas y a medio camino entre ellas.
({)) El lugar geometrico es la mediatriz de la linea que une los dos puntos.
(¢) Ellugar geometrico es un circulo concéntrico con la Tierra y de radio 100 millas mayor que el de la Tierra.

(d) El lugar geométrico es un circulo de radio 10 millas con centro en el cafidn.

11.2 DETERMINACION DEL LuGgAr GEOMETRICO DEL CENTRO DE UN CiRCULO

Determine el lugar geométrico del centro de un disco circular (a) que se mueve de tal manera que toca a cada
una de dos lineas paralelas; (b) que se mueve en forma tangencial a dos circulos conceéntricos; (c) que se mueve de
1al manera que su canto pasa por un punto fijo; (d) que rueda a lo largo de un aro circular fijo.
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Soluciones

Véase Fig. 11-12.

(d)

Fig. 11-12

(a) El lugar geomeétrico es una linea paralela a dos lineas dadas y a la mitad del camino entre ellas.
(b) El lugar geométrico es un circulo concéntrico a los circulos dados y a la mitad del camino entre ellos
(¢)  Ellugar geométrico es un circulo cuyo centro es el punto dado y cuyo radio es el radio del disco circut

(d) El lugar geométrico es un circulo fuera del circulo dado y concéntrico a éste.

11.3  CONSTRUCCION DE UN LuGAR GEOMETRICO

Construya (a) el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos dados; (b) el lugar geométrico
los puntos que equidistan de dos lineas paralelas dadas; (¢) el lugar geométrico de los puntos que estan a una dista
dada de un circulo dado cuyo radio es menor que esa distancia.

Soluciones

Véase Fig. 11-13

11.2 LOCALIZACION DE PUNTOS POR MEDIO DE LA INTERSECCION DE LUGARES GEOMETRICOS

El punto o puntos que satisfaga dos condiciones puede localizarse trazando el lugar geométrico para cada condic
Los puntos buscados son los puntos de interseccién de los dos lugares geométricos.
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Fig. 11-13

PROBLEMAS RESUELTOS

11.4 LOCALIZACION DE PUNTOS QUE SATISFACEN DOS CONDICIONES

En un mapa localice un tesoro enterrado que esta a 3 pies de un arbol (T) que equidista de dos puntos (A y B) en la

figura 11-14.
7
' n_,'?\e
]
\P&\ z )
\\\\_& B
Py >,
A
Fig. 11-14
Solucion

Los lugares geométricos requeridos son (1) la mediatriz de AB y (2) un circulo con centro en T y radio 3 pies.
Como se muestra, éstos se intersectan en P, y P,, que son los puntos de ubicacion del tesoro.
Nota: E| diagrama musestra los dos lugares geométricos que se intersectan en P, y P,. Sin embargo, hay tres po-
sibles clases de soluciones, dependiendo de la localizacién de T con respecto a A y Bt
1. La solucién consiste en dos puntos, si los lugares geométricos se intersectan.
2. La solucién es de un punto, si la mediatriz es tangente al circulo.

3. La solucién no existe, si la mediatriz no intersecta al circulo
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11.3 DEMOSTRACION DE UN LUGAR GEOMETRICO

Para demostrar gue un lugar geométrico satisface una condicion dada, es necesario demostrar el teorema de lugarss,
geomeétricos y su converso o su inverso. Asi, para demostrar que un circulo A de radio 2 pulgadas es el lugar geométr
de los puntos que distan 2 pulgadas de A, es necesario demostrar, ya sea gue:

1. Cualquier punto sobre el circuio A esta a 2 pulgadas de A.

2. Cualquier punto que esta a 2 pulgadas de A esta sobre el circulo (converso de la proposicion 1).

o gue:

1. Cualquier punto sobre el circulo A esta a 2 pulgadas de A.

2. Cualquier punto que no esta sobre el circulo A no esta a 2 pulgadas de A (inverso de la proposicion 1).

Estas proposiciones se demuestran facilmente utilizando el principio de que un punto esta fuera, sobre, o dentro ¢=
un circulo de acuerdo a si su distancia desde el centro es mayor que, igual a, 0 menor que el radio del circulo.

PROBLEMAS RESUELTOS

11.5 DemosTRACION DE UN TEOREMA SOBRE LuGARES GEOMETRICOS

Demuestre\que el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos dados es la mediatriz del segmen
to que une los dos puntos.

Solucién
Primero demuestre que cualquier punto en el lugar geométrico satisface la condicion:

Dados: puntos Ay B. CD es la mediatriz L
de AB. ol
Demuéstrese: cualquier punto P sobre CD es equidistante
aAy B; esto es, PA = PB.
Plan: demuéstrese APEA = APEB para obtener

PA = PB.
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos

1. €D es la mediatriz de AB. 1. Dado.
2. | PEA=/ PEB 2. Las perpendiculares forman angulos rectos; todos

=2 X, los angulos rectos son congruentes. =
3. AC=EB 3. Bisectar es cividir en partes congruentes ¥
4, PE = PE 4. Propiedad reflexiva
5. APEA = APEB 5. s.as. =sas.
6. PAZ= PB 6. Partes correspondientes de triangulos = son =,

Después, demuestre que cualquier punto que satisface la condicion esta en el lugar geométrico:
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Dados: cualquier punto Q que equidista :
de los puntos Ay B (QA = QB). q
Demuéstrese:_@ esta en la mediatriz de AB. !
Plan: Trace QG perpendicular a AB y x
demuestre, por medio de tridngulos congruentes, :
que QG bisecta a AB. A Ll B
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1. Trace QG L AB 1. Por un punto externo se puede trazar una linea
o perpendicular a una linea dada.
2. QA=QB 2. Dado
3. [ QGA vy [_QGB son [_s rectos; 3. Las perpendiculares forman angulos rectos; As con
AQGA y AQGB son tridngulos rectangulos un [_ recto son As rectangulos.
4. QG =QG 4. Propiedad reflexiva
5. AQGA = AQGB 5. hip.c. = hip.c.
6. AG2GB __ 6. Partes correspondientes de triangulos = son =,
7. QG bisecta AB i 7. Bisectar es dividir en dos partes congruentes
8. QG es la mediatriz de AB. 8. Una linea perpendicular a un segmento y que lo
bisecta es una mediatriz.
Problemas complementarios p
1. Determine el lugar geomeétrico de (11.1)
(a) Los puntos medios de las cuerdas de un circulo dado.
(b)y Los puntos medios de las cuerdas de un circulo dado paralelas a una linea dada.
{c) Los punios medios de-las cuerdas de longitud fija en un circulo dado.
(d) El vértice'de un angulo recto de un triangulo rectangulo que tiene una hipotenusa dada.
{e) El vértice de un triangulo isdsceles, que tiene una base dada.
(f) El centro de un circulo, que pasa por dos puntos dados.
(@) El centro de un circulo tangente a una linea dada en un punto dado sobre esa linea.
{(h) El centro de un circulo tangente a los lados de un angulo dado.
2. Determine el lugar geométrico de (11.1)
{a) Una lancha que se mueve equidistante a los margenes paralelos de un arroyo.
(t) Un nadador que se mantiene a la misma distancia de dos flotadores.

()

(@)

Un helicoptero policiaco en persecucion de un coche, el cual acaba de pasar por la union de dos caminos
rectos, y que puede encontrarse en cualquiera de ellos.

Un tesoro enterrado a la misma distancia de dos caminos rectos que se intersectan.
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Determine el lugar geométrico de (a) un planeta que se mueve manteniéndose a una distancia fija del Sol;
{b) una lancha que se mueve manteniéndose a una distancia fija de la costa de una isla circular; (¢} plantas sem-
bradas a una distancia de 20 pies de una fila recta de otras plantas; (d) el extremo exterior de la manecilla de
un reloj. (11.1)

Si se excluyen los puntos en el exterior del rectangulo ABCD en la figura 11-15, identifique el lugar geomeétrico

de los puntos que: (11.1)
(8) Equidistan de AD y BC (¢) Estan a 5 unidades de BC 3
(b) Equidistan de AB y CD (f) Estan a 10 unidades de AB
(¢) Equidistan de Ay B (g) Estan a 20 unidades de CD
(d) Equidistande By C (h) Estan a 10 unidades de B

B 10 G 1 C B c

5 5

K x

o

10 10
A H D A D

Fig. 11-15 Fig. 11-16

Identifique el lugar geométrico de los puntos en el rombo ABCD en la figura 11-16 que equidistan de (a) AByAD;
(b) ABy BC; (c) Ay C; (d) By D; (e) cada uno de los cuatro lados.

En la figura 11-17, identifiquese el lugar geométrico de lcs puntos que estan sobre o dentro del circulo C
y (11.1,11.2)

(&) A 5 unidades de O (&) A 10 unidades del circulo A
(b) A 15 unidades de O (f) A 5 unidades del circulo B
{¢) Equidistan de los circulos Ay C (_c}) El centro de un circulo tangente a los circulos Ay C

(d) A 10 unidades del circulo C

Fig. 11-17
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Determine el lugar geométrico del centro de (a) una moneda que gira y alrededor y estd en contacto con una mone-
da menor; (b) una meneda que gira alrededor y esta en contacto con una moneda mayor; (¢) una rueda que se
mueve entre dos barras paralelas y estd en contacto con ambas; (d) Una rueda que se mueve a lo largo de una
barra recta de metal y esta en contacto con ésta. (11.2}

Identifique el lugar geométrico de los puntos que estan en el rectangulo ABCD de la figura 11-18 y el centro de

un circulo (11.2)
(@) Tangente a ADy BC (d) De radio 10, tangente a BC

(p) Tangente a AB y CD (e) De radio 20, tangente a AD

(¢) Tangente a ADy EF (f) Tangente a 8C en G

B 16 [ 15 c

10 10
E F
10 10
A D

15 H 15

Fig. 11-18

Localice cada uno de los sigulentes: (11.4)

(8 Un tesoro que esta enterrado a 5 pies de una cerca recta y es equidistante de dos puntos dados donde la
cerca hace contacto con el suelo

(b) Los puntos que estan a 3 pies de un circulo cuyo radio es 2 pies y que equidistan de dos lineas paralelas
entre si y fangentes al circulo

(¢) Un punto que equidista de los tres vertices de un triangulo dado

(d) Un punto que equidista de dos puntos dados y que equidista de dos paralelas dadas

(e) Los puntos que equidistan de dos lineas dadas que se intersectan y estan a 5 pies de la interseccion
(f) Un punto que equidista de los lados de un angulo y esta a | de la interseccion

Localice el punto o puntos que satisfacen las siguientes condiciones con respecto al AABC en la figu-
ra 11-19; (11.4)
(a) Equidistan de sus lados

(p) Eguidistan de sus vertices

(¢) Equidistan de Ay By de AB y BC

(d) Equidistan de BC y AC y estan a 5 unidades de C

(6) Estan a 5 unidades de B y a 10 unidades de A
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12.

Si se excluyen los puntos que estan fuera del cuadrado ABCD en la figura 11-20, ;jcuéntos puntos existen

(@)
(&)
()
(d)
(e)
]

Demuestre que el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los lados de un angulo, es la bisectriz del
angulo. (11.58
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B 20 C
) 10 10
B E
F G
12 10 10
A 20 D
A C

Fig. 11-19 Fig. 11-20

(11.4)
equidistantes de sus vértices?
equidistantes de sus lados?
a 5 unidades de E y sobre una de las diagonales?
a 5 unidades de E y equidistantes de AD y BC?
a 5 unidades de FG y equidistantes de AB y CD?

a 20 unidades de A y a 10 unidades de B?



Geometria analitica

12.1 GRAFICAS

Una escala numérica es una linea en la cual se marca la distancia entre puntos en términos de unidades iguales.
Las unidades son positivas en una direccion y negativas en la direccion opuesta. El origen es el punto cero desde el
cual se miden las distancias. En la figura 12-1 se muestra una escala numérica horizontal.

¥
: +3
o I
e - . o
+4  P(+4,+3)
Yy
1
+2 f
+3
+1 ]
c ' g4 -3-3-1 ! x
@ T T1 5% +8 74 75
o R Lo M
C? = —
S G ] K M s B PR (R Q(=4,—8) bmmmm et —a
S T R 1 2z 3 4 5 : =" e
L P v
Escala numérica horizontal "
Fig. 12-1 Fig. 12-2

La grafica mostrada en la figura 12-2 se construye mediante la combinacién de dos escalas numéricas colocadas
en angulo recto y de tal manera que coincidan sus ceros. La escala numérica horizontal se denota como el gje x, mien-
tras que la vertical es el eje y. El punto de interseccion de las dos escalas se denota como el origen.

Un punto se localiza en una grdfica mediante sus coordenadas, que son las distancias de ese punto a los ejes.
La abscisa o coordenada x es la distancia del punto al eje y. La ordenada o coordenada y de un punto es la distancia
del punto al eje x.

Cuando se escriben las coordenadas de un punto, la coordenada x precede a la coordenada y. Asi, las coordena-
das de un punto P en la figura 12-2 se escriben como (4,3); las de @ como (—4,—-3). Notese el uso de paréntesis.

Los cuadrantes de una gréfica son las cuatro partes delimitadas por los ejes. Los cuadrantes se enumeran como
L 1L 1Il, IV en la direccion contraria a las manecillas del reloj.

PROBLEMAS RESUELTOS

12.1  LocaALizAciON DE PUNTOS EN UNA GRAFICA

En la figura 12-3, determine las coordenadas de los puntos siguientes:
a) B ) O (& N (@ F i R
b)) M (@) L f) G m a G S




pp—
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Y
2 +B
! e
& —1—3—?—1 Ol T 3 4 fx
-1
e o e
A G
4
Fig. 12-3
Soluciones
@ (22 @ (00 ©® —13-1) (@ (03 i) (©0-1Y
b) (33 @ (4-3 () (32 () (=20 () (30

12.2 CoORDENADAS DE PUNTOS EN LOS CUATRO CUADRANTES

¢Cudles son los signos de las coordenadas de: (a) un punto en el cuadrante |; (b) un punto en el cuadrante II;
(¢) un punto en el cuadrante lII; (d) un punto en el cuadrante 1V?. Indique cudl coordenada tiene signa y cual tiene valor
cero para un punto entre los cuadrantes: (e) IV y I; (f) Ly Il; (g) Il y lII; (h) 1l y IV.
Soluciones

@ (+.4) @ =) €  (+.0 @ (0
®)  (+) @ (+7) (f)y 0. +) h  ©O-)

12.3 ,GRAFICA DE UN CUADRILATERO

Si los vértices de un rectangulo tienen las coordenadas A(3,1), B(=5,1), C(—5,—3), D(3,—3) calcule su perimetro y
su area.

Solucion

La base y la altura del rectangulo son 8 y 4 (Fig. 12-4).
Por lo tanto, el perimetro es 2b + 2h = 2(8) + 2(4) = 24, mientras que el area es bh = (8)(4) = 32.

12.4 GRAFICA DE UN TRIANGULO

Si los vértices de un tridngulo tienen las coordenadas A(4.5,—2), B(—21,—2) y C(1,5), calcule su area.
Solucién

La longitud de la base es BA = 7 (Ver la Fig. 12-5). La altura es CD = 7. Entonces A = ibh = ¥7)(7) = 244
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v cus)

B(-51) 4G 3
' i : x
-6 [-4 -2 o] T+ [+
i Lo x' | x

Gh3 L )  DEY) D A(4-2)

12.2 PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO
- Las coordenadas (x,, ¥, ) del punto medio M de un segmento de linea que une los puntos P(x,,y,) ¥ Q(x,.y.) son:
Xp = 2%, + X)) y Vo =¥y + ¥

En la figura 12-6, el segmento y,, es la mediana del trapezoide CPQD cuyas bases son y,, y,. Dado que la longi-
iud de una mediana es la mitad de |a suma de las bases, y,, = }(y, + ¥.). De manera similar el segmento x,, es la me-
diana del trapezoide ABQP cuyas bases son x,.x,; por lo tanto x,, = Mx, + x,).

Fig. 12-6

PROBLEMAS RESUELTOS

12.5 APLICACION DE LA FORMULA DEL PunTO MEDIO

Si M es el punto medio PQ, calcule las coordenadas de (a) M si las coordenadas de P y @Q son P(3,4) y Q(5,8);
b) @ si las coordenadas de P y M son P(1,5) y M(3,4).
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Soluciones

(@) x,,,=;(x1+x2}=§(3+5}=4;ym=1{y,+ya}=;(4+8}=6.

(b) x, = ix, + X, asi que 3 = {1 + x) por lo tanto x, = 5; ¥, = iy, + yo), asl que 4 = 5 + vy
por lo que ¥y, = 3.

12.6 DETERMINAR Sl DOS SEGMENTOS SE BISECTAN ENTRE sl
Los vértices de un cuadrilatero son A(0,0), B(0,3), C(4,3) y D(4,0).

(a) Demuestre que ABCD es un rectangulo.

(p) Demuestre que el punto medio de AC también es el punto medio de BD.

(¢) ¢Se bisectan las diagonales entre si? ;Por qué?

Soluciones

(a) De lafigura 12-7, AB = CD = 3, también BC = AD = 4; por lo tanto, ABCD es un paralelogramo. Dado que
{_BAD es un angulo recto, ABCD es un rectangulo,

Fig. 12-7

(b) Las coordenadas del punto medio de AC son x = 0+4=2y= 10+ 3) = 14 Las coordenadas del punto
medio de BD son x = 40 + 4) = 2,y = Y3 + 0) = 13 Por lo tanto, el punto (2, 1}) es el punto medio tanta
de AC como de BD.

(c) Si, dado que los puntos medios de ambas diagonales son el mismo punto.

12.3 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

PrinciPio 1:  /a distancia entre dos puntos con la misma ordenada (o valor de y) es el valor absoluto de la diferenciza
de sus abscisas. (Por lo tanto, la distancia entre dos puntos debe ser positiva.)
Agi, la distancia entre los puntos P(6,1) y Q9.1) es 9 — 6 = 3.

PRINCIPIO 2: /2 distancia entre dos puntos con la misma abscisa (o valor de x) es el valor absoluto de la diferencia
de sus ordenadas.
Asi, la distancia entre los puntos P(2.1) y Q(24)es 4 — 1 = 3.

PRINCIPIO 3:  [a distancia d entre los puntos P(x,y,) ¥ PAx.y,) es:

d= ‘-'(Xz_x1.)2-+ U/2_y1)2 o d

VT
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La diferencia x, — x, se denota por el simbolo Ax; la diferencia y, — y, por el simbolo Ay. Delta () es la cuarta letra
del alfabeto griego y que corresponde a la d latina. Las diferencias Ax y Ay pueden ser positivas o negativas.

PROBLEMAS RESUELTOS

12.7 DEMOSTRACION Y USO DE LA FORMULA DE DISTANCIA

(@) Demuestre algebraicamente la formula de distancia (principio 3).

(b) Utilice ésta para encontrar la distancia entre los puntos A(2,5) y B(6,8).
Soluciones

(@) Observe la figura 12-8. Por el principio 1, P,S = x, —x; = Ax. Por el principio 2, P,§ = y, — ¥, = Ay. También,
en el triangulo rectangulo P,5 P.:

(PP = (PSP + (P.SF
o d° (x: — x1)2 + (s — y1_)2

y 4= NEG R Gam Y

P

G

Fig. 12-8

(b) La distancia de A(2,5) a B(6,8) se encuentra como sigue:

(x,y)
B(68) —~x, =6y, =8
A@25) = x, =2y, =5

d?= (X, —x) + (v, — W)
d* = 6—2F + (8—-5F=4+3F=25yd=5

12.8 CArcuLo DE LA DisTaNcIA ENTRE DOS PUNTOS

Caleule la distancia entre los puntos: (a) (—3,5) y (1,5); (b) (8,—2) y (3,4); (c) (3,4) y (6,8); (—3,2) y (9,—3).
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Soluciones
(a) Dado que ambos puntos tienen la misma ordenada (o valorde ¥), d = x, — x, = 1 —(-3) = 4.
(o) Dado que ambos puntos tienen la misma abscisa (o valorde x), d = y, — y, = 4 — (-2) = 6.

© d=Vio—xfF+0-yF=vE-3F+B-4 =VF+4 =5

@) d=Vlo—xF + 0a-VF =vVB-(3F + (3-2F =V 12 + (-5¢ = 13

12.9  APLICACION DE LA FORMULA DE DISTANCIA A UN TRIANGULO

(a) Calcule las longitudes de los lados de un triangulo cuyos vértices son A(1,1), B(1,4) y C(5,1).

(b) Demuestre que el tridngulo cuyos vértices son G(2,10), H(3,2), y J(6,4) es un tridngulo rectangulo.
Soluciones

Observe la figura 12-9.

(a)
Fig. 12-9

@ AC=5-1=4AB=4-1=3BC=~BE-17 + (1 —4) = V& + (3F = 5.

B) (GJPE =(6-27+ (64— 100 = 52; (HJP = (6— 30 + (4— 27 = 13; (GH? = (2 3)* + (10 — 2)* = 65. Dada
que (GJP + (HJP = (GH)? el AGHJ es un triangulo rectangulo.

12.10 APLICACION DE LA FORMULA DE DisTanuiA A UN PARALELOGRAMO

Las coordenadas de los vértices de un cuadrilatero son A(2,2), B(3,5), C(6,7) y D(5,4). Demuestre que ABCD es un pa-
ralelogramo.
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Solucidén

De la figura 12-10, se tiene:

AB =V(B-2F + (5—-2F =v1T+ & = V10
CD =+ (6—5F+ (7—4F =+ 12+3 =410
BC =~{6-3P+(7-5° =V& + 22 =413
AD =N(E-2F + (4-2F =VF + 22 = Vi3

Asi, AB = CD y BC = AD. Como los lados opuestos son congruentes ABCD es un paralelogramo.

c{s,g;

Fig. 12-10

12.11  APLICACION DE LA FORMULA DE DISTANCIA A UN CiRcuLO
Un circulo es tangente al eje x y tiene su centro en el punto (6,4). ;En dénde esta el punto (9,7) respecto al circulo?
Solucion

Dado que el circulo es tangente al eje x, AQ en la figura 12-11 es un radio. Por el principio 2, AQ = 4. Por el prin-

cipio 3,BQ =~ (9 - 6F + (7—4) =+ 3 + 3 = +/18. Dado que+ 18 es mayor que 4, se tiene que BQ es mayor
que un radio por lo tanto B esta afuera del circulo.

12.4 PENDIENTE DE UNA LiNEA
PRINCIPIO 1: s/ una linea pasa por los puntos P,(x,,y,) ¥ PiAx.y,), entonces
Yo ¥y Ay

ot A W

PRINCIPIO 2:  [a linea cuya ecuacion es y = mx + b tiene pendiente m.

-
la pendiente de PP, =

PrinciPlo 3:  a pendiente de una linea es igual a la tangente de su inclinacicn.
La inclinacion / de una linea es el angulo por arriba del eje x que estd'incluide entre la linea y la direccién positiva
del eje x (Fig. 12-12). En la figura,

P Yo = ¥, A

El valor de la pendiente es independiente del orden como se tomen los extremos. Esto es:
Yo = Wi Yi =¥

Pendiente de P.P, = x, —x, X, — X,

= Pendiente de PP,
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Fig. 12-12

12.4A Pendientes positivas y negativas

PRINCIPIO4:  Si una linea se inclina hacia arriba de izquierda a derecha, entonces su inclinacion i es un angulo agude
y su pendiente es positiva (Fig. 12-13).

. Ay # Ay =
Pendiente de PG—E—:—+ Pendiente de PQ ﬁ=¢=—

Fig. 1213 Fig. 12-14
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PRINCIPIO5:  si una linea se inclina hacia abajo de izquierda a derecha, entonces su inclinacion es un dngulo obtuso
¥ su pendiente es negativa (Fig. 12-14).

PRINCIPIO 6:  si una linea es paralela al eje x entonces su inclinacion es de 0° y su pendiente es 0 (Fig. 12-15).

PRINCIPIO7: i una linea es perpendicular al eje x entonces su inclinacion es de 90° y no tiene pendiente (Fig. 12-186).

Y
e, DEER e
=
B AN
: A 0 A F g .
Pendiente de PQ = A_i = 0 Pendiente de PQ = E% = {sin sentido)
Fig. 12-15 Fig. 12-16

12.4B Pendiente de lineas paralelas y perpendiculares

PrinciPIO B:  /as lineas paralelas tienen la misma pendiente.

En la figura 12-17, / 1 I'; por lo tanto los angulos correspondientes i, i’ son iguales por logquetani = tani' om
= m’'; donde m, m' son las pendientes de / y I respectivamente.

PRINCIPIO 9:  las lineas que tienen la misma pendiente son paralelas entre si. (Este es el converso del principio 8.)

IS

Fig. 12-17 Fig. 12-18
PriNciPIO 10:  as lineas perpendiculares entre si tienen pendientes cuyos valores son reciprocos negativos entre S8i.
(Los reciprocos negativos son nimeros como 2/5 y —5/2, es decir, numeros cuyo producto es —1).
Asi, en lafigura 12-18, si/ LI, entoncesm = —1/m omm’ = —1 donde m, m’ son las pendientes respectivas de/, I".

PriNciPIO 11:  las lineas cuyas pendientes son reciprocas negativas entre si son perpendiculares una respecto de la
otra (esto es el converso del principio 10).

12.4C Puntos Colineales

Los puntos colineales son aquéllos que estan sobre la misma recta. Asi, A, B, y C son puntos colineales:

Q o B A F
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PRINCIPIO 12 la pendiente de una linea recta es constante a lo largo de esa linea.

Asi, si PQ en la figura de arriba es una linea recta, la pendiente del segmento de A a B es igual a la pendiente
del segmento de C a Q.

PRINCIPIO 131 57 /a pendiente de un segmento entre un primer punto y un segundo punto es igual a la pendiente del
segmento entre cualesquiera de los puntos mencionados y otro tercero, entonces los puntos son colineales.

PROBLEMAS RESUELTQOS

2.12  PENDIENTE E INCLINACION DE UNA LINEA

(@) Calcule la pendiente de la linea que pasa por (—2,—1) y (4,3).

(b) Calcule la pendiente de la linea cuya ecuacién es 3y — 4x = 15.
(c) Calcule la inclinacién de la linea cuya ecuacion es y = x + 4.
Soluciones

D Y: = ¥4 3 - (1) 2
(2) Del principio 1, m = o m =3

(b) Se puede escribir 3y — 4x = 15 como y

3X + 5 porloquem =}

(¢) Dadoquey = x + 4, se tiene que m = 1; por lo que tan i = 1: finalmente i = 45°,

12.13  PENDIENTES DE RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES

Calcule la pendiente de CD si (a) AB I CD y la pendiente de AB es %) AB LCD y la pendiente de AB es 3
Soluciones

(a) Por el principio 8, la pendiente de C?f) = pendiente de A% =

b)  Por el principio 10, la pendiente de CTD =T S =—1§ = —,
4

pendiente de AB

12.14  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 9 ¥ 11 A TRIANGULOS Y CUADRILATEROS

Complete cada una de las siguientes proposiciones:

(@) En el cuadrilatero ABCD, si las pendientes de AB, BC, éE' ' 574 son g, —2, 3, Y —2, respectivamente, el cuadrila-
teroesun ? .

(b) En el triangulo LMP, si las pendientes de LMy A;ﬁ’ gon 5y — entonces LMP es un tridngulo _? .

Soluciones

(@) Dado que las pendientes de lados opuestos son iguales ABCD es un paralelogramo. Ademas, los valores de las
pendientes de lados adyacentes son reciprocos negativos, por lo tanto estos lados son perpendiculares y ABCD
es un rectangulo.

(b) Dado que los valores de las pendientes de LM i MP son reciprocos negativos, LM L MP y el tridngulo es recto.
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12.15  APLICACION DEL PRINCIPIO 12

(a) ,ﬁ! tiene pendiente 2 y los puntos A, B y C son colineales. ;Cuales son los valores de las pendientes de AC y BC?
(b) Calcule y, si G(1,4), H(3,2) y J(9,y) son colineales.

Soluciones

(@ Por el principio 12, AC y BC tienen pendiente 2.

(b) Por el principio 12, la pendiente de é:) = pendiente de C'%T-!

2_1’p°r'°q“e"'/;_3—4=%2-= i = o

y_ 4
Por lo tanto g— = 3—

12.5 LUGARES GEOMETRICOS EN GEOMETRIA ANALITICA

Un lugar geométrico de puntos es el conjunto de puntos, y s6lo esos puntos, que satisfacen una condicion determinada.
En geometria, una recta o curva (o el conjunto de rectas o curvas) en una grafica es el lugar geométrico de puntos anali-
ticos que satisfacen la ecuacién de la recta o curva.

Es posible visualizar el lugar geométrico como la trayectoria de un punto que se mueve de acuerdo con la condicion
dada o como el conjunto de puntos que satisfacen dicha condicion.

PrinciPio 1: el Jugar geométrico de los puntos cuya abscisa es una conslante k, es una linea paralela al efe y; su
ecuacion es x = k. (Fig. 12-19).

Principio 2: el lugar geométrico de los puntos cuya ordenada es una constante k es una linea paralela al eje x; su
ecuacion es y = k. (Fig. 12-19).

Fig. 12-19

PrinciPIo 3: el lugar geométrico de los puntos cuya ordenada es igual al producto de una constante m por su absci-
sa, es una linea recta que pasa por el origen; su ecuacion es y = mx.
La constante m es la pendiente de la recta (Fig. 12-20).

Principiod: el lugar geométrico de puntos cuyas ordenadas y abscisas estan relacionadas por alguna de las siguien-
tes ecuaciones:

Y=V =
X—Xx

y=mx + b 0

donde m y b son constantes, es una linea recta (Fig. 12-21).

! = m indica
1

s , ; el
En la ecuacion y = mx + b, m es la pendiente y b es la ordenada al origen. La ecuacion

que la recta pasa por el punto dado (x,.y,) y tiene pendiente m.
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Fig. 12-21 Fig. 12-22

PRINCIPIOB:  ef Jugar geométrico de puntos tales que fa suma de los cuadrados de las coordenadas es una constantz.
es un circulo cuyo centro es el origen,

La constante es el cuadrado del radio y la ecuacion del circulo es:

X2 4 =2

(Observe la figura 12-22). Nétese que para cualquier punto P(x,y) sobre el circulo, x* + V& = 2,

PROBLEMAS RESUELTOS

12.16  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 1 ¥ 2

Graficar y determinar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos (a) cuya ordenada es —2; (b) que estan a 3 u
des del eje y; (¢) que son equidistantes de los puntos (3,0) y (5,0).

Soluciones
(a) Del principio 2, la ecuacién es y = —2; [Fig. 12-23(a)]
(b) Del principio 1, las ecuaciones son x = 3 y x = =3, [Fig. 12-23(b)].

(¢) Laecuacién es x = 4; [Fig. 12-23(c)].

] ‘ Y v
4
. =8 ©%3 =4
. 1 ; | #
x x z' x
[ 4 i : i 3
L8 ] 0 i 1 ' (3,00 5,00 =
—s =2 . 0 g } ;
’ E PV | S PTG o 5 . .V_;..; B —
L5 N T ; : i ¥
(a) (&) ()
Fig. 12-23

12.17  APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 3 Y 4

Grafique y describa los lugares geométricos cuyas ecuaciones son: {a}-y =+ 1By =5%;(@ H = -
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Soluciones

(a8) El lugar geométrico es una recta cuya ordenada al origen es 1y cuya pendiente es j. [Fig. 12-24(g)].
(b) El lugar geométrico es una recta que pasa por el origen y tiene pendiente igual a §. [Fig. 12-24(b)].
(¢) El lugar geomeétrico es un recta que pasa por el punto (1,1) y tiene pendiente § [Fig. 12-24(c)].

I b  E : M WL i,
! Zen: : ‘ %
! e
L
. 4
Ay=3 5
z' Olfrz=2 x
%7 [3) : R x F] 4
alidanct LT LW Y Y
(a) (&) (c)
Fig. 12-24

12.18 APLICACION DEL PRINCIPIO 5

Graficar y obtener la ecuacion del lugar geométrico de los puntos (a) que estan a dos unidades del origen; (b) que estan
a 2 unidades del lugar geométrico de x* + y* = 9.

Soluciones
{a) El lugar geométrico es un circulo cuya ecuacién es x2 + y* = 4 [Fig. 12-25(a)].

(b) Ellugar geométrico es un par de circulos cada uno a 2 unidades del circulo con centro en O y radio 3. Sus ecuacio-
nes sonx® + y* = 25, x* + y* = 1. [Fig. 12-25(p}].

- 12.6 AREAS EN GEOMETRIA ANALITICA @ X

12.6A Area de un Triangulo

Si un lado de un triangulo es paralelo a cualquier eje coordenado entonces la longitud de ese lado, lo mismo que la
longitud de la altura a ese lado, pueden determinarse rapidamente. En este caso la formula A = 1bh puede usarse di-
rectamente. Si ningun lado es paralelo a algln eje coordenado entonces, ya sea que:

1. Eltriangulo puede encerrarse en un rectangulo cuyos lados si son paralelos a los ejes coordenados (Fig. 12-286), o:
Se pueden construir trapezoides cuyas bases sean paralelas al eje y al bajar perpendiculares al eje x (Fig. 12-27).
El area del triangulo puede calcularse ahora a partir de las areas de las figuras asi construidas:

1. En la figura 12-26, area(AABC) = area(rectangulo ADEF) — [drea(AABD) + area(ABCE) + area(AACF)].

2 En lafigura 12-27, area(AABC) = érea(trapezoide ABED) + area(trapezoide BEFC) — area{trapezoide DFCA).
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z ;/ i x I NLA )t
——— ]
M | 2 \ A
: ‘\\_____‘_’_./’
y 1w
(a) (b)
Fig. 12-25
i T g . .
x’ x x' x§
of 0 :
Y P i
Fig. 12-26 Fig. 12-27

12.6B  Areo de un cuadrilatero

El método del trapezoide descrito arriba puede extenderse para calcular el drea de un cuadrilatero, si se conocen los
vértices.

PROBLEMAS RESUELTOS

12.19. AREA DE UN TRIANGULO CON UN LADO PARALELO A UNO DE Los EJEs
Calcular el area de un triangulo cuyos vértices son A(1,2), B(7,2), C(5,4).
Solucion

De la gréfica del triangulo (Fig. 12-28), se tiene que b = 7—1 = 6yqueh = 4 —2 = 2. Entonces A = jbh = 46)(2)
= 6.
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AREA DE UN TRIANGULO SIN LADOS PARALELOS A ALGUN EJE

Calcule el area del AABC cuyos vértices son A(2,4), B(5,8), C(8,2), usando: (a) el método del rectangulo; (b) el método

del trapezoide.

Soluciones

Observe la figura 12-29.

@

(b)

12.7

. =T =
(@ ()

Fig. 12-29
Area del rectangulo DEFC = bh = 6(6) = 36. Entonces:
Area del ADAC = lbh = }2)(6) = 6
Area del AABE = 3bh = ¥3)(4) = 6
Area del ABCF = 1bh = ¥3)(6) = 9

area(DEFC) + area(ADAC + AABE + ABCF) = 36— (8 + 6 + 9) = 15.

—_—

Por lo tanto: area(AABC

Area del trapezoide ABHG 1(3)4 + 8) = 18.
Area del trapezoide BCJH 15,
Area del trapezoide ACJG 18

Entonces: drea(AABC) =

1h(b + b))
H3)(2 + 8)
i6)2 + 4) = 18,
drea(ABHG) + area(BCJH) — drealACJG) = 18 + 15— 18 = 15.

oy
0o

DEMOSTRACION DE TEOREMAS USANDO GEOMETRIA ANALITICA

Muchos teoremas de geometria plana pueden demostrarse con geometria analitica. El procedimiento para probar un

teorema sigue dos pasos principales:
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1. Colocacion de cada figura en posicion conveniente en una gréfica. Para un triangulo, un rectangulo o un paralelo-
gramo, coléquense un vértice en el origen y un lado de la figura sobre el eje x. Indiquense las coordenadas de
cada vértice (Fig. 12-30).

Triangulo Rectangulo Paralelogramo
Y 1
Cle, h) . Dio.K) Clb, )
A h P

z' ¢ x z' L x :
Al0,0) B B(b,0) Al©0,0 b B, 0) b

y y'

Fig. 12-30

2. Aplicacion de los principios de geometria analitica. Por ejemplo, demuéstrese que las rectas son paralelas proban-
do que sus pendientes son iguales; o que dos rectas son perpendiculares mediante la demostracion de que sus
pendientes son reciprocas negativas entre si. Utilicese la formula del punto medio cuando se involucre en la de-
mostracién el punto medio de un segmento, y Usese la férmula de distancia para evaluar la longitud de segmentos.

PROBLEMA RESUELTO
12.21 DeMOSTRACION DE UN TEOREMA MEDIANTE GEOMETRIA ANALITICA

Demuéstrese que las diagonales de un paralelogramo se bisectan entre si.

Solucién
Dados: /7 ABCD, diagonales AC y BD.
Demuéstrese: AC y BD se bisectan entre si.

Plan: Usese la férmula del punto medio para obtener las coordenadas de los puntos medios de las diagonales.

Coléquese el 7 ABCD con el vértice A en el origen y el lado AD a lo largo del eje x (Fig. 12-31). Por lo tanto
los vértices tienen coordenadas A(0,0), B(a.b), Cla+c.b), D(c,0).

Por la férmula del punto medio, el punto medio de AC tiene las coordenadas (a = mientras las del punto medic

22
a+ch
2 w2

de BD son

Por lo tanto, se bisectan las diagonales ya que ambos puntos medios tienen las mismas coordenadas. En conse-
cuencia, son un solo punto.
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Bleb)  Clateb)

x < 2?'
- Al(0,0) Ble,0)
v’
Fig. 12-31
Problemas complementarios
1. Determine las coordenadas de cada punto indicado por una letra en la figura 12-32. (12.1)
¥ .
.E i .C

o

oF 42
x’ G_ s x
; =4 -8 O 2z LA
gg i -2 ’Kv,

ol f oL
" _“03lr
'HJ

Fig. 12-32
2. Grafique cada uno de los puntos siguientes: (12.2)
A(—2,-3) C(0,~1) E(3,—-4) G(0,3)
B(-3,2) D(-3,0) F(13,2) H(34.0)

3. Grafique los siguientes puntos: A(2,3), B(—3,3), C(—3,—2) y D(2,—2). En seguida, caicule el perimetro y el drea
del cuadrado ABCD. (12.3)

4. Grafique los puntos siguientes: A(4.3), B(—1,3), C(—3,—3), D(2,—3). En seguids, calcule el drea del paralelogramo

ABCD y del triangulo BCD. (12.3, 12.4)
5. (Calcule el punto medio del segmento que une los puntos: (12.5)
(@ (0.0)y (88 () (-20,-5)y (0,0) (i (34) y(7.6)

) (0,0vy57) (f) 04y (016 ) (28 y(-4-12
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y
! ) (0.0 y(-812) @ B0)y(0-2 k) (7.9 y (33
(d) (14,10) vy (0,0) (h) (-10,0)y (0.-5) -1y (2-5
.': 6. Calcule los puntos medios de los lados de los tridngulos cuyos vértices son: (12.5)
(@ (0,0, (8,0), (0.6) @) (3.5), (6:7) (B8.11)
| (b)  (=6.0), (0.0). (0.10) (e) (4,0), (0,-6), (-4,10)
k (¢) (12,0), (0,-4), (0,0) " (1,72, (0.2, (1.-1)
IE 7. Calcule los puntos medios de los lados de los cuadrilateros cuyos vértices sucesivos son: (12.5)
1
f (@ (0,0), (0,4), (2,10), (6,0) (e) (2,0, (0,4), (6,2), (0,—10)
(b) {_315)1 (_1 ,9), (?!3}! (5’_1} (d) (_3,..‘7)? (_1 ’5)! (9!0)! (5!_8}
8. Calcule los puntos medios de las diagonales de los cuadrilateros cuyos vértices sucesivos son: (12.5)
: {8) (0,0), (0,5), (4,12), (8.1) (¢) (0,-5),(0,1), (4,9), (4,3)
(b) (_4=_1)’ (_2'3)1' {6,1), (21_8)
9. Calcule el centro de un circulo si los extremos de un didmetro son los puntos: (12.5)
|
@ (0.0)y (4.8 () (=3.1)y(0.-5 (e) (ab)y (3a,5D)
b)) 1.0y (-5-12) (d) (0,0)y (2a,2b) (h  (a2b)y (a,20)
10. Si M es el punto medio de AB, calcule las coordenadas de: (12.5)
(a) M si las coordenadas de A y B son A(2,5), B(6,11)
E (b) A si las coordenadas de M y B son M(1,3), B(3,6)

(c) B silas coordenadas de A y M son A(—2,1), M{2,—1)

11. Los puntos de triseccién de AD son B y C. Calcule las coordenadas de: (12.5)
(a) B silas coordenadas de A y C son A(1,2), C(3,5)
(b) D silas coordenadas de B y C son B(0,5), C(1},4)

(¢) A silas coordenadas de B y C son B(0,6), C(2,3)

2. A(0,0), B(0,5), C(6,5). D(6,0) son los vértices del cuadrilatero ABCD: (12.6)

(a) Demostrar que ABCD es un rectangulo.
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() Demostrar que los puntos medios de AC y BD tienen las mismas coordenadas.

{¢) ¢Se bisectan entre si las diagonales? ;Por qué?

Los vértices del AABC son A(0,0), B(0,4) y C(6,0). (12.6)
(@ SiAD es la mediana a BC, calcule las coordenadas de D y las del punto medio de AD.
(b) Si CE es la mediana a AB, calcule las coordenadas de E y las del punto medio de CE.

(¢) ¢Se bisectan las medianas AD y CE? ;Por qué?

Calcule la distancia entre cada una de las siguientes parejas de puntos. (12.8)
@ (0,0)y (05 (@ (-6-1)y (-6.11) @ (-8-4)y (3.4

() 4.0y (=20 ) (B3 y 584 (h)  (ab)y (2a,b)

(e) ©-3)y(©07) h 157y (6.7)

Calcule las distancias, por parejas, que separan a los siguientes puntos colineales. (12.8)
@ (52, (5,1), (64 @ (4.2, (=32, (02

) (0,-8), (0,—2), (0.12) (d)  (0.b), (@.b), (3a,b)

Calcule la distancia entre cada una de las siguientes parejas de puntos. (12.8)
@@ 00y (512 €) (3.6)y@32) 0  BAHyE7)

b (3-4y(00 h 28y (10,12 0 Ay

€ (0-6)y (98 @ (@2)y(5.35) K (=30 y (0¥7)

@ 1)y [@5) (h)  (©5)y(-50) (h (a0 y(©a)

Demuestre que los tridngulos con los vértices gue se enlistan a continuacion, son istsceles. (12.9)
(@) A(3,5), B(6,9), C(2.,8) (¢) G(5,-5), H-2,-2), J(8,2)

by D(2,0), E(6,0), F(4,4) (& K(7,0), L(3,4), M(2,—1)

;Cudles de los triangulos cuyos vértices se enlistan abajo son triangulos rectangulos? (12.9)
(a) A(7,0), B(8,3), C(12.5) () G(1,-1), H(5.0). J(3,8)

() D(2.0), E(5.:2), F(1,8) (@)  K(=4,0), L(-2,4), M(4,~1)

Los vértices del AABC son A(-2,2), B(4,4) y C(8,2). Calcule Ia longitud de la mediana a: (a) AB : (b) AC ;
{c) BC. (12.9)




262

20.

21.

22.

23.

24,

25,

26.

GEOMETRIA PLANA 12

(@) Los vértices del cuadrilatero ABCD son A(0,0), B(3,2), C(7,7), y D(4,5). Demuestre que ABCD es un paralelo-
gramo. (12.10)

(b) Los vértices del cuadriidtero DEFG son D(3,5), E(1,1), F(5,3), y G(7,7). Demuestre que DEFG es un rombo.

(¢) Los vertices del cuadrilatero HJKL son H(0,0), J(4,4), K(0,8), v L(—4,4). Demuestre que HJKL es un cuadra-

do.
Calcule el radio de un circulo cuyo centro esta en: {12.11)
(@) (0,0) y pasa por (—6,8) (@) (2,0) y pasa por (7,—12)
{b) (0,0) y pasa por (3,—4) (e) (4,3) y es tangente al eje y
(¢) (0,0) y pasa por (—5,5) (f (—1,7) y es tangente a la rec-

tax = —4

Un circulo tiene su centro en el origen y su radio mide 10. Determine si cada uno de los puntos que se enlistan
a continuacion estd sobre, dentro o afuera del circulo: (a) (6,8); (b) (=6.8); (¢) (0,11): (@) (—=10,0); (e) (7,7); () (—9.4);

(@) (9.419). (12.11)
Calcule la pendiente de la recta que pasa por cada una de las siguientes parejas de puntos: (12.12)
@ (0.0)y(59) e (-2-3)y (7,15 0 (3.-9y(@©0

) (0.0 y 9.5 h  =2-3) y21) » (0-2)y(810)

¢} (0.0} y(6,15) @ (B4 y(58) k) 1,78y (1,-7)

@ (23)y (615 (M (0.0 y(-48) h =34y (-1,-2

Calcule la pendiente de la recta cuya ecuacién es: (12.12)
@ y=3-4 el -y =5x (1] 3y = —12x + 6 (m y=x-3

(b) y=4x-3 h y=5 h Jy=12-2x () sy=2¢-6

€0 y=-x+5 (@0 2y =86x—10 k) y+x=21 o ly=7—x

@ y=8-7x (hy 2y =10x -6 0 2x=12-y P iy +2x=1
Calcule la inclinacién, hasta la Ultima unidad en grados, de cada una de las rectas siguientes: (12.12)
(@ y=3x-1 () 2y =5x + 10 (&) Sy =5x-3

B} ¥ =1 @ y=%x+5 " y=-8

Calcule la pendiente de una recta cuya inclinacion es: (a) 5°; (b) 17°; (c) 20°; (d) 35°; () 45°; () 73°:
(g) 85°. ' (12.12)
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27. Caloule la inclinacion, hasta las unidades en grados, de una recta cuya pendiente es (a) 0; (b) 0.4663; (¢) 1:
(@) 1.4281; (&) & (h & (@ 5 (M) 1% () 2L (12.12)

Fig. 12-33

28. Enel hexagono de la figura 12-33, CD || AF. ;Qué lados o diagonales tienen: (a) pendiente positiva; (b) pendiente
negativa; (c) pendiente cero; (d) no tiene pendiente?

29.  Calcule la pendiente de una recta que es paralela a otra cuya pendiente es: (a) 0; (b) no tiene pendiente; (c) 5;

(d) —5; (e) 0.5; (f) —0.0005. (12.13)
30. Caloule la pendiente de una recta paralela a otra cuya ecuacion es: (12.13)

@ y=20 {g) =Y fe) y=56x—2 (g9 38y—6x=12

b) x=0 @ y=7 h x+y=5

31. Calcule la pendiente de una recta paralela a otra que pasa por (a) (0,0) y (2,3); (8) (2,—1) ¥ (5.6); (€) (3,4) y (5.2);

(@ (1,2) y (0.-4) (12.13)
32. Calcule la pendiente de una recta perpendicular a otra cuya pendiente es: (12.13)

@ 3 ) 3 ) 0.1 @ - »n o

B 1 @ 23 ) = (hy -3 ()] no tiene pendiente

33. Calcule la pendiente de una recta perpendicular a otra que pasa por: (a) (0,0) y (0,5); (b) (0.0) y (2,1); (c) (0.0
y @1 (@) (1.1) y (3.3) (12.13)

34.  En el rectangulo DEFG, la pendiente de DE es §. Calcule la pendiente de (a) EF ; (b) FG ; (¢) DG.  (12.14)

35. En el JABCD la pendiente de AB es 1, mientras que la pendiente de BE es de —}. Calcule la pendiente de
(a) AD ; (b) CD ; (¢) la altura de AD ; (d) la altura de CD. (12.14,

36. Los vértices del AABC son A(0,5), B(3,7), C(5,—1). ;Cuél es la pendiente de la altura de: (a) AB ; (b) BC ;
() AC? (12.14)
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37. ¢En cuél de los siguientes conjuntos, los puntos son colineales: (@) (2,1), (4.4), (8,10); (b) (—1,1), (2,4), (6,8);

38.  ;Para qué valores de k son colineales los siguientes puntos: (a) A(0,1), B(2,7), C(6.4); (b) D(—1 .5), E(3,k), F(5,11);
(6) G(0,K), H(1.1), /(3,—1)? (12.15)

39. Determine la ecuacidn de la recta o pareja de rectas que son el lugar geométrico de puntos tales que: |

(12.186)
(@) su abscisa es =5

E (b) su ordenada es 3}
: (c) estan a 3 unidades del eje x
E (d) estan a 5 unidades abajo del eje x
1 (e) estan a 4 unidades del eje y
: (f) estén a 3 unidades de la recta x = 2
(g) estan a 6 unidades arriba de larecta y = —2
] (h) estédn a 1 unidad a la derecha del eje y
i ()  son equidistantes de las rectas x = 5, x = 13

40. Defermine la ecuacién del lugar geométrico del centro de un circulo que: (12.18)

(a) es tangente al eje x en (6,0)
| (b) es tangente al eje y en (0,5)

{¢) estangente alasrectasx = 4, x = 8

' (d) pasa por el origen y por (10,0)
(¢) pasa por (3,7) y por (9,7)

() pasa por (3,—2) y por (3,8)

_ 41.  Determine la ecuacién de la recta o parejas de rectas que son el lugar geométrico de puntos tales que:

. (12.16)
! (d8) sus coordenadas son iguales

| (b) su ordenada es cinco veces mayor que su abscisa

(¢) su abscisa es cuatro veces menor que su ordenada

(d) su ordenada excede a su abscisa por 10
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(e) la suma de sus coordenadas es 12
(A la diferencia de sus coordenadas es 2
(@) son equidistantes del eje x y del gje y

(h) son equidistantes de x + y = 3ydex +y =7

Describa el lugar geométrico de cada una de las siguientes ecuaciones: (12.17)
= y+3 _5 -
@ y=2x+5 © D A e x+y=7
-3
0 L= =4 @ y=k h By =x
Determine la ecuacién de la recta que pasa por el origen y tiene pendiente de: (a) 4; (b) —2; (¢) & (d) —&
(€) 0 (12.17)
Determine la ecuacién de una recta con ordenada al origen de: (12.17)
(&) 5y pendiente 4. (d) B8yesparalelaay = 3x — 2
(b) 2y pendiente —3 () —-3yesparalelaay =7 —4x
{¢) —1y pendiente § (N Oyesparalelaay —2x = 8

Determine la ecuacion de una recta con pendiente 2 y que pasa por (a) (1.4); (&) (—2,3): (¢) (—4.0); (d) (0,—7}

Determine la ecuacion de la recta que: (12.17)
(a) pasa por el origen y tiene pendiente 4

(b) pasa por (0,3) y tiene pendiente ;

{¢) pasa por (1,2) y tiene pendiente 3.

(d) pasa por (—1,—2) y tiene pendiente 3

(e) pasa por el origen y es paralela a una recta con pendiente 2

(a) Describa el lugar geométrico de la ecuacion x* + y* = 49 (12.18)
() Determine la ecuacién del lugar geoméirico de los puntos gue estan a 4 unidades del origen.
(¢c) Determine la ecuacién del lugar geométrico de los puntos a 3 unidades del lugar geométrico de x* + y*

= 25.

Determine la ecuacién del lugar geométrico de los puntos a 5 unidades de: (a) el origen; (b) el circulo x* + ¥
= 16; (c) el circulo x* + y* = 489. (12.18)
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¢Cudl es el radio de un circulo cuya ecuacion es: (@) x> + )2 = 9; (B) X2 + ¥? = 1 (c) 9 + 9y® = 36;
(d) x® + y* = 37 (12.18)

Determine la ecuacién del circulo con centro en el origen y cuyo radio es: (g) 4; (b) 11; (¢) Z (d) 1% (&) V' 5;

(3. (12.18)
Calcule el drea del AABC cuyos vértices son A(0,0) y: {12.19)
(@ B(0,5) y C(4,5) (¢) B(0,8)y C(—5,8) (e} B(8,2)y C(7,0)

() B(0,5)y C(4,2) (d) B(0.8) y C(-5,12) {f) B(6,-5) y C(10,0)

Calcule el drea de: (12.19)

(@) un friangulo cuyos vértices son A(0,0), B(3,4) y C(8,0)

(b) un triangulo cuyos vértices son (1,1), E(5,6) y F(1,7)

(e) un rectangulo con vértices adicionales H(2,2), J(2,6) y K(7,2)

(d) un paralelogramo con vértices adicionales L(3,1), M(9,1) y P(5,5).

Caleule el drea del ADEF cuyos vértices son D(0,0) y: (a) E(6,4), F(8,2); (b) E(3,2) y F(6,—4); (c) E(—2,3) y
F(10,7) (12.20)

Calcule el drea del triangulo cuyos vértices son: (a) (0,0), (2,3) y (4,1); (b) (1,1), (7,3) ¥ (3,8); () (—1,2),(0,—2) y
(3.1). (12.20)

Los vértices del AABC son A(2,1), B(8,9) y C(5,7). (a) Calcule el drea del AABC, (b) Calcule la longitud de AB.
(c) Calcule la longitud de la altura a AB. (12.20)

Calcule el area del cuadrildtero cuyos vértices sen: (a) (3,3), (10,4), (8,7) y (5,6); (b) (0.4). (5.8), (10,6) y (14,0);
(c) (0.1), (2,4), (8,10} y (12.2) (12.20)
Calcule el area del cuadrilatero formado por las rectas: (12.19)
@ x=0,x=5y=0,y=8

B x=0x=7y=-2¥y=5

€ x=-3,x=58y=3y=-8

]
o
5

@ x =6,y=0y=x+1
@ y=0y=4y=xy=x+4

n 2%,y =2x+ 6

=
]

o

=
1]
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Demuestre cada uno de los incisos siguientes mediante el uso de los principios de geometria analitica:(12.21)

(@)

(&)
€
(@)

(€)

un segmento de recta que une los puntos medios de dos de los lados de un triangulo, es paralelo al tercer
lado.

las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si.
la mediana a la base de un tridngulo isdsceles es perpendicular a la base.

la longitud del segmento de recta que une los puntos medios de dos lados de un triangulo es igual a la
mitad de la longitud del tercer lado.

si los puntos medios de los lados de un rectangulo tomados es sucesion se unen, entonces el cuadrilatero
formado es un rombo.

en un triangulo rectangulo, la longitud de la mediana a la hipotenusa es la mitad de la longitud de la hipote-
nusa.



Desigualdades
y razonamiento indirecto

13.1 DESIGUALDADES

Una desigualdad es una proposicién de que las cantidades no son iguales. Si dos cantidades son desiguales, la primera
es mayor 0 menor que la otra. Los simbolos para desigualdad son: #, que significa distinto de; > que significa mayor
que; y < que significa menor que. Asi, 4 # 3 se lee como “cuatro es distinto de 3”; 7 > 2 se lee como “'siete es ma-
yor que dos”; y 1 <_5 se lee como “‘uno es menor que 5"

Dos desigualdades pueden ser del mismo orden o de orden opuesto. En desigualdades del mismo orden, se utiliza
el mismo simbolo de desigualdad; en desigualdades de orden opuesto, se utilizan simbolos de desigualdad opuestos.
Asi, 5> 3y 10 > 7 son desigualdades del mismo orden; 5 >3y 7 < 10 son desigualdades de orden opuesto.

Las desigualdades del mismo orden pueden combinarse de la siguiente manera. Las desigualdades x <y y ¥y <
z pueden combinarse como x < y < z, lo que indica gue y es mayor que x y menor que z. Las desigualdades a > b
y b > ¢ pueden combinarse como a > b > ¢, lo que indica que b es menor gue a y mayor que c.

13.1A Axiomas de desiguadad

Los axiomas son proposiciones que se aceptan como verdaderas sin necesidad de demostracién y que se utilizan de
la misma manera que los teoremas.

AxioMa 1:  una cantidad puede ser sustituida por su fgual en cualquier desigualdad.
Asi, six >yyy = 10, entonces x > 10.

AXIOMA2:  sila primera de tres cantidades es mayor que la segunda, y la segunda es mayor que la tercera, entonces
la primera es mayor que la tercera.

Asi, six >y yy >z entonces X > Z.
Axioma 3: el todo es mayor que cualquiera de sus parfes.

Asi, AB > AM y m{_BAD > m{_BAC en la figura 13-1.

Fig. 13-1
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13.1B  Axiomas de desiguadades de operaciones
AxiomA 4:  si iguales se suman a desiguales, las sumas son desiguales del mismo orden.

Como5>4y4 =4, sesabeques + 4>4 + 4(09>8).8x—4<5 entoncesx —4 + 4 <5 + 40x<2
AxioMa 5:  si desiguales se suman a desiguales del mismo orden, las sumas son desiguales del mismo orden. |

Como5>3y4>1, setienes + 4>3+1(09>4).8i2x—4<5yx + 4< 8, entonces 2x — 4 +x+4»<1
5+ 80 3x < 13.

AXIOMA B: s/ fguales se sustraen de desiguales, las diferencias son desiguales del mismo orden.

Como10>5y83 = 3, setiene 10—3>5—-3(07>2). 8ix + 6<9y6 =6,entoncesx + 6 —-6<9—6ox<3
AXiOMA 7:  si desiquales se sustraen de iguales, las diferencias son desiguales de orden opuesto.

Como 10 = 10y 5> 3, setiene 10 -5<10-3(05<7).Six + y = 12yy>5, entonces x + y-y<12-50x<7
AXIOMA8:  si desiguales se multiplican por el misme nimero positivo, los productos son desiguales del mismo ordes.

Asi, si {x < 5, entonces 4(ix) < 4(5) 0 x < 20.

Axioma 9:  si desiguales se multiplican por el mismo ndmero negativo, fos resultados son desiguales de ordes
opuesto.

Asi, si x < 5, entonces (—2){kx) > (—2)(5) o (~x > —10 0 x < 10.
AxioMA10:  si desiguales se dividen entre el mismo niimero positivo, los resultados son desiguales del mismo orden

Asi, si 4x > 20, entonces 47: > 249 oXx >b.

Axioma 11: s/ desiguales se dividen entre el mismo ndmero negativo, los resultados son desiguales de ordes
opuesto.

Asi, si —7x < 42, entonces _7775 > f—?f, o x > —6.

13.1C  Postulado de desigualdad

PosTuLabo 1:  /a longitud de un segmento de linea es la distancia més corta enire dos puntos.

13.1D  Teoremas sobre la desigualdad del triangule

PRINCIPID 1:  /a suma de las longitudes de dos lados de un fridngulo es mayor que la longitud del tercer lado. (Corolz-
rio: la longitud del lado més corto de un tridngulo es menor que la suma de las longitudes de los otros dos lados y mayor
que su diferencia.)

Asi, en la figura 13-2, BC + CA > AB.
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Fig. 13-2

PriNciPIO 2:  en un lridngulo, un dngulo exterior es mayor que cualquier dngulo interior no adyacente al exterior.
Asi, en la figura 13-2, m{_BCD > m{_BAC y ml_BCD > ml_ABC.

PRINCIPIO 3: i las fongitudes de dos lados de un tridngulo son desiguales, los dngulos opuestos a estos lados son
desiguales, siendo el angulo mayor opuesto al lado mayor. (Corolario: el dangulo mayor de un tridngulo es opuesto al
lado mayor.)

Asi, en la figura 13-2, si BC > AC, entonces mi_A > ml_B.

PriNcIPIO4:  si dos dngulos de un tridngulo son desiguales, las longitudes de los lados opuestos a eslos angulos son
desiguales, siendo el lado mayor opuesto al dngulo mayor. (Corolario: el lado mayor de un tridngulo es opuesto al angulo
mayor.)

Asi, en la figura 13-2, si m{_A > m[_B, entonces BC > AC.

PriNcIPIO 5:  [a perpendicular desde un punto a una linea es el segmento mds corto desde el punio a la finea.
Asi, en la figura 13-3, si PC 1 AB y PD es cualquier otra linea desde P a AB, entonces PC < PD.

B
P /B\ /l
C D A C' A 6

A B
Fig. 13-3 Fig. 13-4

PrincIPIO 6:  si dos lados de un tridngulo son congruentes con dos lados de olro tridngulo, el triangulo que tiene el
angulo mayor tiene el tercer lado mayor.

Asi, en la figura 13-4, si BC = B'C', AC = A'C',yml_C > ml_C’, entonces AB > A'B'.

PRINCIPIO 7:  si dos lados de un tridngulo son congruentes con dos lados de otro tridngule, el tridngulo que tiene el
tercer lado tiene el dngulo mayor opuesto a este lado.

Asi, en la figura 13-4, si BC = B'C', AC = A'C’, y AB > A'B’, entonces mL_C >ml C'.

13.1E Teoremaos schre la desigualdad del circulo
PrinciPlo 8:  en el mismo circulo o en circulos iguales, al mayor angulo central le corresponde el mayor arco.

Asi, en la figura 13-5, si m{_AOB > m/_COD, entonces m@ > méB.

PRINCIPIO 9:  en el mismo circulo o en circulos iguales, al mayor arco le corresponde el mayor dngulo central (éste
s el converso del principio 8).
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Cotin Y
Asi, en la figura 13-5, si mAB > m€D, entonces m/_AOB > m/_COD.

B B
Fig. 13-5 Fig. 13-6

PRiNCIPIO 10:  en el mismo circulo o en circulos iguales, a la mayor cuerda le corresponde el mayor arco menor.
Asi, en la figura 13-6, si AB > CD, entonices mAB > mCD.

PriNCIPIO 11:  en el mismo circulo o en circulos iguales, al mayor arco menor le corresponde Ia mayor cuerda (éste
es el converso del principio 10).

Asi, en la figura 13-6, si mAB > mC"B, entonces AB > CD.
PRINCIPIO 12:  en el mismo circulo o en circulos iguales, la cuerda mayor esla a la menor distancia del centro.

Asi, en la figura 13-7, si AB > CD, entonces OFE < OF.

B

Fig. 13-7

PRINCIPIC 13:  en el mismo circulo o en circulos iguales, la cuerda que esta a la menor distancia del centro es la cuer-
da mayor. (Este es el converso del principio 12.)

Asi, en la figura 13-7, si OF < OF, entonces AB > CD.

PROBLEMAS RESUELTOS
13.1  ELECCION DE SiMBOLOS DE DESIGUALDAD
Determine el simbolo de desigualdad, > o <, que hace verdaderas las siguientes:

() 5. % 5 € =5 -7 8 e) Six =3, entoncesx® ? x

by 6 ? 9 ) -5 7 =& (A Six>10,entonces 10 ? x
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Soluciones

L)< @< @< (> <

APLICACION DE AXIOMAS SOBRE DESIGUALDADES

Complete cada una de las siguientes proposiciones:

13.3

(a) Sia>byb>8 entoncesa ? 8.
(b) Six>yy = 15,entoncesx ? 15,
(¢) Sic<20yd<5,entoncesec +d__ 7 25.

(d Six>yyy>6,entoncesx ? y ?7 B

(e) Six>y entoncesx ? .

() Sie<jif entoncesde 7 f.

(g9 Si-y<zentoncesy 7 —x.
() Si—4x>p,entoncesx 7 —ip.

(i) Si Paul y Jack tienen la misma cantidad de dinero y Paul gasta mas que Jack, entonces Paul tendra
? gue Jack.

(/) Si Anne es ahora mayof que Helen, entonces hace 10 afios Anne era _ ?  gue Helen.

Soluciones
a8y > ) < (e) > g > (H menos
b) > dy >> i = h < (" mayor

APLICACION DE TEOREMAS SOBRE LA DESIGUALDAD DEL TRIANGULO (Fig. 13-8)

(a) Determine los valores enteros que puede tener la longitud del lado a de un triangulo si los otros dos lados
tienen longitudes 3 y 7.

etermine cudl es el mayor lado de un triangulo si dos angulos miden y :
b) D i Al | lado d iangulo si dos angul iden 59° y 60°

{c) Determine cudl es el mayor lado del paralelogramo ABCD si E es el punto medio de las diagonales y
mi_AEB > m{_AED.

Soluciones

(@) Como a debe ser menor que 3 + 7 = 10 y mayor que 7 — 3 = 4, a puede tener los valores enteros de
5,8, 7, 8.9

() Comomli B =59°ymi C = 60°, m__A = 180° — (59° + 60°) = 61°. Ahora bien, el lado mayor es
opuesto al angulo mayor, [_A, de modo que el lado mayor es BC.
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A
A B
4 E
5 7
_ 59° 60° D C
B a c B ¢
{a) (b) ()
Fig. 13-8

(¢) Enel JABCD,AE = CEyDE = EB. Como m{_AEB > m[_AED, AB > AD o AB (= DC) es el lado mayor.
(Principio 6)

13.4 ApLICACION DE TEOREMAS SOBRE LA DESIGUALDAD DEL CiRcULO

En la figura 13-8, compare
(a8) ODy OF si[_C es el angulo mas grande del AABC
ST
(b) ACy BC si mAC > mBC
() mBCy mAC si OF > OF

(@) mi_AOBy ml_BOC si mAB > mBC

Soluciones

(a) Como [ _C es el mayor angulo del triangulo, AB es el mayor lado, o AB > BC; por lo que 0D < OF por
el principio 12.

(b) Como m,ﬁ'é > mé?:, AC > BC, al mayor arco le corresponde la mayor cuerda.
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P
(¢) Como OF > OE, BC < AC por el principio 13; por lo que mg(\? < mAC por el principio 10.

~~ ~~
() Como mAB > mBC, m{_AOB > mi_BOC, al mayor arco le corresponde el mayor angulo central.

13.5 RESOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE DESIGUALDADES
Demuestre que en el AABC, si M es el punto medio de AC y BM > AM, entonces mL_A + m{_C m[_B.

Dados: AABC, M es el punto medio de AC.
BM > AM

Demuestre que: m{. A + ml_C>ml B -
Plan: demuestre m{_ A>m[ 1ymL C>ml 2
y después sume desiguales. 1\2
i A M C
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1. M es el punto medio de AC 1. Dado
2. AM = MC 2. Un punto medio divide a una linea en dos partes
congruentes
3. BM > AM 3. Dado
4. BM > MC 4. Una cantidad puede ser sustituida por su igual en
cualquier desigualdad. Definicién de segmentos
congruentes,
5 Enel AAMB, mLA>[ 1 5. En un triangulo, el mayor angulo esta opuesto al
Enel ABMC, m[_ C>[ 2 mayor lado.
6. mLA + miC>mLB 6. Si desiguales se suman a iguales, las sumas son
desiguales del mismo orden

13.2 RAZONAMIENTO INDIRECTO

Muchas veces se llega a una conclusién correcta por medio de razonamiento indiracto. En esta forma de razonamiento,
se llega a la conclusién correcta eliminando todas las conclusiones posibles excepto una. La posibilidad restante debe
ser la correcta. Supongase que se dan los afios 1492, 1809 y 1990 y se asegura que en uno de estos afos nacio un
ipresidente de Estados Unidos. Eliminando a 1492 y a 1990 por imposibles, se sabe por medio del razonamiento indirec-
to, que 1809 es la respuesta correcta. (Si se hubiera sabido que Lincoln nacié en 1809, el razonamiento hubiera sido
directo.)

Cuando se demuestra un teorema por medio del razonamiento indirecto, se puede eliminar una conclusion posible
:si se supone gue ésta es verdadera y este supuesto resulta en una contradiccion de alguin hecho dado conocido.
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PROBLEMAS RESUELTOS

13.6

13.7

Dem

APLICACION DEL RAZONAMIENTO INDIRECTO EN SITUACIONES REALES
Expligue cdmo se puede utilizar el razonamiento indirecto en cada una de las siguientes situaciones:
(@) Un detective determina quién es el asesino de una persona.
() Un bibliotecario determina qué volumen de un conjunto de libros esta en uso.
Soluciones

(@ Eldetective, utilizando una lista de todos los sospechosos de asesinato en el caso, elimina a todos excepio
uno. Concluye que el que gueda es el asesino.

(b) El bibliotecario localiza, viendo en los estantes y revisando los registros, todos los libros del conjunto ex-
cepto uno. Concluye que el faltante es el que esta en uso.

DEMOSTRACION DE UN TEOREMA S08RE DESIGUALDADES POR EL METODO INDIRECTO

uestre que en el mismo circulo o en circulos iguales, cuerdas desiguales estan a distancias desiguales del centro.

Dado: circulo O, AB # CD
OE L AB, OF L CD
Demuestre que: OF +# OF
Plan: suponga gue la otra
conclusion posible OF = OF
es verdadera, y llegue
a una contradiccién

DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos

1. Cualquier OE = OF u OE # OF. 1. Dos cantidades son iguales o son distintas.

2. Suponga que OF = OF. 2. Esta es una de las conclusiones posibles.

3. 8i OE = OF, entonces AB = CD. 3. En el mismo circulo 0 en circulos iguales, las
cuerdas que distan del centro distancias iguales s
iguales.

4. Pero AB # CD 4, Dado

5. El supuesto OE = OF no es vélido 5. No conduce a una contradiccion

6. Por lo que OE # OF. 6. Esta es la Unica posibilidad restante

Problemas complementarios
1. Determine qué simbolo de desigualdad, > o <, hace verdadera cada una de las siguientes:

(@ Siy>15, entonces 15 2 . (d Sia=4yb =1 entonces alb ? 15.
(b) Six =2,entonces3x—-1 ? 4. (e) Sia = 5 entoncesa® 7?7 da
() Six=2yy =3, entoncesxy ? 5. () Sib =4 entoncesb> 2?2 b,
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Complete cada uno de los siguientes enunciados:
(@)
(b)

Siy>xyx =z entoncesy ? Z

Complete cada uno de los siguientes enunciados

@ BC 2 BD

()

mi_BAD ? ml BAC

Complete cada uno de los siguientes enunciados:

@)

tonces Mary ganara 7

(6)

? de lo que pesa Helen.

Sia+b>cyb=4dentoncesa+d ?

277
(13.2)
() Sia<byb<15 entoncesa 7 15,

c. (d Siz>yy>x,yx=10entoncesz 7 10.
acerca de la figura 13-10: (13.2)
B,

D
¢
Fig. 13-10
(¢) AADC 7?7 AABC
(¢h SimlLA = ml_C, entoncesAB_? BD.
(13.2)

Si Mary y Ann reciben semanalmente el mismo salario y Mary va a recibir un aumento mayor gue Ann, en-
que lo que gana Ann.

Si Berenice, que tiene el mismo peso que Helen, baja de peso mas que Helen, entonces Berenice pesara

Complete cada uno de los siguientes enunciados: (13.2)
(a) Sia>3,entoncesda 7?7 12, (@) Sif>8,entoncesf +7__ 7 15

(b) Six—-3>15,entoncesx 7 18 () Six =y entoncesx +5__? y + 6.

(c) Si3x<18,entoncesx ? 6. (i Sig=~hentoncesg—10_? hH-9

;Cual de los siguientes conjuntos de numeros puede representar las longitudes de los lados de un trian-
gulo? (13.3)

@ 3,48 () 5712 (0 346 () 27,8 (¢ 50,505

;Qué valores enteros puede tener la longitud del tercer lado de un tridangulo si dos lados tienen longitudes
(@2y6;(b)3y8()a4y7:()4yBi(e)ay5(NHT7y7? (13.3)

En la figura 18-11, ordene, en forma descendente, (a) los angulos del AABC; (b) los lados del ADEF; (c) los angu-
los 1,2y 3. (13.3)

(a) En el cuadrilatero ABCD de la figura 13-12, compare m{_BAC y mL_ACD si AB = CD y BC > AD.
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E B
65°
B
10
7
55° 1
A 12 C D F A C
(2) (b) (e)
Fig. 13-11
B
B C
D
A 4 M c
Fig. 13-12 Fig. 13-13
(b) - En el AABC de la figura 13-13, compare AB y BC si BM es la mediana sobre AC y m{_AMB > ml_BMC.
(13.3

10. Ordene en forma descendente, (13.4)

(a) Los lados del AABC en la figura 13-14

(b) Los angulos centrales AOB, BOC, y AOC de la figura 13-14

(¢) Los lados del trapezoide ABCD en la figura 13-15

(d) Las distancias de los lados del ADEF al centro en la figura 13-16

E
A <) 14
H
J
D 15 F

140°

Fig. 13-14 Fig. 13-15 Fig. 13-10
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11. Demuestre lo solicitado en la'figura 13-17. (13.5)
(a) Dado: paralelogramo ABCD (b) Dado: Rombo FGHJ
AC > BD mL_G>mlLF
Demuéstrese: mi{_BDA > m[ _CAD Demuéstrese: FL > GL
B c G H
%
A D F J
(¢) Dado: AD bisectriz de LA (d) Dado: AE | BC
CD bisectriz de [_C, AB > BC m{_DAE > m[_EAC
Demuéstrese: AD > CD Demuéstrese: AC > AB
B D
: j 4 B
A C B > c
(¢) Dado: cuadrilatero ABCD (Hh Dado: AB = AC
AB > BC, AD > CD Demuéstrese: BD > CD
Demuéstrese: m/l C>ml A
D
B
A
(4
A D C B
Fig. 13-17
12. Explique como se utiliza el razonamiento indirecta en cada una de las siguientes situaciones. (13.8)

(a) Una persona determina cual de sus corbatas tomo prestada su compafiero de cuarto.

(b) Una nifia determina que el motor eléctrico de su tren no esta defectuoso a pesar de que su tren de juguete

no funciona.

(¢) Un profesor identifica cudl de sus estudiantes no hizo la tarea asignada.

(d) Un mecanico encuentra la razén por la que el acumulador de un automdévil no funciona.

(6) Una persona acusada de un crimen prueba su inocencia por medio de una coartada.
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13. Demuestre cada uno de los siguientes: (13.7)
(@) Los angules en la base de un tridngulo isésceles ne pueden ser angulos rectos.
(b)  Un trigngulo escaleno no puede tener dos angulos congruentes.
(c) La mediana sobre la base de un ftridngulo escaleno no puede ser perpendicular a la base.
(d) Silas diagonales de un paralelogramo no son congruentes, entonces no es un rectangulo.

(e)  Siuna diagonal de un paralelogramo no bisecta un angulo del vértice, entonces el paralelogramo no es un
rombao.

()  Sidos angulos de un tridngulo son distintos, los lados opuestos a éstos son distintos, siendo el lado mayor
opuesto al angulo mayor.




Para mejorar el
discurso matemaético

14.1 DEFINICIONES

A la pregunta: “;Era Lincoln un hombre educado?” no se le puede dar una respuesta adecuada a menos que se esté
‘de acuerdo con el significado de la frase “"un hombre educado”. No es posible la existencia de comprension y por ende
‘25 imposible progresar en alguna discusion o en la resolucion de algin problema a menos que los términos involucrados
‘=stén adecuadamente definidos o que, por acuerdo, permanezcan sin definir.

14.1A  Requisites para una buena definicién

ncipio 1:  Todos los términos en una definicion deberdn estar definidos previamente (o que sean aquellos que, por
erdo, se dejen indefinidos).

Asi, si se va a definir un poligono regular como un poligono equildtero y equiangular, es necesario que hayan sido
sreviamente definidos los términos poligono, equiangular y equilateral.

ciPlo 2:  El término que se esté definiendo debera colocarse dentro de la clase, conjunto o categoria inmediata-
nte mds grande a la que pertenezca.

En consecuencia, los términos: poligono, cuadrilatero, paralelogramo y rectangulo deben ser definidos en ese or-
=n. Una vez que el término paligono estd definido, se define en seguida al término cuadrilatero como una especie de

igono. Un paralelogramo se define como una especie de cuadrilatero, hasta que finalmente, el término rectangulo
define como un tipo de paralelogramo.

Se puede entender cual es la secuencia adecuada en una definicion mediante el uso de un circulo para representar
7 cnmunto de objetos. En la figura 14-1, el conjunto de rectangulos esta contenido dentro del conjunto inmediatamente
2s grande de los paralelogramos. A su vez, el conjunto de los paralelogramos esta contenido en el conjunto inmediata-
te mas grande de los cuadrilateros y asi sucesivamente hasta que, al fin, el de los cuadrilateros esté cantenido
n el conjunto inmediatamente mayor de los poligonos.

Poligonos

e

Cuadrilateros
—

Paralelogramos

AR

Rectangulos

L

Fig. 14-1
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PrinciPio 3:  Ef término que se esta definiendo debera distinguirse entre todos los demds miembros de su clase.
Por lo tanto, la definicion de un tridngulo como un poligono de tres lados es una buena definicion porque muestra
cémo un tridngulo se distingue de todos los demas poligonos.

PriNCIPIO 4:  Las caracterisiicas distintivas de un término que se esta definiendo deberdn ser las menos posibles.
De esta manera, un triangulo rectangulo debera definirse como un tridngulo con un &ngulo recto y no como un
trianguln con un angulo recto y dos angulos agudos adicionales.

PROBLEMAS RESUELTOS

14.1 SECUENCIA ADECUADA EN UNA DEFINICION
¢(En qué orden deben definirse los términos de los conjuntos siguientes?: (a) inglés, europeo, londinense;
(b) cuadrilatero, cuadrado, rectangulo, paralelogramo.
Respuestas

(a) Europeo, inglés, londinense.

(b)  Cuadrilatero, paralelogramo, rectangulo, cuadrado.

14.2 CoRRECCION DE DEFINICIONES DEFECTUOSAS
Corregir la sigulente definicién: un trapezoide es un cuadrildtero con dos lados paralelos.

Solucién

Esta definicion es incompleta. La definicion correcta es "'un trapezoide es un cuadrilatero con sélo dos lados para-
lelos™. Asi, esta definicion distingue un trapezoide de un paralelogramo.

14.2 RAZONAMIENTO DEDUCTIVO EN GEOMETRIA
Los tipos de términos y proposiciones que se discuten en esta seccién comprenden a la estructura deductiva en geome-
tria; éstos pueden observarse en la figura 14-2.

Teoremas
(Proposiciones demostradas)

\ H ip6tesis Términos definidos / /
(axiomas y

postulados) Términos indefinidos/

ESTRUCTURA DEDUCTIVA DE LA GEOMETRIA
Fig. 14-2

14.2A Términos definidos y no definidos

Punto, linea y superficie son los términos en geometria que por acuerdo no estan definidos. Estos términos no definidos
son el comienzo del proceso de definicion en geometria y se encuentran contenidos de manera implicita en las definicio-
nes de todos los demas terminos geométricos.
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Es asi como es posible definir a un tridngulo en términos de un poligano, a un poligono en términos de una figura
geométrica y a ésta en términos de segmentos o partes de lineas. Sin embargo, este proceso de definicion no puede
continuarse todavia mas, ya que el término linea no esta definido.

14.2B Hipdtesis

Los postulados y los axiomas son las proposiciones en geometria que no se demuestran. Se llaman hipotesis porgue
se aceptan como verdaderas. Estas hipotesis nos permiten comenzar con el proceso de demostracién, de la misma
forma que los términos indefinibles (no definidos) permiten el acceso al proceso de definicion.

Asi, cuando se dibuja un segmento de linea entre dos puntos, se justifica esto usando como argumento el postulado
“‘dos puntos determinan una y sélo una linea recta™. Este argumento es una hipétesis, dado que se supone cierto sin
requerir de justificaciones ulteriores.

14.2C Teoremas

Los teoremas son las proposiciones que son demostradas en geometria. Al utilizar definiciones e hipotesis como argu-
mentos, se deducen o demuestran teoremas que son basicos. Al usar teoremas para demostrar otros teoremas se enri-
quece el proceso de deduccion. Sin embargo, si un teorema nuevo se utiliza para demostrar otro previo, se viola la
secuencia légica del discurso matematico.

Por ejemplo, el teorema *'la suma de las medidas de los angulos de un tridngulo es de 180°”, se usa para demos-
trar el teorema ‘‘la suma de las medidas de los angulos de un pentagono es de 540°". Este, a su vez, nos permite
demostrar que “cada angulo en un pentagono regular mide 108°". Sin embargo, se violaria la secuencia logica si se
intentara usar este Gltimo teorema para demostrar cualquiera de los dos primeros.

14.3 EL CONVERSO, EL INVERSO Y EL CONTRAPOSITIVO DE UNA PROPOSICION

DeriniCiON 1: el converso de una proposicién es otra proposicion que se forma intercambiando la hipotesis y la con-
clusion de la primera.

El converso de la proposicién “los leones son animales salvajes™ es “los animales salvajes son leones’. Nétese
que el converso no es necesariamente cierto.

DEFINICION 2: el negativo de la proposicion es la negacion de la misma.
El negativo de la proposicién “un ladron es un criminal’” es “‘un ladrén no es un criminal”.

Dermicion 3: el inverso de una proposicion se forma mediante la negacion tanto de la hipdtesis como de la con-
clusion.

El inverso de la proposicion “‘un ladrén es un criminal” es “‘quien no es ladrén no es un criminal”. Nétese que
el inverso no necesariamente es verdadero.

DerINICIONS:  [a contrapositiva de una proposicion se forma intercambiando el negativo de una hipdtesis con el nega-
tivo de la conclusidn. Por lo tanto, la contrapositiva es el converso de la inversa y también la inversa del converso.

De esta manera, la contrapositiva de la proposicién “‘si usted vive en la ciudad de Nueva York, entonces vive en
el estado de Nueva York” es ‘‘si usted no vive en el estado de Nueva York, entonces no vive en la ciudad de Nueva
York”. Nétese que ambas proposiciones son ciertas.

14.3A Principios sobre el converso, el inverso y la contrapositiva

PRINGIPIO 1:  LNa proposicion se considera falsa ai exisle por lo menos un efemplo falso de la misma.
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PRINCIPIO 2: el converso de una definicion es verdadero.
La definicion “un cuadrilatero es un poligono de cuatro lados™ y su converso '‘un poligono de cuatro lados es un
cuadrilatero™ son ciertos.

PRINCIPIO 3: el converso de una proposicion verdadera, con excepcion del de una definicion, no es necesariamente
verdadero.

La proposicidn “los angulos rectos son congruentes” es verdadera, pero su converso, “los angulos congruentes
son rectos”, no lo es necesariamente.

PRINCIPIO 4: el inverso de una proposicion verdadera no es necesariamente verdadero.
La proposicidn “‘un cuadrado es un cuadrilatero’ es verdadera, pero su inversa “algo no cuadrado no es un cuadri-
latero”, no es necesariamente cierta.

PRINCIPIO 5:  a contrapositiva de una proposicion verdadera, es verdadera. La contrapositiva de una proposicidn fal-
sa, es falsa.

La proposicién “un triangulo s un cuadrado’™ es evidentemente falsa, y sU contrapositiva “‘algo no cuadrado no
es un triangulo™, también es falsa.

La proposicién “los dngulos rectos son congruentes” es cierta: también lo es su contrapositiva “'los angulos que
no son congruentes no son angulos rectos”

14.38  Proposiciones légicamente equivalentes

Las proposiciones Idgicamente equivalentes son parejas de proposiciones relacionadas, donde ambas son o verdade-
ras o falsas. De acuerdo con el principio 5, una proposicién y su contrapositiva son proposiciones légicamente equiva-
lentes. También lo son el converso y el inverso de una proposicion, ya que cada una es la contrapositiva de la otra.

Las relaciones entre una proposicién y su inverso, su converso Yy su contrapositiva se resumen en el rectangulo
de equivalencia Iogica de la figura 14-3:

Proposicién Inverse

Converso Contrapositivo

Rectingulo de equivalencia légica
Fig. 14-3
1. Las proposiciones légicamente equivalentes estan en los vértices diagonalmente opuestos. Las proposicicnes 16gi-
camente equivalentes por parejas son: (a) la proposicién y su contrapositiva, y (b) el inverso y el converso de la
misma proposicion.
2. lLas proposiciones que no son ldgicamente equivalentes estan en los vértices adyacentes. Las parejas de proposi-
ciones que no son légicamente equivalentes son: (a) una proposicion y su inversa, (b) una proposicidn y su conver-

s0, {¢) el converso y la contrapositiva de la misma proposicion, y (d) la inversa y la contrapositiva de la misma propo-
sicidn.

PROBLEMAS RESUELTOS

14.3 EL CONVERSO DE UNA PROPOSICION
Establezca el converso de cada una de las proposiciones siguientes e indique si es o no verdadera.

(a)  Los angulos suplementarios son aquellos donde la suma de sus medidas es igual a 180°.
(b)  Un cuadrado es un paralelograma con un dngulo recto.

{¢)  Un poligone regular es un poiigono equilateral y equiangular.
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Soluciones
(a) Dos angulos donde la suma de sus medidas es 180" son suplementarios. (Verdadero)
(b)  Un paralelogramo con un angulo recto es un cuadrado. (Falso)

(¢}  Un poligono equilateral y equiangular es un poligono regular. (Verdadero)

14.4 La NEGATIVA DE UNA PROPOSICION
Determine la negativa de: (a) a = b; (b) m{_B # m{_C; (c) L_C es el complemento de /_D; (d) el punto no esta

en la linea”.
Soluciones
(@ a#b (¢) {_C no es el complemento de/ D
)y mLB=m_C (d) El punto esta en la linea

14.5 LA INVERSA DE UNA PROPOSICION
Determine la inversa de cada una de las siguientes proposiciones e indigue si son 0 no ciertas.

{a) Una persona nacida en los Estados Unidos de América es un ciudadano de los Estados Unidos de Ame-
rica.

(b) Un escultor es una persona con talento.
(¢)  Un tridngulo es un poligono.
Soluciones

(&) Una persona no nacida en los Estados Unidos de América no es ciudadana de los Estados Unidos de
Ameérica. (Falso, ya que existen los ciudadanos naturalizados)

()  Una persona que no sea un escultor no tiene talento. (Falso, ya gue puede ser un excelente musico, etc.)

I
‘ (¢) Una figura que no sea un tridngulo no es un poligono. (Falso, ya que la figura puede ser un cuadrilatero,
etc.)
|

- 14.6 CONSTRUCCION DEL CONVERSO, LA INVERSA Y LA CONTRAPOSITIVA
Determine el converso, la inversa y la contrapositiva de la proposicion “‘un cuadrado es un rectangulo™. Determine
la veracidad o la falsedad de cada una de ellas, y constate la equivalencia légica entre la proposicion y su contrapositiva,
y entre el converso y la inversa.

Soluciones

Proposicion: un cuadrado es un rectangulo. (Verdadero)

Converso: un rectangulo es un cuadrado. (Falso)

Inversa: una figura que no es un cuadrado no es un rectangulo. (Falso)
Contrapositiva: una figura que no es un rectangulo no es un cuadrado. (Verdadero)
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14.4 CONVERSO PARCIAL E INVERSA PARCIAL DE UN TEOREMA

El converso parcial de un teorema se forma mediante el intercambio de cualquier condicion en la hipétesis con alguna
consecuencia en la conclusién.

Lainversa parcial de un teorema se forma mediante la negacion de cualquier condicién en la hipétesis y una conse-
cuencia en la conclusion.

Asi, del teorema *'si una recta bisecta al angulo distinto de un triangulo isésceles, entonces es una altura a la ba-
se”, se pueden formar una inversa parcial o un converso parcial, como se muestra en la figura 14-4,

En la formacion de un inverso o converso parcial, la figura basica, tal como el trigngulo de la figura 14-4, se mantie-
ne intacta y no se intercambia ni se niega.

(a) Teorema {b) Converso parcial (¢) Inverso parcial
A A A
B
D

B D c B D C c
Dado: AABC Dado: AABC Dado: AABC

(1) AB = AC (2) AD bisecta al LA (1) AB £ AC

(2) AD bisecta al / A (3) AD es la altura a BC (2) AD bisecta al LA
Demuéstrese: (3) AD es la altura Demuéstrese: (1) AB = AC Demuéstrese: (3') AD no es

a BC la altura a BC
Fig. 14-4

En la figura 14-4(b), el converso parcial se forma mediante el intercambio entre las proposiciones (7) v (3). Formula-
do en palabras, el converso parcial dice: 'si el bisector de un dngulo de un triangulo es una altura, entonces el triangulo
es isosceles’. Otro converso parcial se puede construir intercambiando (2) y (3).

En a figura 14-4 (c), se forma la inversa parcial intercambiando las proposiciones (7) y (3) por sus negativos, (1)
y (3'). Formulado en palabras el inverso parcial dice: ‘‘si dos lados de un triangulo no son congruentes, entonces la
linea que bisecta a su angulo incluido no es una altura al tercer lado’". Otro inverso parcial puede construirse al negar

@y @)

PROBLEMAS RESUELTOS

14.7 CoNsTRUCCION DE CONVERSOS PARCIALES CON LAS INVERSAS PARCIALES DE UN TEOREMA
Construya: (a) los conversos parciales y (b) los inversos parciales de la proposicion “angulos suplementa-
rios iguales son angulos rectos’.
Soluciones

(a) Conversos parciales: (1) déngulos rectos congruentes son suplementarios.

(2) angulos rectos suplementarios son congruentes.

(b) Inversas parciales: (1) 4ngulos congruentes que no son complementarios no son angulos rectos.

(2) angulos suplementarios que no son congruentes no son angulos rectos.
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14.5 CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES

En ldgica y en geometria, a menudo es importante determinar si las condiciones en la hipotesis de una proposicion
son necesarias y suficientes para justificar la conclusion. Esto se hace constatando la veracidad o falsedad de la propo-
sicion y su converso, seguido de la aplicacion de los siguientes principios:

PriNcIPIO 1: 8/ una proposicion y su converso son ambos verdaderos, entonces las condiciones en la hipotesis de
la proposicion son necesarias y suficientes para que ocurra la conclusion.

Por ejemplo, la proposicion “si los angulos son angulos rectos, entonces son congruentes y suplementarios™, es
verdadera, y suU converso; “'si los angulos son suplementarios y congruentes, entonces son angulos rectos’’, también
es verdadera. Por lo tanto, el hecho de ser angulos rectos es condicion necesaria y suficiente para gue sean congruen-
tes y suplementarios.

PRINCIPIO2: s/ una proposicion es verdadera y su converso es falso, entonces las condiciones de la hipdiesis son su-
ficientes pero no necesarias para que ocurra la conclusion de la proposicion.

La proposicidn ‘'si los angulos son rectos, entonces son congruentes™ es cierta, y su converso ''si los angulos son
congruentes, entonces son angulos rectos’, es falsa. Por lo tanto, la condicidn de que los angulos sean rectos es sufi-
ciente para que ocurra la congruencia, pero no necesaria. Esto es, no es necesario que los angulos sean rectos para
que sean congruentes.

PRINCIPIO 3: s/ una proposicion es falsa pero su converso es verdadero, entonces las condiciones de la hipdtesis son
necesarias pero no suficientes para que ocurra la conclusion.

La proposicidn “'si los angulos son suplementarios, entonces son angulos rectos” es falsa; su converso “'si los an-
gulos son rectos, entonces son suplementarios” es verdadera. Por lo tanto, los angulos necesitan ser suplementarios
para ser rectos, pero el hecho de que sean suplementarios no es suficiente para que sean rectos.

PriNCIPIO 4: s/ una proposicion y su converso son ambas falsas enfonces las condiciones en la hipdtesis no son ni
necesarias ni suficientes para su conclusion.

La proposicidn “'si los angulos son suplementarios, entonces son congruentes’ es falsa; su converso “'si los angu-
los son congruentes, entonces son suplementarios™, también es falsa. Por lo tanto, el hecho de que sean suplementa-
rios no es necesario ni suficiente para que los angulos sean congruentes.

Estos principios se resumen en la tabla siguiente.

Cuando las condiciones en la hipotesis de una proposicion
son necesarias y suficientes para justificar la conclusion

Principio Proposicion Converso Suficiente Necesaria
1 Verdadera Verdadera Si Si
2 Verdadera Falsa Si No
3 Falsa Verdadera No Si
4 Falsa Falsa No No

PROBLEMAS RESUELTOS

14.8 DETERMINACION DE LAS CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES
Para cada una de las siguientes proposiciones determine si las condiciones en la hipdtesis son necesarias y sufi-
cientes para justificar la conclusion.
{a)  Un poligono regular es equiangular y equilateral.
{b)  Un poligono equiangular es regular.

(c) Un poligono regular es equilateral.

{d) Un poligono equilateral es equiangular.
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Soluciones
(a) Dado que la proposicion y su converso son ciertas, las condiciones son necesarias y suficientes.
(b) Dado que la proposicion es falsa y su converso es verdadero, las condiciones son necesarias pero no
suficientes.
(¢) Dado gue la proposicion es verdadera y su converso es falso, las condiciones son suficientes pero no ne-
cesarias.
(¢) Dado que tanto la proposicion como su converso son falsos, las condiciones no son ni necesarias ni sufi-
cientes.
Problemas complementarios
Determine el orden en el que deben ser definidos cada uno de los elementos de los conjuntos
siguientes: (14.1)

(a) Joyas, anillo de bodas, ornamento, anillo.
(b)  Automovil, vehiculo, automévil comercial, camion.
(¢)  Cuadrilatero, rombo, poligono, paralelogramo.

(d) Triangulo obtuso, angulo obtuso, angulo, tridngulo isdsceles obtuso.

Corregir cada una de las siguientes definiciones: (14.2)
(&) Un poligono regular es un poligono equilateral.

(b)  Un triangulo is6sceles es un tridngulo que tiene por lo menos dos lados y dos angulos congruentes.

(¢) Un pentagono es una figura geométrica con cinco lados.

(d) Un rectangulo es un paralelogramo cuyos angulos son rectos.

()  Un angulo inscrito es uno formado por dos cuerdas

(f)  Un paralelogramo es un cuadrilatero cuyos lados opuestos son congruentes y paralelos.

() Un angulo obtuso es un angulo mayor que un angulo recto.

Determine el negativo de cada una de las siguientes proposiciones: (14.4)
@ x+2=4 {d)  Su calificacion es mayor que 65
by 3y + 15 (e) José pesa mas gue Ricardo.

(¢) Ellate ama. fy a+bs#c
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Determine la inversa de cada una de las siguientes proposiciones e indique si es 0 no verdadera. (14.5)
(@) Un cuadrado tiene diagonales congruentes.

(b)  Un triangulo equiangular es equilatero.

() Un soltero es una persona no casada.
(

d) El cero no es un numero positivo.

Determine el converso, la inversa y la contrapositiva de cada una de las siguientes propesiciones. Indigue si son
verdaderas o falsas, y verifique la equivalencia ldgica de la proposicion y su contrapositiva al igual que la del conver-
so y la inversa. (14.6)
(a) Sidos lados de un triangulo son congruentes, los angulos opuestos a esos lados son congruentes.

(b) Triangulos congruentes son tridngulos similares.

(¢) Sise intersectan dos lineas, entonces no son paralelas.

(d) Un senador de los Estados Unidos es un miembro del Congreso.

Construya conversos parciales e inversas parciales para cada uno de los teoremas detallados en la figura

14-5, (14.7)
B c
(a) Dade: Cuadrilatero ABCD
(1) BC = AD
(2) BC Il AD

Demuéstrese: (3) AB = CD

() Dado: AABC, AA'B'C’
(1) AB= A'B’ B!
a2 I
(3 BC=BC A'
Demuéstrese: (4) AC = A'C’ B c'
L

Fig. 14-5

Para cada una de las siguientes proposiciones determine si las condiciones en la hipotesis son necesarias o sufi-
cientes para justificar la conclusion. (14.8)

(a) Los senadores de los Estados Unidos son miembros elecios del Congreso, dos por“'-cada estado.
(b) Los miembros electos del Congreso son senadores de los Estados Unidos.

(c) Las personas electas son oficiales del gobierno.

(d)  Si una mujer vive en la ciudad de Nueva York, entonces vive en el estado de Nueva York.

{e)  Un soltero es un hombre no casado.

N Un soltero es una persona no casada.

(@) Un cuadrildtero con dos parejas de lados congruentes es un paralelogramo.



Construcciones

15.1 INTRODUCCION

Las figuras geométricas se construyen con regla y compas. Como las canstrucciones se basan en el razonamiento de-
ductivo, no se permiten instrumentos de medicion tales como regla y transportador. Sin embargo, se puede utilizar una
regla con medidas si no se toman en cuenta éstas.

En las construcciones, es recomendable planear haciendo un bosquejo de la situacion; por lo general, este bosque-
jo revelara los pasos de construccion. Las lineas de construccion deberan ser de trazo ligero para distinguirlas de la
figura requerida.

En este capitulo se detallan las siguientes construcciones:

1. Construccion de un segmento de linea congruente con un segmento de linea dado.
2. Construccion de un dngulo congruente con un angulo dado.
3. Biseccion de un angulo dado.
4. Construccion de una linea perpendicular a una linea dada por determinado punto en la linea.
5. Biseccion de un segmento de linea dado.
6. Construccién de una linea perpendicular a una linea dada por un punto externo dado.
7. Construccién de un triangulo dados sus tres lados.
8. Construccion de un &ngulo de 60°
9. Construccion de un triéngjulo dados dos lados y el angulo comprendido.

10. Construccién de un triangulo dados dos angulos y el lado que comprenden.

11. Construccion de un tridngulo dados dos angulos y un lado no comprendido.

12. Construccion de un tridngulo rectdngulo dados su hipotenusa y un cateto.

13. Construccién de la paralela a una linea dada por un punto externo dado.

14. Construccién de una tangente a un circulo dado, en un punto en el circulo.

15. Construccién de una tangente a un circulo dado por un punto fuera del circulo.

16. Circunscripcion de un circulo a un triangulo.

17. Localizacién del centro de un circulo dado.
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18. Inscripcion de un circulo en un triangulo dado.

19. Inscripcidon de un cuadrado en un circulo dado.

20. Inscripcion de un octagono regular en un circulo dado.
21. Inscripcion de un hexagono regular en un circulo dado.
22. Inscripcion de un tridngulo equilatero en un circulo dado.

23. Construccion de un tridngulo similar a otro triangulo dado sobre un segmento de linea dado como base.

15.2 DUPLICACION DE SEGMENTOS Y ANGULOS

ConsTRucCiON 1:  Conslruccién de un segmento de linga congruente a un segmento de linea dado

Dado: segmento de linea AB (Fig. 15-1) s

Constriyase: un segmento de linea congruente a AB

Construccién:  sobre la linea de trabajo w, constriyase un arco con centro en cualquier punto C y de radio igual a
AB, que intersecte a w en D, Entonces, CD es el segmento de linea pedido.

A& °Fs

|
woc 'D

Fig. 15-1

CONSTRUCCION 2:  construccion de un angulo congruente a un dngule dado

Dado: [ A (Fig. 15-2)

Constriyase: un angulo congruente a LA

Construccion: con A como centro y un radio conveniente, constriyase un arco (1) que intersecte los lados de LA
en By C. Con A', un punto sobre una linea de trabajo w, como centro y el mismo radio, constriyase un arce (2) que
‘intersecte a w en 8'. Con B’ como centro y radio igual a BC, constriyase un arco (3) que intersecte al arco (2) en C.
Tracese A'C'. Entonces [_A’ es el angulo pedido. (AABC & A A'B'C’ por $.8.5. 2 s.8.5.; porloquel A=/ A)

Fig. 15-2

PROBLEMAS RESUELTOS

15.1 CoOMBINACION DE SEGMENTOS DE LiNEA
Dados los segmentos de linea con longitudes a y b (Fig. 15-3), construya segmentos de linea con longitudes
iguales a: (g8) a + 2b; (b) 2(a + b); (o) b — 4.
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w & b \ b \ a b I a+b } 1‘__15 a_-ul
b v 4 B 'C D w4 B 'C 'D ¥ 4 'C B
(a) b) ©
Fig. 15-3
Soluciones
Utilice la construccion 1.
(@) Sobre una linea de trabajo w, construya un segmento.de linea AB con longitud a.
Desde B construya un segmento de linea con longitud igual a b, al punto C; y desde C construya un seg-
mento de linea con longitud b, al punto D. Entonces, AD es el segmento de linea pedido.
(b) Similara (a). AD =a + b + (@ + b).
(¢)  Similar a (a). Primero construya AB con longitud b, después BC con longitud a. AC = b — a.
15.2 COMBINACION DE ANGULOS

Dado el AABC en la Fig. 15-4, construya angulos cuyas medidas sean iguales a (a) 2A; (b)A + B + C;(c) B — A.

A

15.3

e P
A c a\
/

B / C w T w !
(@) ()

Fig. 15-4

Soluciones
Utilice la construccion 2.
() Con la ayuda de una linea de trabajo w como una de los lados, duplique L_A. Construya otro duplicado

al /_A adyacente a /_A, como se muestra. Los lados exteriores de los angulos copiados forman el angulo
pedido.

(p) Con laayuda de unalinea de trabajo w como uno de los lados, dupliquese el [ _A. Consiruya el _B adya-
cente al /_A. Despusés construya el /_C adyacente al /8. Los lados exteriores de los angulos A y C copla-
dos forman el angulo pedido. Note que el angulo es derecho.

(¢) Con la ayuda de una linea de trabajo w como uno de los lados, dupliquese el /_B. Después dupliquese
el [_A a partir del nuevo lado del /B, como se muestra. La diferencia es el angulo pedido.

CONSTRUCCION DE BISECTRICES Y PERPENDICULARES

CONSTRUCCION 3:  biseccion de un angulo dado

Dado:

L A (Fig. 15-5)

Construya: la bisectriz del [_A
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Construccion:  con A como centro y un radio conveniente, construya un arco que intersecte los Jados del / A en B
y C. Con B y C como centros y un mismo radio, construya arcos que se intersecten en D. Trace AD. Entonces, AD es
la bisectriz pedida. (AABD = AACD por s.s.8. Zs.8.5.;porloque/ 1=/ 2)

Fig. 15-5

ConsTRUCCION 4:  construccidn de una linea perpendicular a una linea dada a fravés de un punto dado sobre la linea.
Dado: la linea w y un punto P en w (Fig. 15-6)

Construya: una perpendicular a w en P

Construcgién:  con la ayuda de la construccién 3, bisecte el angulo derecho en P. Entonces, DP es la perpendicular
pedida; DP es la linea pedida.

Fig. 15-6

CONSTRUCCION 5:  biseccion de un segmento de linea dado (construccion de la medialriz de un segmento de linea
dado).

Dado: el segmento de linea AB (Fig. 15-7)

Construya: la mediatriz de AB

Construccion: con A como centro y un radio de mas de la mitad de AB, construya yn arco (1). Con B como centro
y el mismo radio, construya el arco (2) que intersecta al arco (1) en C y D. Trace CD. CD es la mediatriz de AB pedida.
(Des puntos que equidistan cada uno de los extremos de un segmento determinan la mediatriz del segmento.)

G

@/ | \®
i

A B

D

Fig. 15-7
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CONSTRUCCION 6:  construccion de una linea perpendicular a una linea dada a través de un punio externo dado.
Dado: la linea w-y un punto P fuera de w. (Fig. 15-8)

Construya: una perpendicular a w que pase por P

Construceion:  con P como centro y radio suficientemente grande, construya un arco que intersecte a w gn By C.
Con B y C como centros y el radio mayor que la mitad de BC, construya arcos gue se intersecten en A. Trace PA. Enton-
ces, PA es la perpendicular pedida. (Los puntos P y A son equidistantes de By C.)

Va
N

Fig. 15-8

PROBLEMAS RESUELTOS

15.3 ConSTRUCCION DE LINEAS ESPECIALES EN UN TRIANGULO - _
En el AABC escaleno [Fig. 15-9(a)], construya (&) la mediatriz de AB y (b) la mediana sobre AB. En el ADEF
[Fig. 15-9(b)], D es un angulo obtuso; construya (c) la altura sobre DF y (d) la bisectriz del L_E.

L c .

P

G
A B D H F
A/ /
Q Ve
@) (b)
Fig. 15-9

Soluciones G -
(@  Utilice la construccion 5 para obtener la mediatriz PQ sobre AB.

() El punto M es el punto medio de AB. Trace CM, la mediana sobre AB.
(¢)  Use la construccién 6 para obtener EG, la altura sobre DF (extendido).

(d) Use la construccion 3 para bisectar al [_E. EH es la bisectriz pedida.
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15.4 CONSTRUCCION DE BISECTRICES Y PERPENDICULARES PARA OBTENER LOS ANGULOS PEDIDOS
(a) Construya angulos que midan 90°, 45° y 135°,

{b)  Dado un angulo que mide A (Fig. 15-10), construya un angulo cuya medida sea 90° + A.

(@ (b)
Fig. 15-10

Soluciones

I

(@ En la figura 15-10(a), mL_DAB = 90°, ml_CAE = 45° ml_BAE = 135°

90° + A.

(b)  En la figura 15-10(b), m{_GHJ

i 15.4 CONSTRUCCION DE UN TRIANGULO

15.4A Determinacién de un trigngule

Un triangulo queda determinado cuando un conjunto de datos dados fija su tamafio y su forma. Como las partes necesa-
rias para demostrar la congruencia de triangulos fijan el tamafio y la forma de los triangulos, un triangulo queda determi-
nado cuando los datos dados consisten en tres lados, o dos lados y el angulo comprendido por éstos, o dos angulos
y el lado comun a estos angulos, o dos angulos y un lado no comun a los dos angulos, o la hipotenusa y cualguier
cateto de un tridngulo rectangulo.

15.4B Bosquejo de tringulos que se van a construir

Antes de realizar la construccién definitiva, es muy Gtil hacer un bosquejo preliminar del tridngulo pedido. En este bos-
il quejo:

1. Muestre la posicion de cada una de las partes dadas del triangulo.
2. Trace las partes dadas con trazo fuerte, las partes restantes con trazo suave.
3. Aproxime los tamafios de las partes dadas.

q 4. Utilice letras minusculas para los lados de manera que correspondan a las letras maytsculas que designan a los
{ angulos opuestos.

wumo ejemplo se puede realizar un bosquejo como el de la figura 15-11 antes de construir un triangule, dados
dos angulos y un lado comun a éstos.
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Partes dadas Bosquejo preliminar

< A —/C

Fig. 15-11

15.4C Construccion de triéngulos

CONSTRUCGION 72 construceion de un triangulo dados sus tres lados

Dado: los lados de longitud a, b y ¢ (Fig. 156-12)

Construya: AABC 5

Construccién:  sobre unalinea de trabajo w, construya AC tal que AC = b. Con A como centro y ¢ como radio, constru-
ya el arco (1). Después, con C como centro y & como radio, construya el arco (2) que intersecta al arco (1) en B. Trace

BC y AB. El AABC es el triangulo pedido.

Fig. 15-12

CONSTRUCCION 8:  construccion de un angulo de 60°

Dado: la linea w (Fig. 15-13)

Construir:  un angulo de 60°

Construccién:  utilizando una longitud conveniente como lado, construya un tridngulo equilatero con ayuda de la
construccion 7. Entonces, cualquier dngulo del triangulo equilatero es el angulo pedido.

Fig. 15-13
CONSTRUCCION B:  construccion de tridngulos dados dos lados y el dngulo comprendido
Dado: [ A,y los segmentos de longitudes b y ¢ (Fig. 15-14)
Construya: AABC . _
Construccidn:  sobre unalinea de trabajo w, construya AC tal que AC = b. En A, construya el _A utilizando AC como
uno de sus lados. Sobre el otro lado del {_A, construya AB tal que AB = c. Trace BC. Entonces, el AABC es el triangulo
pedido.
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Fig. 15-14

CoNsTRUCCION 10:  construccidn de un tridngulo dado un lado y los dos dngulos adyacentes

Dado: [ A, [ Cy un segmento de longitud b (Fig. 15-15)

Construya: AABC. e

Construccion: _sobre una linea de trabajo w, construya AC de modo que AC = b. En A construya el /_A con uno de
sus lados sobre AC, y en C construya el [_C con uno de sus lados sobre AC. Prolongue los nuevos lados de los angulos
hasta que intersecten en B.

Fig. 15-15

CoNnsTRUCCION 11:  construccidn de un tridngulo dados dos angulos y un lade no incluido

Dado: [ A, By un segmento de longitud b (Fig. 15-18)

Construya: AABC -

Construccion:  sobre una linea de trabajo w, construya AC de modo que AC = b. En C construya un angulo de medida
igualam/_A + mi_B de modo que la extensién de AC sera uno de los lados del angulo. El resto del angulo derecho
enCsera/ C.EnA construyael/ A con AC como uno de sus lados. La interseccion de los nuevos lados de los angulos

es B.

A 4B el
Fig. 15-16

ConsTRUCCION 12:  construccidn de un tridngulo rectdngulo dados su hipotenusa y un cateto
Dado:  hipotenusa de longitud ¢ y un cateto de longitud b del triangulo rectangulo ABC (Fig. 15-17)
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Construya: tridngulo rectangulo ABC o
Construccion:  sobre una linea de trabajo w, construya AC de modo que AC = b. En C construya una perpendicular
a AC. Con A como centro y radio ¢, construya un arco que intersecte a la perpendicular en B.

Fig. 15-17

PROBLEMAS RESUELTOS

16.5 CONSTRUCCION DE UN TRIANGULO
Construya un tridngulo is  >eles, dadas las longitudes de su base y uno de sus lados (Fig. 15-18)

Fig. 15-18

Solucion
Utilice la construccion 7, ya que se conocen los tres lados del trigngulo.

15.6 CONSTRUCCION DE ANGULOS BASADOS EN LA CONSTRUCCION DE UN AnGuLo DE 60°
Construya un angulo que mida (a) 120°; (b) 30°; (¢) 150°; (d) 105°; (&) 75°.

Soluciones

(a) Utilice la construccion 8 [Fig. 15-19(a)] para construir el angulo de 120° como 180° — 60°.

(b)  Utilice las construcciones 8 y 3 para construir el angulo de 30° como }(60°) [Fig. 15-19(b)].

(c)  Utilice (b) para construir el angulo de 150° como 180° — 30° [Fig. 15-19(b)].

(d) Utilice las construcciones 3, 4 y 8 para construir el angulo de 105° como 60° + 4(90°) [Fig. 15-19(c)].

(¢)  Utilice (d) para construir el 4ngulo de 75° como 180° — 105° [Fig. 15-19(c)].
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(a) (b) (c)
Fig. 15-19

15.5 CONSTRUCCION DE LINEAS PARALELAS

ConsTRuccCiON 13:  construccién de una linea paralela a una linea dada a travss de un punto externo.

Dado: ABy un punto externo P (Fig. 15-20) g

Construya:  una linea que pase por P paralela a AB

Construccion:  trace una linea RS que pase por P e intersecte a AB en Q. Construya / SPD = [ PQB. Entonces CD

es la paralela pedida. (Si dos angulos correspondientes son congruentes, las lineas cortadas por una transversal son
paralelas.

f C ! Fi
o/

| A / / B

‘ R

} Fig. 15-20

PROBLEMAS RESUELTOS

15.7 CONSTRUCCION DE UN PARALELOGRAMO
Construya un paralelogramo dadas las longitudes de dos lados adyacentes a y b y una diagonal d (Fig. 15-21)

Fig. 15-21
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Solucion

Tres vértices del paralelogramo se obtienen construyendo el AABD por medio de la construccion 7. El cuar-
to vertice, C, se obtiene construyendo el ABCD sobre la diagonal BD por medio de la construccion 7. El vértice
C también puede obtenerse construyendo BC || AD y DC || AB.

15.6 CONSTRUCCION DE CiRCULOS

CONSTRUCCION 14:  construccion de una tangente a un circulo dado a través de un punto sobre el circulo

Dado: el circulo O y un punto P sobre el circulo (Fig. 15-22)

Construya:  una tangente al circulo O en P

Construccion:  Trace el radio OP y extiéndalo fuera del circulo. Construya AB L OPenP.ABes la tangente pedida.
(Una linea perpendicular al radio en su extremo exterior es una tangente al circulo.)

Fig. 15-22

CoNSTRUCCION 15:  construccion de una tangente a un circulo dado a través de un punto en el exterior del circulo.
Dado: el circulo @ y un punto P fuera del circulo (Fig. 15-23)

Construya: una tangente al circulo O desde P

Construccidn:  trace OP y construya un nuevo circulo O con OP como diametro. Conecte P con A y B la interseccion
de los circulos @ y Q. Entonces PA y PB son tangentes ([_OAP y [ _OBP son angulos rectos, ya que angulos inscritos
en semicirculos son angulos rectos).

Fig. 15-23

CONSTRUCCION 16:  circunscripeion de un circulo a un tridngulo

Dado: el AABC (Fig. 15-24)

Construya: el circulo circunscrito al AABC

Construccidn:  construya las mediatrices de dos lados del triangulo. Su interseccion es el centro del circulo pedido, ¥
la distancia a cualquier vértice es el radio. (Cualquier punto sobre la mediatriz de un segmento equidista de los extremos
del segmento.)
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Fig. 15-24

ConsTRucciON 17:  localizacidn del centro de un circulo

Dade: un circulo (Fig. 15-25)

Construya: el centro del circulo dado

Construccion: _ seleccione tres puntos cualesquiera A, By C sobre el circulo. Construya las mediatrices de los segmen-
tos de linea AB y AC. La interseccion de estas mediatrices es el centro del circulo.

B
A
c

Fig. 15-25

CONSTRUCCION 18:  inscripeion de un circulo en un tridngulo dado.

Dado: el AABC (Fig. 15-26)

Construya: el circulo inscrito en AABC

Construccién:  construya las bisectrices de dos de los angulos del AABC. Su interseccion es el centro del circulo pedi-
do, y la distancia (perpendicular) a cualquier lado es el radio. (Cualquier punte sobre la bisectriz de un angulo equidista

de los lados del angulo.)
B
A T )I( | &)

Fig. 15-26

PROBLEMAS RESUELTOS

156.8 CoNSTRUCCION DE TANGENTES 3

Una secante desde un punto P fuera del circulo O en la figura 15-27 intersecta al circulo en B y A. Construya un
triangulo circunscrito al circulo de tal forma que dos de sus lados se intersecten en P y el tercer lado sea tangente al
circulo en A.
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Solucion

Use las construcciones 14 y 15: En A construya una tangente al circulo Q. Desde P construya tangentes
al circulo O que intersecten la primera tangente en C y en D. El APCD es el triangulo pedido.

Fig. 15-27

15.9 ConsTtRUCCION DE CiRCULOS

Construya los circulos circunscrito e inscrito al triangulo isosceles DEF en la figura 15-28.

Solucion

Use las construcciones 16y 18. Al realizarlas, note que la bisectriz del L_E es también la mediatriz de DF.
Entonces, el centro de cada uno de los circulos esta sobre EG. Por medio de la construccion de las bisectrices
del /_D o[ F se encuentra el centro del circulo inscrito /. Por medio de la construccion de las mediatrices de

DE o EF se encuentra el centro del circulo circunscrito C.

Fig. 15-28

15.7 INSCRIPCION Y CIRCUNSCRIPCION DE POLIGONOS REGULARES

CoNsTRUCCION 19:

inscripcién de un cuadrado en un circulo dado.

Dado: el circulo O (Fig. 15-29)

Construya:  un cuadrado inscrito en el circulo O



304 GEOMETRIA PLANA 15

Construccidn:  trace un diametro, y construya otro didmetro perpendicular a éste. Una los puntos extremos de los dia-
metros para formar el cuadrado pedido,

D
Fig. 15-29

CONSTRUCCION 20:  inscripeidn de un octdgono regular en un circulo dado

Dado: el eirculo O (Fig. 15-30)

Consiruya:  un octagono regular inscrito en el circulo O

Construccion:  como en la construccion 19, construya diametros perpendiculares. Después, bisecte los dangulos forma-
dos por estos diametros, dividiendo a' circulo en ocho arcos congruentes. Las cuerdas de estos arcos son los lados del
octagono regular pedido.

C
\p D
oK
A AN E
0
H F
G
Fig. 15-30

CoNsSTRUCCION 21:  inscripcidn de un hexdgono en un circulo dado

Dado: el circulo C

Construya:  un hexagono regular_inscrito en el circulo O

Construccidn:  trace el diametro AD vy utilizando A y D como centros, construya cuatro arcos que tengan el mismo
radio que el circulo O y que intersecten al circulo. Construya el hexagono regular pedido uniendo consecutivamente los
puntos en los cuales estos arcos intersectan al circulo.

E —C

Fig. 15-31

ConsTRUCCION 22:  nscripeidn de un tridngulo equildtero en un circulo dado
Dado: el circulo O (Fig. 15-32)
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Construya: un tridngulo equilatero inscrito en el circulo O.
Construccién:  se obtienen triangulos equilateros inscritos uniendo en forma alternada los seis puntos de division obte-

nidos en la construccion 25.

15.8 CONSTRUCCION DE TRIANGULOS SIMILARES

CONSTRUGCION 23:  construccién de un tridngulo similar a un tridngulo dado sobre un segmento de linea como base
Dado: el AABC y el segmento de linea A'C’ (Fig. 15-33)

Construya: AA'B'C' ~ AABC sobre A'C’ como base

Construccién:  sobre A'G’, construya{_A’ =/ Ay [ C' =/ C utilizando la construccion 2. Prolongue los otros lados
hasta que sé intersecten, en B. (Si dos dngulos de un tridngulo son congruentes con dos angulos de otro triangulo, los
tridngulos son similares.)

B
7 A’ &
A . C
B!
ax N
Fig. 15-33

PROBLEMAS RESUELTOS

15.10 CONSTRUCCION DE TRIANGULOS SIMILARES
- Construya un triangulo similar al triangulo ABC en la figura 15-34, con una base el doble de largo que la base del

triangulo dado.

B
4@ B
A ¢
A, IJ _l\ |C..

Fig. 15-34
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Solucion

Construya A'C’ del doble de longitud que AC, y luego utilice la construccion 27.
Método alterno (Fig. 15-35): prolongue dos de los lados del AABC al doble de sus longitudes y una los
puntos terminales.

A (A) @ ¢’

Fig. 15-35

Problemas complementarios

Dados los siguientes segmentos de linea de longitud a y b: 2 2 . Construya

un segmento de linea cuya longitud sea igual a: (a) a + b; (b)a — b; (¢c) 2a + b; (d)a + 3b; (e) 2a + b);
(f) 2(3b — a). (15.1)

a o c

Dados los segmentos de linea con longitudes a, b y ¢ siguientes
Construya un segmento de linea cuya longitud sea igual a: (a)a + b + ¢; (b)a + c —b; (c)a + 2(b + c)
()b +2(@~-c)(e)3b +c— a) (15.1)

Dados los angulos A y B (Fig. 15-36). Construya un angulo que mida (8) A + B; (b) A — B; (¢) 2B — A;
(d) 2A - B; (e) 2(A — B). (15.2)

W ol

Fig. 15-36

Dados los angulos A, B y C (Fig. 15-37). Construya un angulo que mida (a) A + C; (b) B + C — A, (o) 2C;
(d) B - C; (e) 2(A - B). (15.2)

I

Fig. 15-37

En un triangulo rectangulo, construya (a) la bisectriz del angulo recto; (b) la mediatriz de la hipatenusa; (¢) la me-
diana sobre la hipotenusa. (15.3)

Para cada clase de tridangulo (agudo, recto y obtuso), demuestre que los siguientes conjuntos de rayos y segmen-
tos son concurrentes, es decir, que se intersectan en un punto: (a) las bisectrices; (b) las medianas; (¢) las alturas;
(d) las mediatrices. (15.3)
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Dado el AABC en la figura 15-38, construya (a) el suplemento del L_A; (b) el complemento del L_B; (c) el comple-
mento de 2/ C. (15.4)

Fig. 15-38
Construya un angulo cuya medida sea igual a: (g) 22;°; (b) 673"; (c) 1123° (15.4)

Dado un angulo agudo, construya (a) su suplemento; (b) su complemento; (¢) la mitad de su suplemento; (d) la
mitad de su complemento. (15.4)

Por medio de una construccion, demuestre que la diferencia entre el suplemento y el complemento de un angulo
agudo es igual a 20° (15.4)

Construya un triangulo rectdngulo dados sus (a) catetos; (b) hipotenusa y un cateto; (¢) cateto y un angu-
lo agudo adyacente al cateto; (d) cateto y un angulo agudo opuesio al cateto; (¢) hipotenusa y un angulo
agudo. (15.5)

Construya un triangulo isésceles dado (a) un lado y el angulo del vértice; (b) un lado y un angulo de la base;
(¢) un lado y la altura sobre la base (d) la base y la altura sobre la base. (15.5)

Construya un tridngulo rectangulo isdsceles dados (a) un cateto; (b) la hipotenusa; (¢) la altura sobre la hipote-
nusa. (15.5)

Construya un tridangulo dados (a) dos lados y la mediana sobre uno de estos lados; (b) dos lados y la altura sobre
uno de éstos; (c) un angulo, la bisectriz del dngulo dado, y un lado adyacente al angulo dado. {15.5)

Construya angulos que midan 15° y 165°. {15.6)
Dado un angulo de medida A, construya angulos que midan (a) A + 60°; (b) A + 30°% (c) A + 120°. (15.6)

Construya un paralelogramo, dados (a) dos angulos adyacentes y un angulo; (b) las diagonales y el angulo agudo
en su interseccion; (c) las diagonales y un lado; (d) dos lados adyacentes y la altura sobre uno de ellos; (e) un
lado, un angulo, y la altura sobre el lado dado. {15.8)

Circunscriba un tridngulo a un circulo dado, si se dan los puntos de tangencia. (15.8)

La secante AB pasa por el centro del circulo O en la figura 15-39. Circunscriba un cuadrilatero al circulo de ma-
nera que A y B sean vértices opuestos. (15.8)
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Fig. 15-38
20. Circunscriba e inscriba circulos a (a) un triangulo agudo; (b) un tridngulo obtuso. (15.9)
21.  Circunscriba un circulo a (&) un tridngulo rectdngulo; (b) un recténgulo; (¢) un cuadrado. (15.9)
22. Construya los circulos inscrito y circunscrito a un irianguio equiléatero. (15.9)
23. Localice el centro de un circulo trazado alrededor de una moneda de medio ddlar. {15.9)

24, En un circulo dado, inscriba (&) un cuadrado; (b) un octagono regular; (c) un poligono reguiar de 16 lados;
(d) un hexagono regular; (e) un triangulo equilatero; (f) un dodecagono regular.

25. Construya un tridngulo similar a un triangulo dado con base (a) tres veces mas grande; (b) la mitad de grande;
{c) una y media veces mas grande. (15.10)




Demostracién de

teoremas importantes

16.1

INTRODUCCION

Los teoremas demostrados en este capitulo se consideran los mas importantes en la secuencia logica de la geometria.
Son los siguientes:

1

8a.

8b.

8c.

10.

11.

12.

Si dos lados de un triangulo son congruentes, entonces los angulos opuestos a estos lados son congruentes.
{Los angulos de la base de un triangulo isosceles son congruentes.)

La suma de las medidas de los angulos de un triangulo es de 180°.
Si dos angulos de un tridngulo son congruentes, entonces los lados opuesios a estos angulos son congruentes.

Dos triangulos rectos son congruentes si la hipotenusa y un cateto de uno de ellos es congruente con las partes
correspondientes del otro.

Un diametro perpendicular a una cuerda bisecta tanto a la cuerda como & sus arcos.
Un angulo inscrito en un circulo se mide como la mitad de su arco interceptado.

El anguio formado por dos cuerdas que se intersectan dentro de un circulo, se mide como la mitad de la suma
de los arcos intercepiados.

Un dngulo formado por dos secantes que se intersectan afuera de un circulo, se mide como la mitad de [a dife-
rencia de sus arcos interceptados.

Un angulo formado por una tangente y una secante gque se intersectan afuera de un circulo, se mide como la
mitad de la diferencia de sus arcos interceptados.

Un angulo formado por dos tangentes que se intersectan afuera de un circulo, se mide como la mitad de la dife-
rencia de sus arcos interceptados.

Si tres angulos de un triangulo son congruentes con tres angulos de otro triangulo, entonces los tridngulos son
similares.

Si se dibuja la altura a la hipotenusa de un tridngulo rectangulo (o recto), se tiene que: (a) los dos triangulos
asi formados son similares al tridngulo dado y también son similares entre si, y (b) cada cateto del triangulo dado

# es ia media proporcicnal entre la hipotenusa y la proyeccién de ese cateto sobre la hipotenusa.

El cuadrado de la longitud de la hipotenusa de un tridngulo recto, es igual a la suma de los cuadrados de las
longitudes de los otros dos lados.

El &rea de un paralelogramo es igual al producto de la longitud de un lado por la longitud de la altura de ese lado.
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13.

14.

15.

16.2
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El area de un triangulo es igual a la mitad del producto de la longitud de un lado por la longitud de la altura

de ese lado.

El 4rea de un trapezoide es igual a la mitad del producto de la longitud de la altura por la suma de |as longitudes

de las bases.

Ei area de un poligono regular es igual a la mitad del producto de su perimetro por la longitud de su apotema.

LAS DEMOSTRACIONES

1. Sidos lados de un triangulo son congruentes, entonces los dngulos opuestos a estos lados son congruentes.
(Los dngulos de la base de un triangulo isdsceles son congruentes.)

Dado: AABC, AB = BC
Demuéstrese: | A=/ C B
Plan: cuando se dibuja el bisector de un dngulo en /i
un vertice se tiene que los angulos por 142
demostrar que son congruentes, se convierten E
en angulos correspondientes de triangulos T \
congruentes. 1
|
? i ?
DEMOSTRACION:
Proposicidn Argumento
1. BD bisecta [_B 1. Un angulo puede ser bisectado.
2./ 1=/[2 2. Bisectar es dividir en dos partes congruentes.
3. AB=BC 3. Dado.
4. BD = BD 4. Propiedad reflexiva.
5. AADB = ABDC 5. s.a.s. ¥ s.a.s.
6. LAZ] C 6. Partes correspondientes de triangulos congruentes
son congruentes.

2. Lasuma de las medidas de los dangulos en un triangulo es igual a 18

Dado: AABC

Demuéstrese: m/ A + m{._ B + m{_C = 180°

Plan: cuando se dibuja una linea que pasa por un
veértice y que es paralela al lado opuesto, se
forma un angulo derecho cuyas partes, es
posible demostrar, son congruentes a los
angulos del triangulo.

DEMOSTRACION:

Proposicion

Argumento

£ WM

. Por B dibujar DE || AC

. m{_DBE = 180°

. mLDBA + ml_ABC + ml{_CBE = 180°
.LA=/ DBA,| C=| CBE

.mLA+mLB + mlC = 180°

P

. Por un punto externo se puede dibujar una linea

paralela a otra dada. b
Un angulo derecho es aquel que mide 180°.

El total es igual a la suma de sus partes.

Los angulos alternos internos de lineas paralelas
son congruentes.

Postulado de sustitucion.
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3. Si dos angulos de un tridngulo son congruentes, entonces los lados opuestos a estos angulos son con-

gruentes.

Dado: AABC, [ A=Z2[ C

Demuséstrese: AB = BC

Plan: cuando se dibuja el bisector del /_B, los lados
que se van a demostrar como congruentes se
convierten en los lados correspondientes de
triangulos congruentes.

B

[
|
[
i
|
|
|
|
J

A c
DEMOSTRACION:
A Proposicién Argumento
1. Dibtjese BD bisectando [ B 1. Un angulo puede ser bisectado.
2.11=[2 2. Bisectar es dividir en dos partes congruentes.
3.LA=L C 3. Dado.
4. BD=BD . 4. Propiedad reflexiva.
5. ABDA = ABDC 5. s.a.a. 2 saa.
6. AB = BC X 6. Partes correspondientes de triangulos congruentes
& son congruentes.

4. Dos triangulos rectos son congruentes si la hipotenusa y un cateto de uno de ellos es congruente con las

partes correspondientes del otro.

AABC recto con angulo recto en C
ADEF recto con angulo recto en F
AB=DE,BC=EF

Demuéstrese: AABC = ADEF \\..\
- Plan: Juntense los dos triangulos dados de modo
~ que BC coincida con EF y formen un triangulo
isosceles. Se demuestra entonces, mediante el
teorema 1 y con s.a.a. = s.a.a., que los
triangulos dados son congruentes.

Dado:

DEMOSTRACION:

B(E)

4
T

C(F) D

Proposicion

Argumento

1. BC 2 EF L
2. Juntense los AABC y ADEF de manera que BC
coincida con EF, y que A y D estén en lados

opuestos de BC.
. L _C vyl F son rectos
. L_ACD es derecho
. AD es un segmento de linea recta.

o bW

6. AB=DE
7. LA=LD

8. AABC = ADEF

. Dado.

Una figura geométrica puede ser movida sin
cambiar su tamano o forma. Las lineas que son
iguales pueden hacerse coincidir.

Dado.

El total es igual a la suma de sus partes.

Los lados de un angulo derecho estan en una linea
recta.

Dado.

Si dos lados de un triangulo son congruentes, los
angulos opuestos a estos lados, son congruentes.

/s.aa. ¥ saa
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5, Un diametro perpendicular a una cuerda bisecta tanto a la cuerda como a sus arcos.

Dado: circulo O, didmetro AE L CD
P kel b N TN

Demuéstrese: CE  ED, BC = BD, AC = AD

Plan: se forman triangulos congruentes cuando se
dibujan radios a C y D, o que demuestra que
CE = ED. Los angulos cenlrales iguales se
usan para demostrar que BC = BD; finalmente
se usa el postulado de sustraccion para

demostrar que AC = AD.

A

DEMOSTRACION:

Proposicion Argumento
1. Dibtjese OC y OD 1. Una linea recta puede dibujarse entre dos puntos.
2. OC = 0D 2. Los radios de un circulo-son congruentes.
3. AB L CD 3. Dado.
4. [ OEC y | OED son rectos 4. Las perpendiculares hacen angulos rectos.
5. GE = 0F 5. Propiedad reflexiva.
6. AOEC = AOED 6. hipotenusa, cateto  hipotenusa, caieto.
7. CEZED, [ 122 7. Las partes correspondientes de tridngulos
o~ congruentes, son congruentes.
8. CBBD ‘ 8. En un circulo, angulos centrales congruentes
s tienen arcos congruentes.
9. ACB = ADB 9. Un diametro bisecta a un circulo.
10. AC= A 10. En un circulo arcos congruentes son arcos

iguales; postulado de sustraccion.

8. Un angulo inscrito en un circulo mide la mitad de su arco interceptado.
Caso I: El centro del circulo esta en un lado del angulo.

Dado: [ _A esta inscrito en el circulo O. B
O esta en el lado AC.
. ~
Demuéstrese: [_A =} BC c

Plan: cuando se dibuja el radio OB se forma el
triangulo isdsceles AAOB. Se demuestra
entonces que m{_A es la mitad del [_1 central, A

el cual esta determinado por la medida de B?

DEMOSTRACION:
Proposicién Argumento
1. Dibujese OB 1. Se puede dibujar una linea recta que pase por dos
T, puntos.

2. AO=0B 2, Los radios de un circulo son congruentes.

3. A=/ 8 3. Si dos lados de un triangulo son congruentes, los
angulos opuestos a estos lados son congruentes.

4 mLA + mLB = ml 1 4. En un triangulo, la medida de un triangulo externo
es igual a la suma de las medidas de los dos
angulos internos adjuntos.

5 mLA+mLA =2ml A = ml_1 5. Postulado de sustitucién.

6. m_A = 3mi 1 6. Las mitades de iguales son iguales.

7. L1=BC_ 7. Un angulo central se mide por su arco interceptado.

8 LA=]1BC 8. Postulado de sustitucion.

1§
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Caso II: el centro esta dentro del angulo.

|_BAC, inscrito en el circulo O.
O esta dentro [_BAC.

Demuéstrese: | BAC =} BC

Plan: cuando se dibuja un didmetro, el [ _BAC se
divide en dos angulos que pueden ser medidos
mediante la aplicacién del Caso /.

Dado:

DEMOSTRACION DE TEOREMAS IMPORTANTES
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Argumento

. Se puede dibujar una linea recta entre dos puntos.
. Un angulo inscrito se mide por la mitad de su arco

interceptado, si el centro del circulo esta a un lado
del angulo.

- 8j jguales se suman a iguales, las sumas son

iguales.

. Postulado de sustitucion.

Argumento

DEMOSTRACION:
Proposicion
1. Dibujese el diametro AD
2. | _BAD = 1BD
i ]
[_DAC = 1DC
3. [ BAC=3BD + ¥Co
[ _BAC = 4BD + DC)
4, | BAC = 1BC
Caso Ili: el centro esta afuera del angulo.
Dado: [ _BAC esta inscrito en el circulo O.
O esta afuera de | _BAC.
Demuéstrese: [ BAC = 1BC
Plan: cuando se dibuja un didmetro, [ _BAC se
convierte en la diferencia de dos angulos que
pueden ser medidos aplicando el Caso /.
DEMOSTRACION:
Proposicion
1. Dibujese el diametro AD
2. |_BAD = 1BD
L CAD=3C0D
3. L BAC = 38D —CD ¢
L_BAC = YBD — €D)
4, | BAC = }BC

. Se puede dibujar una linea recta entre dos puntos.
. Un &ngulo inscrito se mide por la mitad de su arco
interceptado, si el centro del circulo esta a un lado.

. Siiguales se restan a iguales, las diferencias son

iguales.
. Postulado de sustitucion.

7. El angulo formado por dos cuerdas que se intersectan dentro de un circulo mide la mitad de la suma de los
arcos interceptados.

| 1 esta formado por las cuerdas AB y CD
las que se intersectan en E dentro del
circulo O.

ot
Demuéstrese: [ 1 = ;(A‘B + BD)
Plan: cuando se cibuja la cuerda AD, el angulo {_1
se convierte en un angulo externo de un
triangulo cuyos angulos internos no
adyacentes son angulos inscritos medidos

por ;ZB y ;:B-EJ

Dado:
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DEMOSTRACION:

Proposicion Argumento

—

1. Dibujar AD Por dos puntos pasa sélo una recta.
2m1i=mLA+ mlLD 2. La medida de un angulo externo de un triangulo es
igual a la suma de las medidas de los angulos
internos no adyacentes.

3. LA= 55‘:5, L D= ‘?4/5 3. Un angulo inscrito en un circulo mide la mitad de su
s e arco interceptado.‘ ‘
4./ 1= ‘BD + QAC YBD + AC) 4. Postulado de sustitucion.

8a. Un angulo formado por dos secantes que se intersectan afuera de un circule, mide la mitad de la diferencia
de sus arcos interceptados.

Dado: [ P, formado por la interseccion en P
de las secantes PBA y PDC, donde P es un punto
afuera del circulo O.
Demuéstrese: [ P = jAC — BD)
Plan: cuando se dibuja AD, el /_1 se convierte en un
angulo externo del AADP, del que [P es
un angulo interno no adjunto.

DEMOSTRACION:
Proposicion Argumento
1. Dibujar AD 1. Por dos puntos pasa sélo una recta
2 mLP + mLA =mLA 2. La medida de un angulo externo a un triangulo es

igual a la suma de las medidas de los angulos
internos no adjuntos.

3 mLP=ml1-mlA 3. Postulado de la sustraccion.
4. [ 1= ;ﬁa [ A= égﬁ 4, Un angulo inscrito en un circulo se mide por la
mitad de su arco interceptado.
Py & .
5. [P=JAC — ;_,éB o 5. Postulado de sustitucion.

[P = ¥AC — BD)

8b. Un angulo formado por una secante y una tangente que se intersectan afuera de un circulo, se mide por
la diferencia de sus arcos interceptados.

Dado: [_P formado por la interseccion en P
de la secante PBA y la tangente PDC,
donde P es un punto afuera del circulo O.

Demuéstrese: | P = .‘,(AC BD)

Plan: cuando se dibuja la cuerda AD, el [_1 se
convierte en un angulo externo del AADP; del
que los /_P y [_R son angulos internos no
adjuntos.
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L_P = YAC - BD)

Proposicion Argumento
1. Dibujar AD 1. Por dos puntos pasa sdlo una recta.
2. mLP + mLA =ml1 2. La medida de un angulo externo de un triangulo es
igual a la suma de las medidas de los angulos
internos no adjuntos.
3. mLP=m1-—mLA 3. Postulado de la sustraccion.
4. [ 1 =3AD 4, Un angulo formado por una tangente y una cuerda
— se mide por la mitad de su arco interceptado.

5 [LA=}BD 5. Un &ngulo inscrito se mide por la mitad de su arco
s . interceptado.

6. L P=3AC —BDo 6. Postulado de sustitucion

8c.
de sus arcos interceptados.

Dado: [_P, formado por la interseccion en P

de las tangentes PA y PD, donde P es

un punte afuera del circulo O.

Demuésirese: [ P = JAED — AFD)

Plan: cuando se dibuja la cuerda AD, el [ 1 se
convierte en un angulo externo del AADP, del
que [ Py [ 2 son angulos internos
no adjuntos.

DEMOSTRACION:

Un angulo formado por dos tangentes que se intersectan afuera de un circulo mide la mitad de la diferencia

Propaosicién

Argumento

1. Dibujar AD
2. m P+ ml2=mL1

3. mLP =_m
4, [ 1 =3AED, [ 2 = AFD

L1 =ml2

5. LP=3AED - #AFD o
LP = (AED — AFD)

. Por dos puntos pasa solo una recta

2. La medida de un angulo externo de un triangulo, es |~

igual a la suma de las medidas de los angulos
internos no adjuntos. |

Postulado de la sustraccion.

Un angulo formado por una tangente y una cuerda
se mide por la mitad de su arco interceptado.
Postulado de sustitucion.

. : . ] . .
9. Silos tres angulos de un tridngulo son congruentes con los tres angulos de otro triangulo, entonces los

tridngulos son similares.
Dado: AABCy AA'B'C

LAZL A, L B=[B,[C=2[C

Demuéstrese: AABC ~ AA'B'C’

Plan: para demostrar que los tridngulos son
similares, es necesario demostrar que los lados
correspondientes son proporcionales entre si.
Esto se hace colocando a los triangulos de tal
manera que coincida una pareja de angulos
congruentes; esto se repite hasta que otra
pareja de angulos congruentes coincida.

AJ

A(4)

C.r
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DEMOSTRACION:
Proposicion Argumento
1.LA=[ A 1. Dado.
2. Coloquese al AA'B'C’ sobre AABC de modo que 2. Una figura geométrica puede ser rmovida sin
[_A" coincida con [_A. cambiar su tamafio o su forma. Se puede hacer
coincidir con angulos gue sean iguales.
8 1 Bl B -3. Dado.
4. BC' | BC 4. Dos lineas son paralelas si sus angulos
correspondientes son congruentes.
B, % = % 5. Una linea paralela a un lado de un triangulo divide
a los otres dos de manera propercional.
6. De manera semejante, al colocar AA'B'C’ sobre el 6. Puntos 1 a 5.
LABC de modo que /8’ coincida con B, se
demuestra que S & gt
AB BC
7, A8 46 = gc 7. Cosas (proporciones) iguales a la misma cosa, son
" AB T AC T BC  § ] ;
iguales entre si.
8. AA'B'C' ~ AABC 8. Dos poligonos son similares si sus angulos
correspondientes son congruentes y sus
lados correspondientes son proporcionales.

10.  Sisedibuja la altura a la hipotenusa de un triangulo recto, entonces: (a) los dos triangulos asf formados son
similares entre si, al igual gque al tridanguio dado; {b) cada cateto del triangulo dado es la media proporcional entre la
hipotenusa y la proyeccion de ese cateto sobre la hipotenusa.

Dado: AABC con un angulo recto en C,
altura CD a la hipotenusa AB
Demuéstrese: (a) AADC ~ ABDC ~ AABC

(b) c:a = ap; cb = big
Plan: los triangulos son similares ya que tienen un
angulo recto y una pareja de angulos agudos
congruentes. Las proporciones son
consecuencia de la similitud de
los triangulos.

DEMOSTRACION:
Proposicion Argumento

1. [_C es un angulo recto 1. Dado.

2. CD es |a altura a AB 2. Dado.

3. CD 1 AB 3. Una altura a un lado de un triangulo es
perpendicular a ese lado.

4. [_CDBy | CDA son rectos 4. Las perpendiculares forman angulos rectos entre si,

5 LA=] Al B=| B 5. Propiedad reflexiva.

6. AADC ~ AABC, ABDC ~ NABC 6. Dos triangulos rectos son similares si un anguio
agudo de uno de ellos es congruente con un
angulo agudo del otro.

7. AADC ~ ABDC 7. Dos triangulos similares al mismo triangulo son
similares entre si.

8. ¢:a = ap,cb = byg 8. Lados correspondientes de triangulos similares, son
proporcionales.

11.  El cuadrado de la longitud de |a hipotenusa de un angulo recto es igual a la suma de los cuadrados de las

longitudes de los catetos.




16

DEMOSTRACION DE TEOREMAS IMPORTANTES 317

Dado: AABC rectangulo, con angulo recto en C.
Los catetos tienen longitudes a. b y la
hipotenusa tiene longitud c.

Demuséstrese: ¢® = a° + b?

Plan: Dibtjese CD i AB y apliguese el teorema 10.

DEMOSTRACION:

Proposicién ‘ Argumento

1. Dibujese CD L AB 1. Desde un punto externo, se puede dibujar una
perpendicular a una linea dada.

o £ 3. e B 2. Si se dibuja una altura a la hipotenusa de un

& prh g i : ;

triangulo recto. cualquiera de los catetos es la
media proporcional entre la hipoteriusa y la
proyeccién de ese cateto y |a hipotenusa.

3. a8 =cp, b?=c¢q 3. En una proporcion, el producto de los medios es
igual al producto de los extremos.

4 a*+ PP =cp+eg=clp + g 4. Siiguales se suman a iguales, las sumas son iguales.

S,c=p +4g 5. El total es igual a la suma de sus partes.

6. a® + b = ¢lc) = ¢* 8. Postulado de sustitucion.

12. Eléreade un paralelograma es igual al producto de ia longitud de un lado y falongitud de |a altura a ese lado.

Dado: [JABCD, longitud de la base AD = b,
longitud de la altura BE = h

Demuéstrese: Area de ABCD = bh

Plan: cuando se dibuja una perpendicular a la base,
extendida, se forma un rectangulo gue tiene la
misma base vy altura que el paralelogramo.
Mediante la adicién de triangulos congruentes
a un area comun, se demuestra que el
rectangulo y el paralelogramo tienen la

misma area.
DEMOSTRACION:
Proposicion Argumento
1. Dibujese CF L AD (extendida) 1. Desde un punto externo se puede dibujar una
perpendicular 2 una linea dada.
2. CF | BE 2. Los segmentos perpendiculares a la misma linea
—— son paralelos.
3. BC || AD 3. Los lados opuestos de un paraleiogramo son paralelos.
4. | CFD vy | _BEA, angulos rectos 4. Las perpendiculares forman angulos rectos.
5. BCFE es un rectangulo 5. Un paralelogramo con un angulo recto, es un
s s rectangulo.
6. AB=CD, CF=BE 8. Los lados opuestos de un paralelogramo son iguaies.
7. AABE = ACFD 7. hipotenusa cateto = hipotenusa cateto
8. Area (cuadrilatero BCDE) 8. Propiedad reflexiva.
= Area (cuadrilatero BCDE)
9. Area (AABE) + Area (cuadrilatero BCDE) = 9. Siiguales se suman a iguales, las sumas son iguales.
Area (ACFD) + Area (cuadrilatero BCDE) o
Area (rectangulo BCFE) = Area ([ JABCD)
10. Area del rectangulo BCFE = bn 10. El area de un rectangulo es igual al producto de
las longitudes de su base y de su altura.
11. Area JJABCD = bh | 11. Postulado de sustitucion.
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13.  El drea de un tridangulo es igual a la mitad del producto de la longitud de un lado por la longitud de la altura
de ese lado.

Dado: AABC, longitud de la base AC = b,
longitud de Ia altura BD = h

Demuéstrese: Area AABC = jbh

Plan: al dibujar BE | AC y EC || AB, se forma un
paralelogramo que tiene la misma base y altura
que el triangulo dado. Por lo tanto, el area del
triangulo es la mitad del drea del
paralelogramo.

DEMOSTRACION:

Proposicion Argumento
1. Dibujense BE | AC y EC || AB 1. Desde un punto externc se puede dibujar una linea
paralela a otra dada.
2. ABEC es un paralelogramo con base b y altura h 2. Un cuadrilatero es un paralelogramo si sus lados
- opuestos son paralelos.
3. Area (AABC) = > Area (LIABEC) 3. Una diagonal divide a un paralelogramo en dos
tridngulos congruentes.
4. Area (JABEC) = bh 4. El area de un paralelogramo es igual al producto de
; las longitudes de la base y de la altura.
5. Area del AABC = 1bh ; 5. Postulado de sustitucion

14. El area de un trapezoide es igual a la mitad del producto entre la longitud de la altura y la suma de las
longitudes de |as bases.

Dado: Trapezoide ABCD, altura BE con
longitud A, base AD con longitud b, B bt c

base BC con longitud b'. e “QF
Demuéstrese: Area de ABCD = jh(b + b') ;
Plan: cuando se dibuja una diagonal, el trapezoide se th th
divide en dos triangulos con bases b, b’ y con : |
altura comtn a ambos. AL—L ‘D
E b
DEMOSTRACION:
Proposicidn Argumento
1. Dibujar @ - 1. Por dos puntos pasa s6lo una recta.
2. Dibujar DF L BC (extendido) 2. Desde un punto externo, es posible dibujar una
perpendicular a una recta dada.
3. DF=BE =h 3. Las lineas paralelas son equidistantes en todas
partes.
4. Area (AABD) = bh 4. El area de un triangulo es igual a la mitad del
Area (ABCD) = b'h producto de las longitudes de su base y altura.
5. Area de ABCD = lbh + w'h = thb + b) 5. Siiguales se suman a iguales, las sumas son
iguales.
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15. El 4rea de un poligono regular es igual a la mitad del producto de su perimetro por la apotema.

Dado: Poligono regular ABCDE...
con centro en O, apotema de
longitud r, perimetro p.
Demuéstrese: Area de ABCDE... = }rp
Plan: al unir todos y cada uno de los vértices con el
centro, se obtienen tridngulos congruentes, la
suma de cuyas dreas es igual al area del
poligono regular.

DEMOSTRACION:

319

Proposicion

Argumento

g

. Dibtjense OA, OB, OC, 0D, OE, ...

. La altura de cada triangulo asi formado es r
. Area de AAOB = lar

ABOC = 1br

ACOD = r

. Area del poligono regular

ABCDE... = far + 1br + lor + ...
=a+b+c+ ..)

.p=a+b+c+ .
. Area de ABCDE... = up

[o )[4 ]

. Por dos puntos pasa soélo una recta.

. Las apotemas de poligonos regulares son
congruentes.

El area de un triangulo es igual a la mitad del
producto de las longitudes de su base y altura.

Si iguales se suman a iguales, las sumas son
iguales.

. El todo es igual a |la suma de sus partes.
. Postulado de sustitucion




Extension de la geometria plana
a la geometria sélida

17.1  SOLIDOS

Un sdlido es la porcién de espacio comprendida entre superficies planas y curvas.

Asi, ia piramide 0, el cuboﬁ. el cono A . el cilindro y la esfera @ son solidos.

Un sdlido tiene tres dimensiones: largo, ancho y espesor.

Los ejemplos practicos de s6lidos incluyen una caja, un ladrillo, un bloque y una pelota. Estos no son, sin embargo,
los solidos puros e ideales que conciernen a la geometria solida. La geometria sélida estudia las propiedades
geométricas de solidos “perfectos’. Estas son su forma, tamafio, la relacion de sus paries, y la relacién entre solidos;
se descartan propiedades fisicas tales como su color, peso o textura.

17.1A Clasificacion de sélidos

Poliedros

Un poliedro es un sdlido acotado Unicamente por superficies planas. Asi, la piramide y el cubo son poliedros. El cono.
el cilindro y la esfera no son poliedros, ya que tienen superficies curvas.

Las superficies que limitan a un poliedro son las caras; las lineas que resultan de la interseccion de las caras son
las aristas, y los puntos de interseccion de las aristas son los vértices. La diagonal de un poliedro une dos vertices que
no estan en la misma cara.

Asi, el poliedro mostrado en la figura 17-1 tiene seis caras. Dos de ellas son triangulos (ABC y CFG), y las otras
cuatro son cuadrilateros. Notese que AF es una diagonal del poliedro. El poligono sombreado HJKL es una seccidn
del poliedro tomada por la interseccion de un solido y un plano que pasa a través de él.
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El dngulo diedral es el angulo que se forma entre dos caras que se intersectan. El angulo entre las portadas de
un libro es un angulo diedral. Mientras mas se abre el libro, el 4ngulo diedral crece siendo primero agudo, pasa a ser
recto, obtuso y después derecho. El angulo diedral puede caicularse encontrando el angulo plano entrs dos lineas, una
en cada una de las caras, y sobre un plano perpendicular a la interseccion entre las caras.

Prismas

Un prisma (Fig. 17-2) es un poliedro en el cual dos de sus caras son poligonos paralelos y las caras restantes son parale-
logramos. Las bases de un prisma son los poligonos paralelos, Estos pueden tener cualquier nimero de lados. Las ca-
ras laterales son paralelogramos. La distancia entre las dos bases es h; se calcula sobre una linea que forma un angulo
recto con ambas bases.

Un prisma recto es un prisma cuyas caras laterales son rectangulos. La distancia 4 es la altura de cualquier cara
lateral.

Un sdlido rectangular es un prisma acotado por seis rectangulos. Este sélido se puede construir por medio de un
patrén de seis rectangulos, como se muestra en la figura 17-3, doblando a lo largo de las lineas punteadas. La longitud
I, el ancho w, y la altura h son sus dimensiones.

Solido
! rectangular

Fig. 17-2 Fig. 17-3

Un cubo es un sdlido rectangular acotado por seis cuadrados. Este se puede construir por medio de un patrén
de seis cuadrados, como se muestra en la figura 17-4, doblando a lo largo de las lineas punteadas. Cada una de las
dimensiones iguales esta representada por e en el diagrama.

6 |Base

Fig. 17-4

Una unidad cubica es un cubo cuyas aristas miden 1 unidad. Asi, un centimetro ctbico es un cubo cuya arista
mide 1 cm de longitud.

Un paralelepipedo es un prisma acotado por seis paralelogramos (Fig. 17-5). De modo que un sdlido rectangular
y un cubo son paralelepipedos especiales.

La tabla de la pagina siguiente muestra algunas relaciones entre poligonos en geometria plana y la relacion corres-
pondiente entre poliedros en geometria sélida.
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Paralelepipedo

Fig. 17-5
Geometria plana Geometria de los solidos
Poligono Poliedro
Cuadrilatero <— Prisma
Paralelogramo Paralelepipedo
7 N ’d g
Rectanguio Cuadrado Sdlido rectangular Cubo

Pirémides

Una pirdmide es un poliedro cuya base es un poligono y cuyas otras caras se encuentran en un punto, su vértice. La
base (B en la Fig. 17-6) puede tener cualquier numero de lados. Sin embargo, las otras caras deben ser triangulos.
La altura h, es la distancia desde el vértice a |a base, la longitud de una linea desde el vértice en éngulo recto con la
base.

B N
Piramide regular
(base cuadrangular) /
L

Piramide
truncada

Fig. 17-6

Una pirdmide reguiar es una piramide cuya base es un poligono regular y cuya altura une el vértice con el centro
de la base.

Una pirdmide truncada es la parte de una piramide que resulta si la parte superior de la pirdmide se corta por medio
de un plano paralelo a la base. Nétese en la figura 17-6 que sus caras laterales son trapezoides.
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Conos
Un cono circufar (Fig. 17-7) es un solido cuya base es un circulo y cuya superficie lateral termina en un punto. (A un

cono circular se le denomina simplemente cono.)

Cono circular /
recto 7

Cono
truncado

Fig. 17-7

Un cono circular recto se forma al rotar un tridngulo rectangulo alrededor de uno de sus catetos. Este cateto se

convierte en la altura h del cono, y el otro cateto se convierte en el radio de la base.
Un cono truncado es la parte de un cono que resulta si se corta la parte superior del cono por medio de un plano

paralelo a la base.

Cilindros

Un cilindro circular (Fig. 17-8) es un sélido cuyas bases son circulos paralelos y cuyas secciones transversales paralelas

a las bases son también circulos. (A un cilindro circular se le denomina simplemente cilindro.)
Un cilindro circular recto es un cilindro circular tal que la linea que une los centros de las dos bases es perpendicu-
lar a los radios de las bases. La linea que une los centros es la altura h del cilindro, y el radio de las bases es el radio

r del cilindro.

- Cilindro
Cilindro circular

Fig. 17-8




17 EXTENSION DE LA GEOMETRIA PLANA A LA GEOMETRIA SOLIDA 325

Esferas

Una esfera es un solido tal que cualquier punto de su superficie equidista de un punto fijo, su centro.

Una esfera se forma al rotar un semicirculo alrededor de su diametro como eje. El punto terminal externo del radio
perpendicular al eje genera un circulo mayor, mientras que los puntos terminales externos de las otras cuerdas perpen-
diculares al didmetro generan circufos menores. — L0

Asi, la esfera O en la figura 17-9 resulta de rotar el semicirculo ACB alrededor de AB como eje. En el proceso, el
punto C genera un circulo mayor mientras que los puntos E y G generan circulos menores.

Fig. 17-9

Es mas facil entender la manera como se localizan los puntos sobre la superficie terrestre si se considera a la Tierra
como una esfera formada al rotar el semicirculo NOS en la figura 17-10, el cual pasa por Greenwich, Inglaterra (cerca
de Londres), alrededor de NS como eje. El punto O, a la mitad del camino entre Ny S, genera el ecuador, EQ. Los
puntos A y B generan paralelos de latitud, los cuales son circulos menores sobre la superficie terrestre paralelos al ecua-
dor. Cada posicion del semicirculo rotado es un semi-meridiano o fongitud. {(Un meridianc es un circulo mayor gue pasa
por los polos Norte y Sur.) Al meridiano que pasa por Greenwich se le denomina meridiano Primo.

N (Polo Norte)

S (Polo Sur)

Fig. 17-10

Si se utiliza la interseccion entre el ecuador y el meridiano Primo como origen, se puede localizar |a ciudad de
Nueva York a 40°48} de latitud norte y 73°571' de longitud oeste. El arco remarcado que se muestra sobre el globo
terraqueo es un arco del circulo mayor que pasa por Nueva York y Londres. Los arcos de este tipo determinan la distan-
cia m4s corta entre dos puntos sobre la superficie terrestre. Se puede encontrar esta linea si se estira una liga elastica
entre Nueva York y Londres, sobre un globo terragqueo.
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17.1B Poliedros regulares

Los poliedros regulares son sélidos que tienen poligonaos regulares como caras, de manera que en cada vértice se inter-
secta el mismo numero de caras. Sdlo existen cinco solidos de este tipo, como se muestra en la figura 17-11. Notese
que sus caras son tridngulos equilateros, cuadrados o pentagonos regulares.

Los hexagonos regulares no pueden ser caras de poliedros regulares, ya que si tres hexagonos regulares tienen
un vértice en comun (Fig. 17-12), la suma de los tres angulos interiores en este vértice seria 3(120°) 0 360°. Como resul-
tado, los tres hexagonos regulares estarian en un mismo plano, de modo que no pueden formar un sélido.

Tetraedro Hexaedro Qctaedro Dodecaedro Icosaedro
regular regular regular regular regular
(4 caras) (6 caras) (8 caras) (12 caras) (20 caras)
Fig. 17-11 Fig. 17-12

17.2 EXTENSIONES A LA GEOMETRIA SOLIDA

17.2A Extensiones de los principios de lo geometria plana a principios de geometria espacial

“Esfera’’, en geometria espacial corresponde a “circulo” en geometria plana. Similarmente, “plano’’ corresponde a
“linea recta’’. Si se intercambia “circulo™ por “esfera’, o “linea recta” por “plano”, puede intercambiarse cualquiera
de los siguientes principios duaies. Cuando se efecttia esto, muchos de los principios de la geometria plana, principios
con los cuales se esta familiarizado, se convierten en principios de la geometria espacial.

Proposiciones duales relacionadas

1. Todo punto sobre un circulo esta a una 1. Todo punto sobre una esfera esta a una
distancia de un radio de su centro. distancia de un radio de su centro.

2. Dos lineas rectas que se intersectan 2. Dos planos que se intersectan determinan
determinan un plano. una linea recta.

3. Dos lineas perpendiculares al mismo plano 3. Dos planos perpendiculares a una misma
son paralelas. linea son paralelos.
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Al obtener proposiciones duales, debe asegurarse de que se realice un intercambio completo de los términos. Si
el intercambio es incompleto, como en el siguiente par de proposiciones, no hay dualidad.

Proposiciones duales relacionadas

El lugar geométrico de los puntos a una
distancia dada de una linea dada es un par
de lineas paralelas a la linea dada y a la
distancia dada.

4.

El lugar geométrico de los puntos a una
distancia dada de una linea dada es una
superficie cilindrica que tiene como eje Ia
linea dada y como radio la distancia dada.

l

“~Eje

A diferencia de un cilindro, una superficie cilindrica se extiende sin limite y no tiene bases. De igual modo, una

superficie conica se extiende ilimitadamente y no tiene base.

Extensién de los principios de distancia

He aqui algunas proposiciones duales relacionadas con distancia —en el plano y en el espacio.

Distancia en el plano

Distancia en el espacio

1.

2.

La distancia desde un punto a una linea es la
longitud de la perpendicular trazada desde el
punto a la linea.

| !

La distancia entre dos lineas paralelas es la
longitud de la perpendicular entre ellas.

Y
&=

o B W

L

1.

2.

La distancia desde un punto & un plano es la
longitud de la perpendicular desde el punto al
plano.

La distancia entre dos planos es la longitud
de la perpendicular entre ellos.




328 GEOMETRIA PLANA

17

3. La distancia desde un punto a un eirculo es la
longitud del segmento externo de la secante
desde el punto, a traves del centro del circulo.

A

4. Las lineas paralelas equidistan en todo punto.

> I

= [y

5. Cualquier punto sobre la finea que es la
mediatriz de un segmento es equidistante de
los puntos terminales del segmento.

6. Todo punto sobre la bisectriz del angulo entre
dos lineas es equidistante a los lados del
angulo

La distancia desde un punto a una esfera es
la longitud del segmento externo de la
secante desde el punto a través del centro de
la esfera.

Los planos paralelos equidistan en todos sus
puntos.

Todo punto sobre el plano bisector de un
segmento es equidistante de los puntos
terminales del segmento.

Todo punto sobre el plano que sea bisector
del angulo diedro entre dos planos es
equidistante de los lados del angulo.
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Extensién de los principios sobre lugares geométricos

EXTENSION DE LA GEOMETRIA PLANA A LA GEOMETRIA SOLIDA 329

Las siguientes proposiciones duales tratan sobre lugares geométricos —en el plano y en el espacio.

Lugares geométricos en el plano

Lugares geométricos en el espacio

3.

El lugar geométrico de los puntos que estén a
una distancia dada de un punto dado es un
circulo cuyo centro es el punto dado y cuyo
radio es la distancia dada.

(’/?\)
\

i

&

Sl ot

El lugar geométrico de los puntos que estan a
una distancia dada de una linea dada es un
par de lineas paralelas a la linea dada, a la
distancia dada.

e k. . =1
d
i >
d

= UL R =1y

El lugar geométrico de los puntos que
equidistan de dos puntos es la linea mediatriz
del segmento que une a los dos puntos.

El lugar geométrico de los puntos que estan a
una distancia dada de un punto dado es una
esfera cuyo centro es el punto dado v cuyo
radio es la distancia dada.

El lugar geométrico de los puntos que estan a
una distancia dada de un pfano dado es un
par de planos paralelos al plano dado, a la
distancia dada.

El lugar geométrico de los puntos que
equidistan de dos puntos es el plano que es
el bisector perpendicular del segmento que
une a los dos puntos.
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Lugares geométricos en el plano

Lugares geométricos en el espacio

El lugar geométrico de los puntos que
equidistan de las fineas que son los lados de
un angulo es la /inea bisectriz del angulo
entre ellas.

A

SR

A

El lugar geométrico de los puntos que
equidistan de dos fineas paralelas es la linea
paralela a éstas que esta a la misma distancia
de estas.

El lugar geométrico de los puntos que
equidistan de dos circulos concéntricos es el
circulo que esta a la misma distancia de los
circulos dados y es concéntrico a éstos.

E! lugar geométrico de los puntos gue
equidistan de los planos que son los lados de
un angulo diedral es el plano bisector del
angulo entre éstos.

El lugar geométrico de los puntos que
equidistan de dos planos paralelos es el pfano
paralelo a éstos que se encuentra a la misma
distancia de éstos.

El lugar geométrico de los puntos que
equidistan de dos esferas concentricas es la
esfera que esta a la misma distancia de las
esferas dadas y es concéntrica a éstas.
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Lugares geométricos en el plano Lugares geométricos en el espacio
7. El lugar geométrico de los vértices de un El lugar geométrico de los vértices de los
triangulo rectangulo que tienen una triangulos rectangulos gue tienen una
hipotenusa dada es el circulo que tiene a la hipotenusa dada es |la esfera cuyo diametro es
hipotenusa como diametro. la hipotenusa.
17.2B  Extensiones de la geometria analitica al espacio tridimensional

La geometria analitica de dos dimensiones puede exienderse facilmente a tres dimensiones. La figura 17-13 muestra
los ejes para dos y tres dimensiones; el eje z es perpendicular al eje x y al eje y. En la figura, las flechas indican la

direccidn positiva, y las lineas punteadas los ejes negativos.

He aqui cuatro extensiones de la geometria plana a la geometria en el espacio.

Fig. 17-13

Geometria analitica en el plano

Geometria analitica en el espacio

Coordenadas: P,(x,, ¥,), Pa(x, ¥.)
Punto medio de P,P,:
X, + X ¥, + ¥
Xu= " o Yu=Tg

Distancia P,P.:

d= \"{(Xz i Xz)z'_+ vz — }’1)2

Ecuacion del circulo que tiene como centro al
origen y radio r: x* + y* = r*

Coordenadas: P,{x,, ¥, Z,), PalXss Vo Z2)

Punto medio de PP,

Z + Z;

X|+X2y=3’1+y2 _
I 2. EEM 2

Xy =

Distancia P,P.:

d= \;(Xa + X1)2 + (VQ_Y1)2 + (2 _21}2

Ecuacion de la esfera que tiene como centro
alorigeny radior: x* + y* + 2* = r®
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17.3 AREAS DE SOLIDOS: MEDIDAS CUADRADAS

El 4rea de cada una de las caras del cubo en la figura 17-14 es A = e°. El drea de superficie total S del cubo es por
lo tanto

S = 6e?

Fig. 17-14

Las areas de los seis rectangulos que forman al sélido rectangular en la figura 17-15 son:
A= Ilw para las caras superior e inferior

A

]

Ih para las caras frontal y posterior

A = wh para las caras laterales

Fig. 17-15

El area de superficie total S del sdlido rectangular es, por lo tanto
8= 2w+ 2/h + 2wh
El area de superficie total de la esfera en la figura 17-16 es

$ = 4nr®

Fig. 17-16
El area de superficie total S del cilindro circular recto en la figura 17-17 es

8§ = 2w + 2nrth = 2wr(r + h)
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PROBLEMAS RESUELTOS

17.1  CALcuLo DE LAS AREAS DE SUPERFICIE TOTAL DE SOLIDOS
Calcule, aproximando a enteros, el area de superficie total de:

(a) Un cubo cuya arista es de 5 m (Fig. 17-18)

Fig. 17-18

(&) Un solido rectangular con dimensiones de 10 pies, 7 pies y 41 pies (Fig. 17-19)
2

o
1]

e

hal—

w="17

=10

Fig. 17-19

(c) Una esfera con radio de 1.1 cm (Fig. 17-20)

e
=

Fig. 17-20

333
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Soluciones

(8 s = 6e® = (5% = 150 m?

b) s = 2w + 2lh + 2wh = 2(10)(7) + 2(10)(4}) + 2(7)(4) = 293 pies?
€©) s = 4n? = 4(3.14)(1.13) = 15.1976 cm?

17.4 VOLUMENES DE $OLIDOS: MEDIDAS CUBICAS

Una unidad ctibica es un cubo cuya arista es de 1 unidad de longitud. Asi, una pulgada cubica es un cubo cuya arista
es de 1 pulgada de longitud (Fig. 17-21).

1 pulg

1 pulg
Una pulgada cubica

Fig. 17-21

El volumen de un sdlido es el numero de unidades que contiene. Asi, una caja con 5 unidades de largo, 3 unidades
de ancho y 4 unidades de altura tiene un volumen de 60 unidades cubicas; es decir, tiene la capacidad o espacio suficien-
te para contener 60 unidades cubicas (Fig. 17-22).

Fig. 17-22
A continuacién se presentan algunas férmulas para volimenes de sélidos. En estas férmulas, V es el volumen del
sdlido, B es el area de la base y h es |a distancia entre las bases o entre el vértice y una base. En férmulas de volumen,
este Ultimo se da en unidades cubicas, siendo la unidad la misma de las dimensiones. Asi, si el lado de un cubo mide
3 metros, su volumen es 27 metros cubicos.
1. Rectangulo solido (Fig. 17-23): V = Iwh

2. Cilindro (Fig. 17-24): V = Bh o V = mh
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Fig. 17-23 Fig. 17-24
3. Prisma (Fig. 17-25): V = Bh
4. Cubo (Fig. 17-26): V = ¢®
I =
! A e E
/)\\ 2 Smmaneaparan
// B \'\\ // #
£
Fig. 17-25 Fig. 17-26
5. Piramide (Fig. 17-27): V = Bh
6. Cono (Fig. 17-28): V = iBh o V = nr*h

7. Esfera (Fig. 17-29): V = {nr®

Fig. 17-27 Fig. 17-28 Fig. 17-29

PROBLEMAS RESUELTOS

17.2 RELAcIONES ENTRE UNIDADES CUBICAS
Encuentre el volumen V de
(8) Un pie cubico en pulgadas cubicas
() Una yarda cubica en pies cubicos

(c) Un litro (decimetro cubico) en centimetros cubicos
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Soluciones
(a) V = e® para un cubo. Como 1 pie = 12 pulgadas
V=12 = 1728

por lo gque 1 pie clubico = 1 728 pulgadas cubicas.

b) V = e? para un cubo. Como 1 yarda = 3 pies

V=23 =27

por lo que 1 yarda cubica = 27 pies cubicos.

() V = e para un cubo. Como 1 dm?* = 10 cm?,

V = 10® = 1000

por lo que 1 litro = 1000 cm?®

17.3 CALcuLo DE Los VOLUMENES DE CUuBOS

Calcule el volumen V de un cubo, en pies cubicos, si una arista es de (a) 4 pulgadas, (b) 4 pies, (c) 4 yardas.
Soluciones
Para calcular el volumen en pies cubicos, se debe expresar el lado en pies.

(a V = e%ycomo 4 pulgadas = | pies

G5
=
It

e’ = 4° = 64 pies.

—
T3

-+
=
]

€%, y como 4 yardas = 12 pies

V = 12* = 1 728 pies®

17.4 CALCULO DE LOS VOLUMENES DE UN SOLIDO RECTANGULAR, UN PRISMA Y UNA PIRAMIDE

Calcule el volumen de
(&) Un solido rectangular que tiene de longitud 6 pulgadas, de ancho 4 pulgadas y de altura 1 pie.
{b) Un prisma que tiene de altura 15 yardas y una base triangular de 120 pies cuadrados.

(¢) Una piramide que tiene 8 cm de altura y una base cuadrada cuyo lado es de 4} cm.

17
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Soluciones
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Iwh = 8(4)(12) = 288 pulgadas cubicas.

Bh = 120(45) = 5 400 pies cubicos = 200 yardas cubicas.

+BH = L(2)%8) = 54 cm®.

17.5 CALcuLo DE LOS VOLUMENES DE UNA ESFERA, CILINDRO Y CONO
Calecule el volumen aproximando el resultado al entero méas cercano, de
(@) Una esfera con radio de 19 pulgadas.
{b) Un cilindro con altura de 4 yardas y una base cuyo radio es de 2 pies.
(¢) Un cono con altura de 2 pies y una base cuyo radio es de 2 yardas.
Soluciones
Sea n = 3.14 para estos calculos

(a8 V =P = 3(3.14)10° = 4 186 pulgadas cubicas.

Il

(b) V = n*h = (3.14)(29)12 = 150.72 pies cubicos.

(€ V= Inh = Y3.14)(6%(2) = 75.36 pies clbicos.

17.6  DERIVACION DE FORMULAS A PARTIRDE V = Bh

337

A partir de V = Bh, la formula para el volumen de un prisma o un cilindro, obtenga las férmulas para el volumen de

los solidos de la figura 17-30.

Soluciones
(8 ComoB = Iw,V = Bh = lwh.
b) ComoB =¢e*>yh =e,V =Bh = (e)e = &
1 Y
U i\
) o
| e
e -
£ | s
el I ik
S N d
'// B e
=4
(a) Solido (b) Cubo (¢) Cilindro
rectangular circular

Fig. 17-30

() Prisma recto
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17.7

GEOMETRIA PLANA
() Como B = nr?, V = Bh = nr?h.

{d) Comob = %(b +b),V=8h-= %{b + b)h = %{b b,

FORMULAS PARA VOLUMENES COMBINADOS

Indique la férmula para el volumen de cada uno de los sélidos de la figura 17-31.

17

. m A
. ~EN
w y
(a) (&) ()

Fig. 17-31

Soluciones

@)
(b)

(@) V = Iwh para este sdlido. Ahora /| = 4e, w = 3e y h = 2e. De modo que
V = (4e)(3e)(2e) = 24e°,

(b) V = Iwh de nuevo. Aqui/ = 2a, w = cy h = 3b. Por lo que
V = (2a)(c)(30) = 6abc.

() AquiV =V, , + V,, =nR?h + n*h. Pero R = 3r, asi

V = n(3rPh + wh = 10m2h.

Problemas complementarios

Calcule, aproximando al entero mas cercano (si n = 3.14), el area total de

Un cubo con una arista de 7 yardas

Un solido rectangular con dimensiones de 8 pies, 6} pies y 14 pies

Una esfera con radio de 30 m

Un cilindro de revolucién con radio de 10 rd y una altura de 4} rd [Sugerencia: Utilice T = 2nr(r

(17.1)

+ hj]




17 EXTENSION DE LA GEOMETRIA PLANA A LA GEOMETRIA SOLIDA 339

2. Calcule el volumen de
(@) Una yarda cubica en pulgadas cubicas

(6) Un metro cubico en centimetros cubicos (1 m = 100 cm)

3. Calcule, aproximando a la pulgada ciibica mas cercana, el volumen de un cubo cuya arista es de (a) 3 pulgadas;
(b) 43 pulgadas; (c) 7.5 pulgadas; (d) 0.3 pies; (e) 1 pie 2 pulgadas. (17.3)

4. Calcule, aproximando al entero mas cercano, el volumen de (17.4)
(@) Un sélido rectangular con longitud de 3 pulgadas, ancho de 8} pulgadas y altura de 8 pulgadas
(b) Un prisma que tiene de altura 2 pies y una base cuadrada cuyo lado es de 3 yardas.

(¢) Una piramide que tiene altura 2 yardas y una base cuyas &areas es de 6.4 pies cuadrados.

5. Calcule, aproximando al entero mas cercano, el volumen de (17.5)
(a) Una esfera con radio de 6 m
(b)  Un cilindro que tiene.de altura 10 pies y una base cuyo radio es de 2 yardas.
(c) Un cono que tiene de altura 3 yardas y una base cuyo radio es de 1.4 pies

6. A partir de V = ;Bh, la formula del volumen para una pirdmide o un cono, obtenga las férmulas para el volumen
de cada uno de los sdlidos de la figura 17-32.

(b) Piramide con (¢) Piramide con (d) Cono donde
base cuadrada. base rectangular h=2r
Fig. 17-32
7. Obtenga la férmula para el volumen de cada uno de los sdlidos de Ia figura 17-33 (17.7)
i
! 5
il
€
e
B A5
e
€ €
(a) (b) (c)

Fig. 17-33



Transformaciones geomeétricas

18.1 INTRODUCCION A TRANSFORMACIONES

Si se observan en retrospectiva los 17 capitulos anteriores, se vera que aun cuando se han desarrollado diferentes te-
mas de capitulo en capitulo, a traveés de este material prevalece una idea comun: las posiciones de todas las figuras
geomeétricas son fijas. Es decir, cuando se considera un triangulo, como el AABC en la figura 18-1, éste permanece
inmovil. En esle capitulo se consideran objetos en geometria mientras cambian su posicion. Estos objetos (tales como
triangulos, lineas, puntos y circulos) se moveran comoe resultado de una transformacion del plano:

B

C
Fie. 18-1

DerFiNICiON 1:  Una fransformacion del plano es una regla que asigna a cada punto del plano un punto distinto ¢ el mis-
mo punto.

Notese que a cada punto del plano se asigna exactamente un punto. Los puntos que se asignan a si mismos se
denotan como punfos fijos. Si el punto P esta asignado al punto Q, se dice que Q es la imagen de P, y conversamente,
la imagen de Q es P.

18.2 REFLEXIONES

Imaginese que hay un espejo colocado a lo largo de la linea m, en la figura 18-2. ;Cual sera la imagen del punto §
en el espejo? ;Como se describiria el punto S, la imagen de S? Si pudiera colocarse, de hecho, un espejo a lo largo
de la linea m, podria observarse que la imagen de S esta en /, atras de m, y que la distancia de § a O es igual a la
distancia de O a §" (veéase la Fig. 18-3). Se dice que S es la imagen de S bajo una reflexién sobre |a linea m. Ndtese
que bajo esta reflexion, O es la imagen de O.

DerFinicioN 2:  Una reflexion respecto a la linea m es una iransformacion del plano con la propiedad de que la imagen

de S, un punto que no esté en m, es S, donde m es el bisector perpendicular de SS', la imagen de cualquier punto
O en m es O mismo.

Se escribe A (8) = S para significar que §' es la imagen de S bajo reflexion respecto a la linea m.

- -
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Fig. 18-2 Fig. 18-3

PROBLEMAS RESUELTOS

18.1  ImaGEN DE un PUNTO <
Encontrar la imagen de (a) A, (b) B, (¢) C, (d) AC, y (e) L_DAC bajo la reflexion respecto a la linea t en Ia
figura 18-4.

Fig. 18-4
Soluciones

(@) B, ya que | es el bisector perpendicular de AB
b) A

() C,yaqueCestaent

(d) BC (;Por qué?)

() [ DBC,yaqueDyCsonfijosyR (B)=A

18
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18.2 IMAGEN DE UN TRIANGULO
;Cual es la imagen del AABC de la figura 18-4, bajo una reflexién sobre la linea t?

Solucidn

Dado que R{A) = B, R(B) = A, y R{C) = C se tiene que AABC es su propia imagen.

18.2A Simetria respecto a una linea

En los ejemplos anteriores se puede observar que las imagenes de angulos son angulos y que las imagenes de segmen-
tos son segmentos cuando se trata de una reflexion respecto a una linea. Cuando una figura es su propia imagen bajo
una reflexion respecto a una linea (como lo es el AABC en la figura 18-4), se dice que la figura tiene simetria respecto
a una linea.

DerFiNICION 31 Una figura F exhibe simetria respecto a una linea si existe una linea { tal que fa imagen de F bajo una
reflexion respecto a la linea I, es F misma. En este caso, se dice que | es la linea de simetria o que es un gje
de simetria.

Nétese que cuando una figura exhibe simetria de linea, no todos sus puntos son necesariamente fijos. En la figura
18-4, sélo los puntos C y D son fijos en el triangulo ABC.

PROBLEMAS RESUELTOS

18.3 LocaLizacion peL EJE DE SIMETRIA
En la figura 18-5, encontrar todos los ejes de simetria para el hexagono regular ABCDEF.

Fig. 18-5
Solucion

AD, FC, BE y la linea indicada /, todos son ejes de simetria. Encontrar dos mas.

18.4 DESCUBRIMIENTO DE LA SIMETRIA DE LINEA
:Cudl de los objetos en la figura 18-6 exhibe simetria de linea?
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() (b) (el (d) (e)

Fig. 18-6
Solucion

Todos excepto (¢}

18.2B  Simetria puntual

No solo es posible transformar el plano mediante reflexiones respecto a una linea, sino qua también mediante reflexio-
nes respecto a un punto. En la figura 18-7, por ejemplo, se puede reflejar Q en el punto P, encontrando el punto @'

tal gue QP = PQ".

Enl Y
o
<

Fig. 18-7

DEerFINICION 41 Una reflexion respecto a un punto P es una transformacion del plano tal que la imagen de un punto
Q, excepto P es Q', donde QP = PQ', y |a imagen de P es P (esto es, P es fijo). Si la figura F es su propia imagen

bajo tal transformacion, se dice que F exhibe simeiria puntual.
En la figura 18-8 se muestra un hexagono regular ABCDEF, con AQ = OD. Nétese que A es la imagen de D bajo

la refiexion respecto a O. Se usar4 la notacion A, (A) = Dy A(D) = A para indicar que A y D son sus imagenes res-
pectivas bajo una reflexion respecto al punto O.

E D
Fig. 18-8

PROBLEMAS RESUELTOS

18.5  LOCALIZACION DE IMAGENES BAJO UNA REFLEXION RESPECTO A UN PUNTO
“Con referencia a la figura 18-8, enicontrar: (a) R, (B); (b) R,(C); (¢) R, (AD); (d) R, (L_AOB) y (8) R,(ABCDEF).




18 TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS 345

Soluciones
(aE (B)F (c)DA (d) [ _DOE

(e) El hexdgono DEFABC (asi, ABCDEF exhibe simetria puntual).

18.6 LOCALIZACION DE SIMETRIA PUNTUAL
;Cual de los siguientes objetos exhibe simetria puntual?

(a) Cuadrados (¢) Triangulos escalenos
(&) Rombos d) 8
Solucién

Todos excepto (¢)

18.3 REFLEXIONES Y GEOMETRIA ANALITICA

Dado que un punto puede cambiar de posicién bajo una transformacion, se tiene que la geometria analitica es una he-
rramienta particularmente Util para describir estas transformaciones. Recuérdese que en geometria analitica se trabaja
extensamente con la posicion de puntos; la determinacion de distancias y la localizacidon de puntos son una gran ayuda
en la exploracion de las propiedades de las transformaciones.

PROBLEMAS RESUELTOS

18.7 IMAGENES BaJo ReFLexionEs (Fig. 18-9)

A(1,13
-

B(1,0)

Fig. 18-9 s
(a) ¢Cual es la imagen del punto A bajo una reflexién respecto al eje x? ;Respecto al eje y?
(b) ¢Cual es la imagen de B bajo una reflexion respecto al eje y7?7

(¢) ¢Cudl es la imagen de O bajo una reflexién respecto al punio O?

(d) ¢Cudl es la imagen de B bajo una reflexion respecto a la linea y = x7
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(&) ¢Cual es la imagen de A bajo una reflexion respecto a la linea x = —1?
(f)  ¢Cual es la imagen del AAOB bajo una reflexién respecto al eje y? ;Bajo una reflexion respecto a O?
Respuestas

(&) El punto A’ en la figura 18-10 es la imagen de A bajo una reflexién respecto al eje x; las coordenadas
de A’ son (1, —1). El punto A” es la imagen de A bajo una reflexion respecto al eje y; A(—1, 1).

¥
All,1
PSRl

¥

0 X
¥
s A

Fig. 18-10

(b) El punto B’ en la figura 18-11 es la imagen de B bajo una reflexién respecto al eje y. Sus coordenadas
son (-1, 0).

Fig. 18-11
(¢) El punto O es un punto fijo. El punto sobre el cual se lleva a cabo la reflexién siempre es fijo.

(d) R(B) = B'(0, 1), en Ila figura 18-12. Notese que la linea / es el bisector perpendicular de BB".
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¥ l
4B'0,1)
2 x
o B(1,0)
y=x
Fig. 18-12

(8) R,(A) = A'(=83, 1), en la figura 18-13. Nétese que m es el bisector perpendicular de AA'.

¥

m

x=-1
A(=3,1) e— e —e A(1,1)

2 units 2lunits
x
0
Fig. 18-13

() Laimagen de AAOB bajo una reflexién respecto al eje y es AA'B'O [véase la Fig. 18-14(a)], donde A’ =
(=1,1), 8" = (-1, 0),y O = (0, 0). Suimagen bajo una reflexidén respecto al origen es AA"B°0 en la figura
18-14(b); donde A" = (=1, —1), B’ = (-1, 0), y O = (0, 0).

¥

et

B

A
(a) {b)

Fig. 18-14
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18.3A Patrones en las reflexiones

Se pueden observar varios patrones en los resultados obtenidos en los Ultimos problemas:

1. Ladistancia entre A" y B’ en la figura 18-14(a), es igual a la distancia de A a B. En otras palabras, las distancias
son preservadas bajo una reflexion. Obsérvese también gue lo mismo ocurre con las medidas de los angulos. En
otras palabras, en la figura 18-14(a), m/_BAO = m{_B'A’O; mas auln, esta propiedad aparentemente es cierta para
otras reflexiones. Como se verd mas adelante, otras propiedades también se preservan bajo reflexiones.

2. Bajo una reflexidn respecto al eje x, el punto (a, b) se mueve al punto (a, —b); bajo una reflexion respecto al eje

v, (a, b) se mueve a (—a, b); vy bajo una reflexion respecto al origen, (a, b) se mueve a (—a, —b). Estos patrones
solo son validos para estas reflexiones.

PROBLEMAS RESUELTOS

18.8 MAs IMAGENES BAJO REFLEXIONES
En la figura 18-15, encuentre:

(a) La reflexion de C respecto al eje y
(b) La reflexién de B respecto al origen

(c) La reflexion del ACAB respecto al gje x

i
408>y

B(3,1)
AL D) g

\/ Fig. 18-15

Soluciones
(a (=2,3)
b)) 3,—1)

©) ACAB, donde C' = (2, -8),A = (1, -1),yB = (3, ~1).

18.4 TRANSLACIONES

-

En la figura 18-16(a), sea el AABC, y sea la transformacion que consiste en agregar 1.acada coordenada:x._;y de agregar
2 a cada coordenada y. El resultado se muestra en la figura 18-16(b): Notese que el AABC no cambia de forma
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pero si se mueve en el plano en la direccion del raye OD, donde D = (1, 2). La coordenada x de D representa la “canti-
dad’ con la cual se recorren las coordenadas x del triangulo; mientras que la ordenada de D es la "'cantidad"’ con la
cual se recorren las coordenadas y. Este tipa de transformacion se denota como traslacion.

y ¥ B'(2,3)
€'(3, 3]
123 (3. 5)
Bi(1,1) o N
- €z n) D(1,2)  A2,2)
X X
o  A1)0)- @
;4(,"?_ >
(a) (&)
Fig. 18-16

DEFIN}CION 8: .. Una traslacion es una transformacion del p-‘ar?o tal que la imagen de todo punto (a, b) es el punto
{(a +! h b+ k) dgnde h y k estan dadas.

Una traslamon tiene el efecto de mover todo punte la misma distancia en la misma direccion. Se utilizara la notacion
[,, «{@, b) para indicar la imagen de (a, b) bajo una traslacion de h unidades en la direccién x y k unidades en la direc-
cion y.

Tal y como ocurre en una reflexion, la Eﬂstan.,aa y la medida de los angulos son propiedades preservadas bajo una
traslacion.

PROBLEMAS RESUELTOS

18.9 LoOcCALIZACION DE LA IMAGEN DE UN PUNTO
Encuentre: T_, (1, 4) y T_,,(-1, 2).

Soluciones

Toap(t 4) = (1 + (=1),4 + 1) = (0, 5)
T\-_'_”(—'l, 2) = ("‘1 + (_1), 2 + 1) = {—2, 3)

Nétese en la figura 18-17, que (1,

4) y (—1, 2) se traslada el mismo numero de unidades en la misma direccion
por la misma traslacion T.

18.10 LocALIZACION DE LA IMAGEN DE UN TRIANGULO
Encuentre la imagen del AABC bajo la traslacién T, ,, donde A = (0, 0), 8 = (1, 1) y C(1, 0).
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¥

(0, 5')||\

(1,4)

(—2,3)\.

(—1,2)

Fig. 18-17
Soluciones
Tuz(0,0) = (1,2), Ty4(1, 1) = (2, 3), T, 5(1,0) = (2, 2). Por lo tanto, la imagen del AABC es el AA'B'C" en

la figura 18-18. Todos los puntos son trasladados alo largo del rayo AA" = OA’, donde A'(1, 2) tiene las coorde-
nadas de la traslacion.

g
BI'
A’ c
B
& x
A C
Fig. 18-18

18.11 LoCALIZACION DE LAS IMAGENES DESDE OTRA IMAGEN
Bajo una cierta traslacion, T(5, 2) = (7, 1). Encuentre T(—3, 8) bajo la misma traslacion.

Solucién

2; también 2 + k = 1, por lo que k = —1.

Setieneque T,,(5,2) = (7,1). Asi, 5 + h =7,0h =
=(1.9

Entonces T, (=3, 6) = (2 + (-3), -1 + 6)

18.12 LocALizAciON DE VARIAS IMAGENES BAJO UNA TRASLACION
(@) Encuentre T_, (6, 2)

(p) Encuentre h, k si Tj,,(1, 7) = (0, 0)
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(c) Encuentre la imagen del cuadrade ABCD bajo la traslacién T, ,, donde A = (0, 0), B = (1, 0).
C=(0,1),yD=(,1).

(d) Encuentre T,,(1, 6) si T,4.1) = (0, =7).
(¢) Encuentre todos los puntos fijos bajo T._, .
Soluciones

@ T(6.2) =6+ (-1),2+0 = (52

) h=0-1==Egk=0—-7T=-F

() ABCD,dondeA =(1,1), 8

1]

(2,1, C =(1,2,D = (2 2).

d) h=0-4=-4yk=-7-1 —8, entonces T(1, 6) = (-3, —2)

(e) Solamente T, tiene puntos fijos. Cualquier otra traslacién incluyendo T, , no los tiene.

18.13 LocaLizaciON DE IMAGENES DE FIGURAS o
Sean A = (1, 1), B = (2, 2) y C = (3, 1). Encuentre la imagen bajo T, _, de: (a) AB, (b) AABC, (¢) L CBA.

Soluciones
(a) AB,dondeA = (3,00yB = (4,1)
by &HABC,conC = (5 0)

©) LCBA

18.5 ROTACIONES

Considérese el cuadrado ABCD de la figura 18-19(a). Supdngase que el cuadrado se rota 90° alrededor del punto P,
en sentido contrario al de las manecillas del reloj, tal y como lo muestra la flecha. (Imaginese que el cuadrado estd sepa-
rado de la pagina pero esta sujeto a ella mediante un alfiler a través del punto P.) Entonces:

La imagen de B sera A. La imagen de C sera B.
La imagen de D sera C. La imagen de A sera D.

Ahora, considérese al punto S de la figura 18-19(b). El punto puede rotarse 50° alrededor de P, por ejemplo, como
si fuera uno de los extremos de una regla que estuviera clavada a la pagina en P. La imagen de S es §'.

En ambas rotaciones, el segmento de P al punto que se esta rotando, es congruente con el segmento que va de
P a la imagen de ese punto.

DerINICION 6:  Una rotacidn a lo largo de un dngulo de medida 8 grados alrededor de un punto P, es una transforma-
cion del plano tal que la imagen de P es P y, para cualquier otro punto B # P, la imagen de B es B', donde m/_BPB' = 6

y BP = BP.

La figura 18-20 muestra P, B, B', y 8. Si 8> 0, la rotacion es en contra de las manecillas del reloj. Si 8 <0, la rotacion
es en el sentido de las manecillas del reloj.
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T 2

50°
Ly 8 T “
" r N, \“ g
{a) (b)
Fig. 18-19
¥
B(-2,2)
B(2,2)
X
0
B'(-2,-2)
Fig. 18-20 Fig. 18-21

Se usa la notacion Rot,(B) para indicar que el punto B se va a rotar alrededor del punto P, un angulo de & gra-
dos. Bajo una rotacién se preservan las longitudes de segmentos de linea, al igual que las medidas de angulos.

Sea el punto B en la figura 18-21, y sea la rotacion de B de 180°, alrededor de O. La imagen de B es B'(-2, —2}.
Nétese que B’ corresponde también a la imagen de B bajo una reflexién respecto al punto O.

Sea ahora una rotacién de B de 90° alrededor de O. La imagen es ahora B'(~2, 2). Nétese que B' también es la
imagen de B bajo una reflexion respecto al eje y.

Atencion: estas dos semejanzas de las transformaciones son coincidencias. Aparecen porque se estan llevando a
cabo rotaciones de 90° y 180° alrededor del origen. {No se debe generalizar mas alla de estos casos! Sin embargo, estas
coincidencias dan lugar a las férmulas siguientes:

Roty (@, £) = (=b, a) y Rot 5ee(@. b) = (—a, =b)

PROBLEMAS RESUELTOS

18.14 Locauizaclon DE LAS ROTACIONES DE UN PunTO _
Sea A = (1, 3)y B = (2, 1), encuentre: (a) Rot,4.(4), (b) Rote:(B), ¥ (¢) la.imagen de AB bajo una rotacion de
90° alrededor de O.




18 TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS 353

Soluciones

(@) Rotgge(@ b) = (-b,a) = (-8, 1)
(b) Rotpge(2, 1) = (=1, 2)

(¢) Laimagen buscada es A'B’, donde A" = (-3, 1) y B' = (-1, 2) como se muestra en la figura 18-22.

B'(-1,2)
A(1,8)
Al-3,1)
B(2,1)

Fig. 18-22

18.15 LOCALIZACION DE LA IMAGEN DE UN TRIANGULO

(a) Encuentre la imagen del AABC bajo una rotacion de 180° alrededor de O, siA = (1, 3), B = (2. 1) y
c = (1, 1.

(b) Encuentre la imagen de [ _BAC.

Soluciones

(@ Hm[ﬂ.uao=}(’4} =(-1,-3) = Ar_
ROt(O.'ISD‘}{B) =(-2,-1) = B‘
RO[(OJSD’]{C) =(-1,-1)=C

La imagen de AABC es AA'B'C’

(b) Laimagen de [ BAC es ! BAC'.

18.5A Simetria de una rotacion

La imagen del cuadrado en |a figura 18-19 bajo una rotacién de 90° es el cuadrado mismo. Esto también es cierto para
una rotacion de —90° o de 180°, etc.

PROBLEMAS RESUELTOS

18.16 DETERMINACION DE LA SIMETRIiA DE LA ROTACION (Fig. 18-23)
(a) Encuentre la Rotg.(0). / |

(b) Encuentre la Rof, . de A, By C.
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C(0,1)

A(—-1,0) 0 B(1,0)

Fig. 18-23
() Encuentre la Rot,_g., de A, B, y C.
(d) Encuentre la imagen de AABC bajo la Rot .,
(e) ¢Exhibe el AABC simetria rotacional?
Soluciones
(a Rot(0) = O
(b) Rot(A) = A'(0, —1); Rot(B) = B'(0, 1); Rot(C) = C'(-1, 0)
(¢) Rot(4) = A'(0, 1); Rot(B) = B’(0, —1); Rot(C) = C’(1, 0)
(d) Rot{AABC) = A'B'C"

(e} No, ya que no es su propia imagen para cualquier rotacién, exceptuando una de 360°.

18.6 DILATACIONES

Supongase que se infla un globo por etapas y que en cada etapa se dibuja un contorno. Los trazos podrian ser como
los mostrados en la figura 18-24. Aunque el globo cambié de tamano E—n-,.el paso de la etapa (a) a la (b), su forma no
—~~

cambid. Nétese que si C esta en AB, entonces su imagen C’ estd en A'8". Una transformacién del plano de este tipo
se denota dilatacién. La transformacion “de regreso” también es una dilatacién: se puede hacer que el globo reduzca
su tamafio por medio de una transformacion que vaya de (b) a (a).

DEFINICION 7:  sean un punto p en el plano y un nimere positivo n, entonces una transformacion del plano, denotada
como dilatacion de n con centro de dilatacion P, tiene las siguientes propiedades: el punto P es fijo, para cualquier punto

Q, la imagen de Q es el punto Q' tal gue PQ" = (n)}PQ) y PQ ¥ PQ’ son rayos idénticos.

El punto @ se denota como D (Q). -

En la figura 18-25 se muestra una dilatacion en la que n = 2 y el centro de la dilatacion es P. Por lo tanto, D,{A)
= A, D(B) = B, y D,(P) = P. En adicion, dado que n = 2 se tiene que PA' = 2PA y que PB’ = 2PB. De la figura
18-25 se hacen evidentes las propiedades:

1. Las dilataciones no preservan distancias.



A

(a) (B)

Fig. 18-24 Fig. 18-25
2. Laimagen de una figura es similar a ésta bajo una dilatacién. En la figura 18-25, el APAB ~ APA'B'.
3. Los angulos se preservan bajo una dilatacion (a causa del punto 2 de arriba).

Cuando el centro de la dilatacién es O(0, 0), se pueden encontrar facilmente las imagenes de los puntos:
D (x, y) = (nx, ny).

PROBLEMAS RESUELTOS

18.17 LOCALIZACION DE LA DILATACION DE UN TRIANGULO
Encuentre la imagen del AABC de la figura 18-26 bajo una dilatacion de n = 3y con centro (0, 0).

Solucidén
D,,{(1,1) = (3 3 = B, como se muestra en la figura 18-26. También D (1, 0) = (3, 0) = A D2, 1)

= (1,}) = C'. Entonces, AB'A'C’ es la imagen de ABAC, y AB'A'C’ ~ ABAC. Nétese aqui que la imagen es
mas pequena que el triangulo original ya que n = 3

(V /
L
P

o A Aa,0

Fig. 18-26
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18.18 LOCALIZACION DE UNA 1 DESCONOCIDA
Dado que D.(8, 0) = (1, D), encuentre n para una dilatacion en la que (0, 0} es su centro.

Solucidn
Dado que el origen es el centro de la dilatacion, (1, 0) = (8n, 0n). Por lo tanto, Bn = 1yn =

ki
5

18.19 DILATACION DE UN CUADRADO
Dibuje el cuadrado ABCD en el plano coordenade con A = (1, 1), 8 = (1, 2), C = (2, 1), ¥ D@2, 2).
Entonces:
{a) Con O como centro de la dilatacién, encuentre la imagen de ABCD bajo una dilatacién de n = 3.
(6) Encuentre el punto medio M de AB y el punto medio M' de A'B’.
(¢) Encuentre D, (M).

Soluciones

(a) Para una dilatacion con centro (0, 0) y n = 1, se tiene que D{x, ¥) = (§, 3). La imagen de ABCD es
ABCD, donde A’ = (2,8 = (), C =GJD =GD

By M=G60+ 150 +2) =1y M = 1) £6) = &2

© DiM) =M

18.7 PROPIEDADES DE TRANSFORMACIONES

En este punto, se resumen las propiedades de las transformaciones. En particular, interesa saber qué se preserva bajo
qué transformacion.

1. Lasreflexiones preservan: (a) distancias, (b) medidas de angulos, (¢) puntos medios, (d) paralelismo, y () colineari-
dad.

2. Las translaciones preservan las mismas cinco propiedades (a) a (e).
3. Las rotaciones también preservan estas cinco propiedades.

4, Las dilataciones preservan todas menos las distancias, esto es de {b) a (e) solamente.

Probiemas complementarios

1. Para la figura 18-27, encuentre la imagen bajo una reflexion respecto a la linea t, de cada uno de los objetos
siguientes: (a) el punto D; (b) punto C; (c) punto B, y (d) AC. (18.1}

2. Encuentre la imagen del rectangulo ABCD de ia figura 18-27, hajo la reflexion respecto a la linea L {18.2)
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Fig. 18-27

357

3. Diga si es falso o verdadero que cada circulo es su propia imagen bajo una reflexion respecto a un diametro.

4. Encontrar todos los ejes de simetria para el rectangulo de la figura 18-27.

5. Dé (o dibuje) un ejemplo de un poligono de cinco lados que no exhiba simetria de linea.

6. Explique por qué cada figura de la figura 18-28 exhibe simetria de linea.

(@) (®) (c)
Fig. 18-28

7. En la figura 18-29, encuentre: (a) Ry(B): (B) Ry(4); (¢) Ru{O); (d) R(AAOB).

'3 A(2,2)

B(2,0)

Fig. 18-29

8. En la figura 18-30, encuentre:

(a) La imagen de E bajo una reflexion respecto al eje y.

(d)

(18.2)
(18.3)
(18.4)

(18.4)

{18.5)

(18.7, 18.8)
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12.

13.

14.

15:
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(b} La imagen de B bajo una reflexion respecto al eje y.

{¢) Laimagen de AB bajo una reflexion respecto al eje y.

(d) Laimagen de BC bajo una reflexién respecto al eje x.

() Laimagen de ABCD bajo una reflexién respecto al eje x.

¥

B{-1,1) |E(0,1) C(1,1)

A-1,00 |0 'D(1,0)

Fig. 18-30

Encuentre (a) Ty 5(2, 8); (b) Tj;2(6. 5); (€) T 5(0, 0); (d) Tirgl1, 1)

Encuentre la imagen del rectangulo ABCD de la figura 18-30 bajo la translacion T,

Bajo una translacién especifica, T(3, 4) = (0, 0). Encuentre T(—8, —6) bajo la misma translacion.

Encuentre: (8) T g0, —6); (b) Tyu(3, 7); () Tm@ 1) (D) T4, 1) si Tl 1) = (2, 2).

En la figura 18-31, encuentre: () T,o(EF); (6) Ty o(EP): (6) T y(EF); (d) ToolLOEF).

18

(18.9)
(18.10)
(18.11)
(18.12)

(18.13)

Sean x = (4, 1)y y = (0, 3), encuentre: (a) Rot, e«(X); (b) ROty s(¥); (€) la imagen de yx bajo una rotacion

de 90° alrededor del origen.

Encuentre la imagen del AEOF de la figura 18-31 bajo una rotacion de 180° alrededor de O.

= 4

EQ, 1)1\
x

0 F(1,0)

Fig. 18-31

(18.14)

(18.15)
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En la figura 18-32 encuentre: . (18.18)
(@) Roty s0sfA) Y Roty 50(B)
(B) ROty oA} ¥ ROty g00(B)

(¢) Laimagen de OABC bajo Roty,

B(1
Cl0, 13 t1:2)

A(1,0)

Fig. 18-32

Encuentre: (a) D,,(—1, 3); (b) D,.(5, —3); (¢) D,(0, 0), y (d) D1, B), si el centro de la dilatacion en cada caso

es el origen. (18.17)
Si el centro de una dilatacion D, es (0, 0) y D,(3, 8) = (5, 10), encontrar n y D, (0, —7) (18.18)
Para los puntos A y B de la figura 18-33, y para dilataciones con centro en (0, 0), encuentre: {18.19)

(a) La imagen del AOAB bajo una dilatacién conn = 3}

(b) Laimagen del punto medio de AE bajo una dilatacién con n = 3

LA,

0 B(1,0)

Fig. 18-33



Formulario

FORMULAS DE ANGULOS

10.

11.

i2.

13.

14.

15.

Complemento de a®

Suplemento de a°®

La suma de las medidas de los angulos de un triangulo
La suma de las medidas de los dngulos de un cuadrilatero

La suma de las medidas de los angulos exteriores de una figura
cualguiera

La suma de las medidas de los angulos interiores de una figura
cualquiera

La medida de cada angulo interior de una figura equiangular
o regular cualquiera

La medida de cada angulo exterior de una figura equiangular o
regular cualquiera

La medida de [_O central interceptando un arco de a°

La medida de /_A inscrito interceptando un arco de a®

La medida de /_A formado por una tangente y una cuerda e
interceptando un arco de a°

La medida de /_A formado por la interseccion de dos cuerdas e
interceptando los arcos de g° y b°

L.a medida de /_A formado por la interseccién de dos tangentes, dos

secanies, o la interseccion de una tangente y una secante e
interceptando los arcos de a° y b°

La medida de [_A inscrito en un semicirculo

[ =A y B opuestos de un cuadrilatero inscrito

10.

11.

12.

13.

14.

15.

c = 90° — a°

nh
I

€]
1]

180°%(n — 2)

)

Ha® + b°)

j(a® — b

80°

180° —mi_B
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FORMULAS DE AREAS

| 11.

10.

Area de un rectanguio

Area de un cuadrado

Area de un paralelogramo

Area de un tridngulo

Area de un trapezoide

Area de un triangulo equilatero
Area de un rombo

Area de un poligono regular

Area de un circulo

Area de un sector

Area de un segmento menor

1 bh

2. s2, K = ld®

3. bh, K =absenC
4. 1bh, K = labsenC
5. 1hib + b), K = hm

6. 18%/3, K = 1h%/3

7. sdd’

8. or

9. nre, K = jnd®

10. 3857

11. area del sector — area del triangulo

| FORMULAS DE LA INTERSECCION DE CIRCULOS

L3

Cuerdas intersectoras

b = ecd

Tangente y secante intersectoras
3 = i, 12 = se
t e

Secantes intersectoras
se = s'e’
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FORMULARIO

FORMULAS DE TRIANGULOS RECTANGULOS
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1. B Teorema de Pitagoras 1. cF=g"+p?
Aw
A C
7 B Cateto opuesto al angulo de 30° 2. b=i¢
B Cateto opuesto al angulo de 45° b=1cV2 b=u
o/200| Cateto opuesto al angulo de 60° b=1cV3, b=aV3
[ 45° i
60° A /45°
A 5 'C 5 C
3. Altura de un tridngulo equilatero 3. h=1sV3
g Lado de un triangulo equilatero s=2m3
60°
4. Lado de un cuadrado 4. s=1idv3
d 8 Diagonal de un cuadrado d=sV3
45° 1
. h
Altura de la hipotenusa g B E h=\ss
Cateto del triangulo rectangulo h g’ Py pq
2o o
E_]; a4 =pe, a=\pc
A
B—C—qu) =gc, b=\7gc
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FORMULAS DE GEOMETRIA ANALITICA

'

Punto intermedio M

T T :)‘1_&'))2

7 o Ym 2

®

el origen y radio r

{2y¥s)
Distancia entre dos puntos P,P, d=\(x,—x,)+(y,—y, )
: x
) La pendiente de la recta P,P Ya= % 8y '
; p lente de la recta F.~, o= , M= m=tani
¥ Xy—x, Ax
2 ¥ L, Las pendientes de dos rectas 2. Son las mismas, m
L paralelasl, y L, |
Las pendientes de dos rectas
x! x perpendiculares L, y L, i s 1 M L
O|y’ \L’ m’ n'
3 Y ‘hL" La ecuacién de L,, paralela al eje x 3. y=k'
k' =L, La ecuacion de L,, paralela al eje y i
@ 0 =
¥ k
4. y L, La ecuacion de L, con pendientemy 4. y=mx+b
L, y-intercepcion &
I La ecuacion de L, con pendiente m y=mx
b “3 cruzando el origen
. (=1, 1) La ecuacién de L, con x-intercepcion
T4 < ¥ a y y-intercepcion b 2 2oy
4 J La ecuacion de L, con pendiente m y a b
¥ pasando por (x,, ¥,) y—y, =mlx—x
La ecuacién del circulo con centro en 5. x +y =r°
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TABLA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

TABLA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

365

Mg:;‘iﬁ:e Seno Coseno Tangente M;::;:zsde Seno Coseno Tangente
1= L0175 .D998 0175 267 4384 .B988 ABTT
2R L0349 9994 0349 2 4540 8910 5095
3° 0523 .9986 0524 28° 4695 .8829 B317
4° 0698 9976 0699 23° 4848 8746 5543
5° 0872 .9962 0875 30° 5000 .8660 b4
6° 10456 .9845 1051 317 5150 Bh72 6009
7 1219 8925 1228 3a2° .b299 8480 £249
8= 1392 9903 1405 33° 5446 8387 6494
9° .1564 9877 .1584 34° 592 8290 6745

10° 1736 L9848 1763 35° .H736 .8192 1002
11¢ 1908 9816 1944 36° H878 8090 1265
12¢ 2097 9781 2126 37° 6018 LTO86 1536
13° 2250 B744 2309 38° 6157 7880 7813
14° 2419 9703 2493 39° .6293 971 8098
155 .2588 9659 2679 40° 6428 L7660 8351
16° 2756 8613 2867 41° 6561 547 8693
3 B2 2924 9563 3057 42° 6691 7431 L3004
18° .3090 95611 3249 43° L6820 1314 9326
19° 3256 9455 3443 44° 6947 1193 9657
20° .3420 9397 5640 45° 7071 L1071 1.0000
21° .3584 9336 .3839 46° 7193 6947 1.0355
227 8746 9272 4040 479 1314 6820 1.0724
237 .3907 9205 4245 48* L7431 6691 1.1106
24° 4067 9135 4452 49° 1547 6561 1.1504
25° 4226 9063 4663 50° 7660 6428 1.1918
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Mz:;dl:zsde Seno Coseno Tangente IM:g;dlﬁzsde! Seno Coseno | Tangente
51° q771 6293 1.2349 71° .9455 3256 2.9042
520 7880 6157 1.2799 72° 9511 .3090 3.0777
53° 7986 6018 1.3270 73° 9563 2924 3.2709
54° 8090 5878 1.3764 74° .9613 2756 3.4874
559 8192 5736 1.4281 75° 9659 2588 3.7321
56° .8290 5592 1.4826 76° 9703 2419 4.0108
57° 8387 5446 1.5399 770 9744 2250 4,3315
58° .8480 .5299 1.6003 78° 9781 2079 4.7046
59° 8572 5150 1.6643 79° 9816 .1908 5.1446
60° 8660 5000 1.7321 80° .9848 1736 5.6713
61° 8746 4848 1.8040 81° 9877 1564 6.3138
62° 8829 4695 1.8807 82° .9903 1392 7.1154
63° 8910 4540 1.9626 83° 0925 1219 8.1443
64° .8988 4384 2.0503 84° 9945 1045 9.5144
65° .9063 4226 2.1445 85° 9962 .0872 11.4301
66° 9135 4067 2.2460 86° 9976 0698 14.3007
g7° .9205 .3907 2.3559 87° 9986 0523 19.0811
68° 9272 3746 2.4751 88° .9994 0349 2R.6363
69° 9336 3584 2.6051 89° .9998 0175 57.2900
70° 9397 .3420 2.7475 9¢° 1.0000 .0000
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TABLA DE CUADRADOS Y RAICES CUADRADAS
N E N2 N N N? N N N2 VN N N? VN
]
| .
1 1 | 1.000 41 | 1681 | 6.403 81 | 6561 | 9.000 121 | 14641 | 11.000
g | 4 f 1.414 42 | 1764 | 6.481 82 | 6724 | 9.055 122 | 14884 | 11.045
3 | 9 | 1.732 43 | 1849 | 6.557 83 | 6889 | 9.110 123 | 15129 11.091
4 | 16 | 2.000 44 | 1936 | 6.633 84 | 7056 | 9.165 124 | 15376 | 11.136
5 | 25 | 2236 45 | 2025 | 6.708 85 | 7225 | 9.220 125 | 15625 | 11.180
6 36 | 2449 46 | 2116 | 6.782 86 | 7396 | 9.274 126 | 15876 | 11.225
7 49 | 2646 47 | 2209 | 6.856 87 | 7h69 | 9.327 127 | 16129 | 11.269
8 64 | 2.828 48 | 2304 | 6.928 88 | 17744 | 9.381 128 | 16384 | 11.314
9 81 | 3.000 49 | 2401 | 7.000 89 | 7921 | 9.434 129 | 16641 | 11.358
10 100 | 3162 50 | 2500 | 17.071 90 | 8100 | 9.487 130 | 16900 | 11.402
| i
11 121 3.317 51 2601 7.141 91 8281 9.530 131 17161 | 11.446
12 144 | 3.464 52 2704 7.211 92 8464 9.592 132 17424 | 11.489
13 169 | 3.608 53 | 2809 | 7.280 93 | 8649 | 0.644 133 | 17689 | 11.533
14 196 | 3.742 54 | 2816 | 7.348 94 | 8836 | 9.695 134 17956 | 11,576
15 225 | 3.873 55 | 3025 | T7.416 95 9025 | 9.747 185 18225 | 11.619
16 | 256 | 4.000 56 | 8136 | 7.483 9 | 9216 | 9.798 136 | 18496 | 11.662
17 | 289 | 4123 57 | 3249 | 7.650 97 | 9408 | 9.849 137 | 18769 | 11.705
18 324 | 4243 58 | 3364 | 7.616 98 | 9604 | 9.899 188 | 19044 | 11.747
19 361 | 4359 59 | 3481 7.681 99 | 9801 | 9.950 139 | 19321 | 11.790
20 400 | 4472 60 | 3600 | T.746 100 | 10000 | 10.000 140 19600 | 11.832
21 441 | 4583 61 | 3721 | 7.810 101 | 10201 | 10.050 141 | 19881 | 11.874
22 484 | 4890 62 | 3844 | T7.874 102 | 10404 | 10.100 142 | 20164 | 11.916
23 528 | 4798 63 8969 | 7.937 103 | 10609 | 10.149 148 | 20449 | 11.958
24 576 | 4.899 64 | 4096 | 8.000 104 | 10816 | 10.198 144 | 20736 | 12.000
25 625 | 5.000 65 | 4225 | B8.062 106 | 11025 | 10.247 145 | 21025 | 12.042
1
26 | 676 | 5.099 66 | 4356 | 8.124 106 | 11236 | 10.296 146 | 21316 | 12.083
27 | 729 | 5.19% 67 | 4480 | 8.185 107 | 11449 | 10.344 147 | 21609 | 12.124
28 | 784 | 5292 68 | 4624 | B.246 108 | 11664 | 10.392 148 | 21904 | 12.186
20 | 841 | 538 69 | 4761 | 8.307 109 | 11881 | 10.440 149 | 22201 | 12.207
30 | 900 | 5477 70 | 4900 | 8.367 110 | 12100 | 10.488 150 | 22500 | 12.247
31 | 961 | 5568 71| 5041 | 8.426 111 | 12321 | 10.536
32 | 1024 | 5857 72 ) 5184 | B.4B5 112 | 12544 | 10.583
33 | 1089 | 5745 73 | 5329 | 8.544 113 | 12769 | 10.630
34 | 1156 | 5831 74 | 5476 | 8.602 114 | 12996 | 10.677
35 | 1225 | 5916 75 | 5625 | 8.660 115 | 13225 | 10.724
36 | 1296 | 6.000 76 | 5776 | 8.718 116 | 13456 | 10.770
37 | 1369 | 6.083 TT | 5929 | 8775 117 | 13689 | 10.817
38 | 1444 | 6164 78 | 6084 | 8.832 118 | 13924 | 10.863
39 | 1521 | 6245 79 | 6241 | B.888 119 | 14161 ! 10.909
40 | 1800 | 6.325 80 | 6400 | 8.044 120 | 14400 | 10,954




Respuestas a los
problemas complementarios

CAPITULO 1

o

(a) punto; (b) linea; (c) plano; (d) plano; (g) linea; (f) punto
2. (@) AE, DE; (b) ED,CD, BD,FD: (c) AD, BE, CE,EF; (d) F
3, (a) AB=16; (b) AE=103:
4. (a) 18; (b) 90°, (c) 50° (d) 130%; (e) 230°
5. (a) LCBE; (b) £ AEB; (¢) LABE; (d) ABC; £BCD; LBED; (¢) LAED
6. (a) 130% (b) 120°; (c) 75% (d4) 132°
7. (4) 75% (B) 40°% (c) 10%° o 10°20'; (d) 9°11°
8. () 90° (b) 120% (c) 135% (d) 270% (e) 180°
9. (a) 90% (B) 60% (c) 15° (d) 165°
10. (a) ABLBC y AC LCD; (b) 129% (c) 102° (d) 517 (e) 129°
11. (9) AABC, hlpotenusaAB catetos AC yBC
MAACD, hipotenusa AC, catetos AD y cD
ABCD. hipotenusa BC, catetos BD y CD
(h) ADAB y AABC

(¢) AAEB, catetos AE y BE, base AB, vértice del angulo [_AEB
ACED, catetos DE y CE, base CD, vértice del angulo L_CED

12. (a) AR=BR y LPRA=/PRB:(b) LABF=/CBF:(c) LCGA= LCGD; (d) AM =MD

13, (a) veértice L= (b) adyacentes complementarios [3 (c) adyacentes L%

(/) adyacentes suplementarios Ls; (e) complementarios [2; (f) vértice [ =

4. (a) 25°,65% (b) 18.72% (o) 60° 1205 (d) 61° 119%  (e) S0°, 130%
(f) 56° 84  (g) 90° 90°

15. (a) 48, 27% (b) 65°, 25° (¢) 148°, 32°
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CAPITULO 2

1. (@)esH;(p)PesD;(c)Res S (d) E es K; () A es G; (f) los triangulos son figuras geométricas;
(g) un rectangulo es un cuadrilatero

2. (@a=c=fi(b)g=15(c)f=aw; (d)a=h;(e)b=¢
3. (a) 130; (b) 4: (c) si; (d)x=83;(e)y=15(f)x=6;(g) x==6

4. (o) AC=12, AE=11, AF=15 DF=9
(b) msiADC=92°, mLBAE =68, ms FAD =86°, m£{ BAD =128°

5. (@ AB=DF; (b) AB=AC; (c) LECA=/DCB; (d) LBAD= /BCD

6. (a) Silos iguales son divididos por los iguales, los cocientes son iguales. e
(b) Los dobles de los iguales son iguales.
(c) Silos iguales se multiplican por iguales, los productos son iguales.
(d) Las mitades de los iguales son iguales.

7. (a) Silos iguales se dividen entre iguales el resultado es el mismo.
(b) Silos iguales se multiplican por iguales el resultado es el mismo.
(¢) Los dobles de los iguales son iguales.
(d) Las mitades de los iguales son iguales.

8. (4) Su nueva tarifa de pago por hora sera la misma.
(b) Esa existencia tiene el mismo valor.
(¢) Los grupos tienen la misma matricula.
(d) 100°C = 212°F
(e) Sus partes mediran lo mismo.
(f) Tiene un total de $10 000 en los bancos A, By C.
(g) Valen lo mismo.

9. (a) Los angulos verticales son congruentes.
(b) Todos los angulos rectos son congruentes.
(¢) Los suplementos de los angulos congruentes son congruentes.
(d) Las rectas perpendiculares forman angulos rectos y todos los dngulos rectos son congruentes.
() Los complementos de los dangulos congruentes son congruentes.

10. En cada respuesta, (H) indica la hipdtesis y (C) la conclusion.
(a) (H) Estrellas, (C) Centellear.
(b) (H) Avion de propulsién (C) son los mas veloces.
(¢) (H) Agua (C) hierve a 212° Fahrenheit.
(d) (H) Si es la bandera estadounidense (C) sus colores son rojo, blanco y azul.
(e) (H) Si no haces la tarea de la materia (C) No puedes aprender Geometria.
(f) (H) Si el arbitro canta la cuarta bola (C) el bateador pasa a la primera base.
(g) (H) Si A eshermano de By C es hija de B (C) A es tio de C.
(#)  (H) Un angulo bisector (C) divide en angulo en dos partes iguales.
() (H) Si esta dividido en tres partes iguales (C) una linea se trisecta.
(/) (H) Un pentdgono, (C) tiene cinco lados y cinco angulos.
(k) (H) Algunos rectangulos, (C) son cuadrados.
(!} (H) Si los lados se alargan, (C) los angulos no se hacen mas largos.
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(m) (H) Si son iguales y suplementarios, (C) los angulos son angulos rectos.

(n) (H) Si uno de sus lados no es una linea recta, (C) la figura no puede ser un poligono.
11. (a) Un é&ngulo agudo es la mitad de un &ngulo recto. No es necesariamente cierto.

(b) Al tener un triangulo un angulo obtuso es un tridngulo obtuso. C' to.

(c) Si el bateador esta “‘out”, entonces el arbitro canta el tercer “strike”. No es necesariamente cierto.

(d) Sieres mas bajo que yo, entonces yo soy mas alto que td. Cierto.

(e) Si pesamos lo mismo, entonces yo estoy mas pesado que ti. No es necesariamente cierto.
CAPiTULO 3
1. (a) AI=AII=AII, s.as. =s.a.s.; (b) AI=AII, as.a.=as.a,;

(c) AI=AIL=AIIL s.s.5. Ts.5.8.
2. (a) as.a.Tasa; (b) s.as . =s.as.; (c) s.5.5. =s8.8.5.; (d) s.a.s.Fs.as,;

() as.a.=as.a.; (f) s.a.s.=s.as.; (g) s.as Tsas; (h) as.a.=asa.
3. (a) AD=DC; (b) LABD = £DBC; (c) L1= 24; (d) BEZED; (¢) BD=AC; (f) LBAD= /CDA
4. (a) £1=,3, L2=/4 BD=BE; (b) AB=AC,BD=DC, LB=/C;

(c) tE=/C, LA=LF, LEDF=/ ABC
5. (@x=19,y=8;(b)x=4,y=12; (c) x =148, y =12
8. (a) 4Lb=4d, LE= LGy (B) LAZ/1=/4, L25/C;

(¢) 2L1=/5, z4=46, L/EAD=/EDA
9. (a) BE=EC; (b) AB=BD=AD, BC=CD,; (c) BD=DE, EF=FC, AB=7A4C
CAPITULO 4
1. (a) x=105°, y=75% (b) x=060° y=40°% (¢) x=85% y=95% (d) x=350° y=>50%

(6) x=65 y=065 (f) x=40°, y=30% (g x=60° y=120°% (h) x=90°, y =35

(1) x=30°, y=40%  (j) x=80°% y=10% (k) x=30° y=150°, (I) x=85, y=95°
2. (a) x=22°, y=102° (b) x=40° y=100° (c) x=80° y=40
3. (a) Cada angulo mide 105°. (b) Cada angulo mide 70°. (¢) Los angulos miden 72° y 108°.
7. (a) 25; (b) 9; (c) 20; (d) 8
8. (a) 8 (p) 10; (¢) 2; (d) 14
10. (a) P es equidistante de By C. P estd sobre 1 mediatriz de BC.

Q es equidistante de A y B. Q estd sobre 1. mediatriz de AB.
A es equidistante de A, C y D. R estd sobre L mediatriz de AD y CD.
(b) P es equidistante de AB y AD. P estd sobre la mediatriz de /_A.

.
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Q es equidistante de AB y BC. Q estd sobre la mediatriz del L B.
R es equidistante de BC, CD y AD. R estd sobre la mediatriz de /_C y [_D.
11. (a) P es equidistante de AD, AB y BC. Q es equidistante de AD y AB y es equidistante de A y D. R es
equidistante de AB y BC y es equidistante de A y D.
(b) P es equidistante de AD y CD y es equidistante de B y C. Q es equidistante de A, By C. R es
equidistante de AD y CD y es equidistante de A y B.
12. (@) x=50° y=110°% (b) x=065", y=065" (¢) x=30° y=100% (d) x=351° y=112%
(e) x=152°, y=40° (f) x=120°, y=90°
13. (a) x=55°, y=125% (b) x=280° y=290% (¢) x=256° y=068% (d) x=100° y =30
() x=30° y=120% (f) x=90° y=30°
14. (a) 18° 54°, 108°% (b) 40° 50°, 90°% (c) 36° 36° 108% (d) 36°, 72°, 108°, 144°;
(e) 50°, 75% (f) 100°, 60° y 20°
16. (2) Como x = 45, cada angulo mide 60°.
(b) Comox = 25, x + 15 = 40 y 3x — 35 = 40; cada angulo mide 40°.
(c) Si2x, 3x y 5x representan los angulos, x = 18 y 5x = 90; 0 sea, uno de los angulos mide 90°.
(d) Sixy5x— 10 representan los dngulos desconocidos, x = 21 y 5x — 10 = 95; es decir, uno de los
angulos mide 96°.
17. (a) 7 L= derechos, 30 L= derechos; (b) 1 620°, 5400°, 180 000°; (c) 30.12, 27, 202
18. (a) 20°, 18°, 9% (b) 160°, 162°, 171%; (¢) 3, 9, 20, 180; (d) 3, 12, 36, 72, 360
19. (a) 65°, 90° 95°, 110% (b) 140°, 100°, 60°, 60°
20. (a) Al = Alll por hipotenusa & hipotenusa; (b) Al = Alll por s.a.a. = s.a.a.
CAPITULO 5
1. (o) x=15,y=25; (b) x=20, y=130; (¢) x =20,y =140 ~
4. (a) OEFGH,; () mABCD y EBFD; (¢) m=GHKIJ, HILK, GILJ,
(d) ACHB, CEFH
5. (a) Dos lados son congruentes y |I. (b) Los lados opuestos son congruentes. (c) Los dngulos opuestos
son congruentes. (d) AD y BC son congruentes y paralelos (AD = EF = BC).
6. (@) x=6, y=12: (by x=5,y=9; (¢) x=120, y=30; (d) x=15, y=45
7. (@) x=14, y=6; (b) x=18, y=4%; (¢) x=8.y=5; (d) x=3,y=9
10. (a) x=5,y=7,; (b} x=10, y =35 (¢) x=24, y=17%;
(d) x=8, y=4; () x=125, y=125; (f) x=11, y=118
13. (@) x=6,y=40; (b)) x=3,y=53;(c) x=81,y=22
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4. (a) x=28, y=25%; (b) x =12 (como y no une los puntos medios, la proposicién 3 no se aplica);
(c)x=19,y=231

15. (@) m=19; (b) b’ =36; (c) b=T73
16. (a) x=11, y=33; (b) x=32, y =26; (c)x=12,y=36
17. (a) 223; (b) 70
18. (a) 21; (b) 30; (c) 14; (d) 26
CAPITULO 6
5. (a) cuadrado; (b) triangulo isdsceles; (¢) trapezoide; (d) triangulo derecho
6. (a) 140% (b) 60 (c) 90%; (d) (180~ x)°; (€) x° (f) (90 + x)°
7. (a) 100% () 50°, 80°; (c) 54° 27 (d) 45° (&) 35% (f) 45°
8. @x=22 (BLy=6 (©)AB + CD = 22; (d) perimetro = 44; (o) x = 21: (f)r =14
9. (a) 0; (b) 40; (c) 33; (d) 7
10. (a) tangente externa; (b) tangente interna: (c) los circulos son 5 unidades separadas; (d) coincide

11.  (a) concéntrico; (b) tangente interna: (¢) tangente externa; (d) afuera de las demés
(e) la menor estd-completamente adentro de la mds grande; (f) de superposicién

13. (a) 40; (b) 90; (c) 170; (d) 180; (e) 2x; (f) 180 —x: (£) 2x — 2y

14 (a) 20; (b) 45; (c) 85; (d) 90; (€) 130; (f) 174; (g) x; (h) 90 — dx; (i) x— y

15. (a) 85; (b) 170; (c) ¢; (d) 2i; (e) 60; (£) 30

16. (a) 60,120,180, (b) 80,120,160; () 100, 120, 14; (d) 36, 144, 180

17. (a) mlx=136% (b) my =111 (¢) mLx=130°; (d) mLy = 126°; (e) msx =110% (f) my=T7°
18. () 135% (b) 90% (¢) (180—x)°%; (d) (90+x)7; (e) 100%; (f) 80°; (g) 55° (h) 72°

19. (a) 85% (b) y°; (c) 110% (d) 95°% (e) 72° (f) 50° (g) 145°; (k) 87°

20. (a) 50; (b) 60

2. (8) m¥=65°, my=65% (b) mLx=90°, mLy =55% (c) mLx =37, mLy=50°

22. (a) 19; (b) 45; (c) 69; (d) 90; (e) 125; (f) 167; (g) 4x; (h) 180 — ix: () x+y

23. (a) 1105 (b) 135; (c) 180; (d) 270; (e) 180 —2x; (f) 360 —2x; (g) 2x —2y; (h) 7x
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25.
26.
27.

29.

31.

32.

33.

3s,

37.

GEQOMETRIA PLANA

(a) 45°% (b) 60° (c) 30° (d) 18°

(a) m%=120°, mLy = 60°; (b) mLx=62°, mLy =28 (c) mLx=46°, mLy =58
(@) 75% (b) 75%; (c) 115% (d) 100° (e) 140° (f) 230° (g) 80°; (h) 48°

(a) 85% (b) 103 (c) 80°% (d) 72°% (e) 90°% (f) 110% (g) 130% (k) 110°

(a) mE =68°, mLy =95% (b) mLx=90°, mLy=120° (c) m¥ = 34°, my =68°

(a) 30°; (b) 37°; () 20%; (d) 36% (e) 120°% (£} 130° (g) 94°: (h) 25°

(@) 45% (b) 75% (c) 50% (d) 363°% (€) 90°% (f) 140°; (g) 115% (k) 45% (i) 80°

(a) 20%; (b) 85% (c) (180 — x)°; (d) (90 + x)°; () 90°% (F) 25% (&) 42° (h) 120° (¥) 72% () 110% (k) 145%
(1) (180 = y)°; (m) 240% (n) (180 + x)%; (o) 270°

(a) mx =43°, mLy =43°% (b) mx =190°, m~Ly = 55% (¢) mx =140°, mLy = 40°

(@) 120% (b) 150°%; (c) 180°%; (d) 50°; (e) 223; (f) 45°

(a) mx =150 my = 40°; (b) mx =190°, my =70°; (¢) mx =252°, my = 108°

(a) 25% (b) 39% (c) 50°% (d) 30% (e) 40° (f) 76°% (g) 45° (k) 95% (i) 757 () 120°

(@) 74°; (b) 90°% (¢) 55% (d) 60° (e) 40 (f) 37° () 84°; (h) 110°% (i) 66% (j) 98%; (k) 75% (1) 79°
(@) mLx=120°, mLy=60% (b) msx=45, mLy=22%% () mix=36", mLy=T2

(@) mx=40°, mLy=80°% (b) mx =45, mLy =673° (¢c) mLx =78, mLy=103°

CAPITULO 7

(@4 ®) L O @@L @E®LEGOL M K25 0m) 205 ()55 ()3
(@) 6; (B) %5 (©) 45 (d) 35 (e) 35 () 35 (8) 25 (B) 250; (i) 355 (J) 8 (k) 3: (1) 3

(a) 2:3:10; (h) 12:6:1; (c) 5:2:1; (d) 1:4:7; (e) 4:3:1; {F) . 8521k
(g) 50:5:1, (h) 6:2:1; (i) 8:2:1

@ % @ 12, (© % @5 (@6 () ¥ (@ 5 (B
@B % )1 k) 35 D) 60 (m) 33 (m) @ (0 0 (p) 14

@5 ® 3605 @ @2 (N5 @3 03 O 15410 () 3:2:1; () Fex::
() 6:5:4:1

(a) 5x y 4x, suma = 9x; (b) 9x y x; suma = 10x; (©) 2x, 5x y 11x; suma = 18x;
(d) x, 2x, 2x, 3x y 7x; suma = 15x



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

21.

22.

25,

27.
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(@) Sx+4x=45,x=5,25 y 20° (b) S5x+4x=90, x=10, 50° y 40%
(¢) Sx+4x=180, x=20, 100° y 80% (d) Sx+d4x+x=180, x=18,90° y 727

(@) /x+6x=91,x=7,4%,6 42° y 397 (b) Tx+5x=180, x =15, 105°, 90° y 75
(¢) 7x+3x=90,x=09, 63° 54 y 45% (d) 7x+6x+5x=180, x =10, 70°, 60° y 50°

(a) 16; (b) 16; (¢) x6; (d) +2V3; (&) £5; (f) 2; (g) bela; (k) =6y
(a) 21: (b) 42; (¢) =6; (d) £5V3; (e) 8; (f) +4; (8) 3; (h) =Vab
(a) 15; (b) 3; (c) 6; (d) 23; (€) 35; (f) 30; (g) 32; (h) 6a

(@) 6; (b) 6; (c) 3; (d) 4b; (e) VIO; (f) VZT 0 3V3; (g) VPq; (k) aVb

d h 3 1 - b
@s=cs@ o=t =2z -Fi 3
& b A x .1 h . X
(0)525;(b)§=1;(6);=§;(d) = e

Sélo (b) no es una proporcion como 3(12) # 5(7); o sea, 36 # 35.

£ 9 x 4 ol x_b _ab ¥ 1
Wg=5 Gl T =51 @ =g =5 1 W3~ 5~

(a) ds (b) 35; (c) (d) 4

Il
BT
—_
™
g
[3o]
Bl =
I
Altn
9
Il
=3
LN

(a) 21; (b) 35 ()

(a) 16; (b) 65%; () 10
36

| . 3x
(a) si, puesto que 1 = £ ; (b) no, pues i3 # Z: (c) si, porque % T

(@) 12; (b) 8; (c) 60

(a) 15; (b) 15; (c) 63

(a) 35% (b) 53°

(a) a=16; (b) b=15; (c) c =126

(¢) LABE=/EDC, L/BAE=/DCE (también vert. L= hacia E)
(b) LBAF= /FEC, /B= /D (también [_EAD & [ BFA)

(¢) £LA=LEDF, £tF=/BCA

(d)y LAZELA, LB=LC

() £LC=/LD, LCAB=/LCAD

(fy LA=LA, LC=LDBA

(¢) £D=/B, L AED= /FGB; (b) LADB=/ABC, LA= LA,
(¢) £ABC=/AED, /BAE=/EDA
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29.

32.

33,

57

39.

43.

45.

47.

49.

50.

51.

52.

53.

55.

56

7.

58.

59.

GEOMETRIA PLANA
(a) LC=LF, % =%; (b)) LA=2A, B =%;(c) LB=/B, %5=%
@E=m=%OE=-B=-%08=%5=5
(a) g=20; (b) p=8; (c) b=7; (d) a=12; (¢) AB=35; (f) d=23
(a) 8; (b) 6; (c) 263
(a) 42 pies; (D) 66 pies
(a) 8:5; (b) 3:5; (c) partido por la mitad (en cada caso)
(a) 15; (b) 60; (c) 25, 35, 40; (d) 4; (e) 6, 3
(a) 3:7; (b) 7:2; (¢) cuadruplicado; (d) 7

(a) 5; (b) 14; (¢) 6; (d) 5; (e) 12; (f) 13; (g) 48; (h) 2

30, 18

(a) 8; (b) 6; (c) 12; (d) 5; (&) 7; (f) 12; (g) 30; (h) 73; (i) 5; (j) 8
(a) 8; (b) 13; (c) 21; (d) 6; (¢) 9; () 14; () 3; (h) 8

(@) a=4, h=V120 2V3; () c=9, h=V200 2V5;(c) g=4 y b=V8 o 4V5;
(d) p=18, h=VI0B=6V3

(@) 25; (b) 39; () VAL; (d) 10; (¢) TV2

(@) b=16; (b) a=2VT; (c) a=8; (a; b=2V3; (e) b=5VZ; (f) b=V3
(a) 9, 12; (b) 10, 24; (c) 80, 150%; (d) 2V3, 4V5
(a) 41; (b) 5V3

(a) 12; (b) 10V2; (¢) 5V5

Todos excepto (h)

(&) Si; (b) no, puesto que (2x)? + (3x)? # (4x)?

(a) 8; (b) 6; (c) V19, (d) 5V3

(a) 15; (b) 2V5; (c) 6

(a) 16; (b) 30; (c) 4V3; (d) 10

(a) 10; (b) 12; (c) 28; (d) 15

(a) 5; (b) 20; (¢) 15; (d) 25




>3 RESPUESTAS A PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS
60. (a) 12; (b) 24
61. 12
62. 30
63. (@) 10and 10V3; (b)) 7V3 y 14; ()5 y 10
64. (a) 11V3; (b) aV3; (¢) 48; (d) 16V3
65. (@)25 y 25V3; (b)) 35 y 35V3
66. (a) 28, 8V3; (b) 17, 14V3 B
67. (a) 17VZ; (b) aVZ; () 34VZ; (d) 30
68. (a) 20VZ; (b) 40V2
69. (a) 45, 13V2; (b) 11, 27VZ; (¢) 15V2, 55
70. 4V2
71. 6V32, 5V2
CAPITULO 8
1. (a) 0.4226, 0.7431, 0.8572, 0.9998; (b) 0.9659, 0.6157, 0.2756, 0.0349;
(¢) 0.0699, 0.6745, 1.4281, 19.0811; (d) senoy tangente (e) coseno;
(f) tangente
2. (a) x=20% (b) A=29% {¢) B=T71% (d) A'=21% (e) y=45% (f) Q=69
(g) W=19% (k) B'=6T
3. (a) 26°; (b) 47°; (c) 69°; (d) B?; (e) 40°; (f) 74°; (g) 7°; (h) 27°; (i) 80®; (j) 13° pues sen x = 0.2200;
(k) 45° como seno x = 0.707; (/) 59° pues cos x = 0.5200; (m) 68° porque cos x = 0.3750;
(n) 30° como cos x = 0.866; (0) 16° pues tan x = 0.2857; (p) 10° dado que tan x = 0.1732
4. (@) senA=%, cos A=2 tan A= 3; (b) senA=1% cos A=%, tan A= };
7
(c) senAzT? ,Cos A=2 tan A= %
5. (@) mZA=27° comocos A = 0.8900; (b) m<LA=58 pues sen A = 0.8500;
(c) m£LA=52° comotan A = 1.2800
6. (a) msB=42° pues sen B = 0.6700; (b) m<B=74" pues cos B = 0.2800;
(¢) mLB=68 puestan B = 2.500; (d) m<B=30"puestan B = (.577
8. (a) 23°, 67° (b) 28, 62° (c) 16°, 74°%; (d) 10°, 80°
9. (a) x=188, y =313; (b) x =174, y =250; (c) x =123, y =182

‘ _4
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=]

10. (a) 82 pies; (b) 88 pies

11. 136 pies

12, (&) 2 530 pies; (b) 2 560 pies
13. (a) 21 pulgadas; (b) 79 pulgadas
14. 14

15. 16 y 18 pulgadas

16. 31 pies

17. 15 yardas

18. (a) 1 050 pies; (b) 9 950 pies
19. 7

20. 282 pies

21. (a) 81°% (b) 45°

22. (a) 22 pies; (b) 104 pies

23. 754 pies

24. 404 pies

25, (a) 295 pies; (b) 245 pies; (c) 960 pies
26. (a) 234 pies; (b) 343 pies

27. (a) 96 pies; (b) 166 pies

28. (a) 9.1; (b) 22

CAPITULO 9
1. (a) 99 pulgadas cuadradas; (b) 3 pies cuadrados o 432 pulgadas cuadradas; (c) 500; (d) 120;
(e) 36v3; (f) 100V3; (g) 300; (h) 150
2. (a) 48; (b) 432; (c) 25V3; (d) 240
3. @7y4(b)12y6:(c)9y6;(d)6y2;(e)10y7;(f)20y 8
4. (a) 1 296 pulgadas cuadradas; (b) 30} yarda cuadrada; (c) 100 decimetros cuadrados (100 dm?)

5. (a) 225; (b) 123: (c) 3.24; (d) 64a%; (&) 121; (£) 63; (g) 9% (k) 325 (i) 40%; (J) 64
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

2

27.

29.

30.

31.

[

(a) 128; (b) 72; (c) 100; (d) 49; (e) 400

(a) 1600; (b) 400; (c) 100

(a) 9; (b) 36; (c) 9VZ; (d) 43: (e) 3V2

(a) 235 (b) 52; () 10; (d) 5VZ; (o) 6; (f) 4

(a) 16 pies cuadrados; (b) 6 pies cuadrados u 864 pulgadas cuadradas; (¢) 70; (d) 1.62 m?
(a) 3x%; (b) £* +3x; (c) x¥* —25; (d) 12¢° + 11x +2

(a) 150; (b) 54V2; (¢) 56V3; (d) 60; (e) 11: (f) 55
(a) 36; (b) 15; (c) 16
(@) 22: (b) 20; () 9; () 3; (&) 15; (f) 12; (8) & (W) 7

(a) 11 pulgadas cuadradas; (b) 3 pies cuadrados o g yarda cuadrada; (c) 4x — 28; () 1053
(€) 2x* + 18x; (f) ¥x* — 16): (g) ¥* — 9

(a) 10; (b) 5VZ; (c) 24V/3; (d) 623; (e) 29; (f) 46

(a) 15; (b) 64; (c) 18V3; (d) 8V3; () 24; () 20

(a) 84: (b) 48; (c) 30; (d) 120; (¢) 148; (f) 423; (g) 8V3; (W) 9

(a) 24; (b) 2; (c) 4

(@) 8; (b) 10; (c) 8; () 18; (¢) 93; (f) 123; () 12: (1) 18

(a) 25V3; (b) 36V3; () 12V3; (d) 25V3; (e) b*V3; (f) 4x°V3; (g) 3r°V3
(@) 2V3; (b) £V3; (c) 24V3; (d) 18V3

(a) 24V3; (b) 54V3; () 150V3

(a) 15; (b) 8 (¢) 125 (d) 5

() 140; (b) 69; (c) 225; (d) 60VZ; (e) 94

(a) 150; (b) 204; (c) 39; (d) 64V3; (e) 160

@4 B T8y @Iy 610y 5

@17y %(®)23 y 13517 y 1@ 55 ()13

() 36; (b) 38%; (0) 12V3; (d) 12x7; (e) 120; (f) 96; (&) 18; () /7, (i) 32V3; (j) 98V3
(a) 737; (b) 14; (c) 77

(a) 10; (b) 12 y 9;(c) 20 y 10; (d) 5; (e) VID
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32.

37.

38.

39.

41.

42.

GEOMETRIA PLANA

12

(@) 1:49; (b) 49:4; (c) 1:3; (d) 1:25; () 81:x%; (f) 9:x; (g) 1:2

(a) 49:100; (b) 4:9; (c) 25:36; (d) 1:9; (e) 9:4; (f) 1:2

(@) 10:1; (b) 1:7; (c) 20:9; (d) 5:11; (e) 2: y; (f) 3x:1; (g) V3:2; (h) 1:VZ; (i) x:V5; () VE:4

(@) 6:5; (b) 3:7; (¢) V3:1; (d) V5:2; (e) V3:30 1:V3
(a) 100; (b) 123; (c) 12; (d) 100; (e) 105; (f) 18; (g) 20V3

(a) 12; (b) 63; () 48; (d) 23; (e) 45

CAPITULO 10

1.

2.

3.

10.

11.

12,

13,

14.

15.

16.

17.

18.

(a) 200; (b) 24.5; (c) 112; (d) 13; (e) 9 (f) 33; (g) 4.5
(@) 12%; (b) 23.47; (c) 7V3; (d) 18.5; (e) 3V2

(a) 24° (b) 24°; (c) 156°

(a) 40° (b) 9; (c) 140°

(a) 15% (b) 15°% (c) 24

(@) 5% (b) 72 (c) 175°

(a) octagono regular; (b) hexagono regular; (c) triangulo equilatero; (d) decagono regular; (e) cuadrado;

{f) dodecégonc regular (12 lados)
(@) 9; (b) 30; (c) 6V3; (d) 6; (e) 13V3; (f) 6; (g) 20V3; (k) 60
(a) 18VZ; () TV2; (c) 40; (d) 8VZ; (e) 3.4; (£) 28; (g) 5V3; (k) 2V3

(@) 30V3; (b) 14; (c) 27; (d) 18; (e) 8V3; (f) 4V3; (g) 48V3; (k) 42; (i) 6; (7) 105 (k) 3V3; (1) 3V3

(a) 817; (b) 3078
(@) 54V3; (b) 96V3; (e) 600V3

(a) 576; (b) 324; (c) 100

(a) 36V3; (b) 27V3; (c) ¥V3; (d) 144V3; (e) 3V3; (f) 48V3
(a) 10; (b) 10; () 5V3

(a) 18; (b) 9V3; (c) 6V3; (d) 3V3

(a) 1:8; (b) 4:9; (¢) 9:10; (d) 8:11; (e) 3:1; (f) 2:5; (g) 4V2:3; (h) 5:2



19.

20,

21.

22,

23.

25,

27.

29.
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32.

33.

35.

37.

39.

RESPUESTAS A PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

(a) 5:2; (b) 1:5; (c) 1:3; (d) 3:4; (e) 5:1

(@) 5:1; (B) 4:7; (c) x:2; (d) V2:1; (¢) V3:y; (f) vX:3VZ 0 VIx:6
(a) 1:4; (b) 1:25; (e) 36:1; (d) 9:100; (e) 49:25

(a) 12m; (b) 147; (¢) 10m7; (d) 2aV3

(@) 9m; (b) 257; (c) 64m; (d) L7r; (e) 187w

(@) C=10m, A=25m; (b) r=8, A=64w; (¢ r=4, C=8x

(a) 12m; (b) 47; (¢) Tm; (d) 26m; () 8wV3; (f) 37

(a) 987; (b) 18; (c) 32m; (d) 257; (e) 72a; (f) 1004

(@) (1) C=8w, A=167; (2) C=4V3nm, A=127

(b) (1) C=16m, A=64m; (2) C=8V37, A =48

() (1) C=12m, A=367;(2) C=6m, A=97

(d) (1) C=16m, A=64m; (2) C=8n, A=167

(&) (1) C=20V2m, A=2007; (2) C=20m, A=100%

(f) (1) C=6V2n, A=18m; (2) C=6m, A=97

(a) 10 pies; (b) 17 pies; (¢c) 3V5 pies o 6.7 pies

(@) 2m; (b) 107; (c) 8; (d) 11m; (e) 6r; (f) 10x

(@) 3m; (b) 125; (c) Sm; (d) 2m; () m; (f) 4w

(a) 6m; (b) w/6; (¢) 25mw/6; (d) 25m; (e) 43; (f) 13; (g) 24 (k) 87/3

(a) 6m; (b) 20; (¢) 37; (d) 167

(a) 120% (b) 240°; (c) 36%; (d) 180°; (e) 135% (f) (180/m)° o 57.3° al mds cercano a 10

(a) 72° (b) 270° (c) 40°% (d) 150°; (e) 320°
(a) 90°; (b) 270° (c) 45%; (d) 36°

(@) 125 (b) 9; (c) 10; (d) .6; (e) 5; (f) 3V2
(a) 4; (b) 10; (c) 10 cm;-(d) 9

(a) 6m —9V3; (b) 24w —36V3; () 3w — 3V3; (d)%_ r:@ (@ 2? o

(a) 47 —8; (b) 1507 — 225V3; (¢) 247 — 36V3; (d) 167 —32; (€) 507 — 100

(a) ? —16V3; (b) 247 — 16VZ; (¢) % - 16

381
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j .
a1 (a) 167“ — 43 (b) ?""' —4V3; (c) 47 -8

42. (ai 127 — 9V3; (b) 3w — 2V3; () 9w — 18

43. (@) 200 —257/2; (b) 48 + 267r; () 25V3 —257/2; (d) 1007 — 96; (e) 128 — 32m; (f) 3007 + 400,
(g)t 394r; (R) 100 .

4. (a) I'536‘:1-', (b) 36V3+ 187; (c) 14a

CAPiTULO 11

b

1. La descripcién de cada lugar geométrico se deja al lector.

N

2. Los diagramas se dejan al lector.
(a) Lalinea paralela a la orilla y a la mitad de la distancia entre ellas.
(b) La bisectriz (mediatriz) perpendicular del segmento que une las dos figuras.
(c) La bisectriz (mediatriz) del angulo entre las figuras.
(d) El par de bisectrices (mediatrices) de los angulos entre las figuras.

3. Los diagramas se dejan al lector.
(2) El circulo que tiene al origen como centro y la distancia dada como radio.
(b) Un circulo concéntrico, fuera de éste, y la distancia marcada fuera de él.
(¢) Elpar de lineas paralelas a cada lado de la fila y a 20 pies de ésta.
(d) _,Un circulo gue tiene el centro del reloj como centro y las manecillas del reloj como su radio.

4. (4) EF; (b) GH; (¢) EF; (d) GH, () EF; (f) GH; (g) AB; (h) 90° son de A a G con B como su centro
5-,1'(a) AC; (b) BD; (c) BD; (d) AC; (e) E

6. En cada caso la letra se refiere a la circunferencia del circulo. (a) A; (b) C; (¢) B; (d) A; (e) C;
(A y C (9B

7. La'desgripcién de cada lugar geométrico se deja al lector.
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8. (a) EF; (b) GH; (c) linea paralela a AD y EF a la mitad entre ellas; (d) EF; () BC, (f) GH
9. La explicacion se deja al lector.
(ﬂ') . !R -----
T8
! 5
Al B
Tk
B4
|
@
\. F
AN B
N
. P
_____ -—\‘-—————-
\\ D
C \
\
10. (@) La interseccion de los dngulos bisectados.
(k) La interseccién de dos de las L bisectrices de los lados.
(¢) La interseccién de la L bisectriz de AB y |a bisectriz del /_B
(d) La interseccion de la bisectriz del /_C y un circulo con C como centro y 5 como radio.
(e) Lainterseccion de dos circulos, uno con B como centro y 5 como radio y el otro con A como centro y
10 como radio
1. (a) 1;(b) 15 (c) 4; (d) 2; (&) 2; () 1
CAPITULO 12
L. AG3,0); B(4,3); C(3,4); D(0,2); E(-2,4); F(-4,2); G(=1,0); H(=33,-2); I(=2,-3); J(0, -4);
K(1%,-23); L(4, —21)
3. Perimetro del cuadrado formado de 20 unidades; su area es de 25 unidades cuadradas.
4. El area del paralelogramo = 30 unidades cuadradas.

El érea del ABCD = 15 unidades cuadradas.
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10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.
18.
19.
21.

22.

23.

25.
26.
o7
28.

29.
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F

(a) (4,3); (b) (23,33); (c) (—4,6); (d) (7, —5); (e) (=10, =23); (£) (0,10); (g) (4, —1); (h) (=5, ~22);

(#) (5,5); (§) (=3, —10); (k) (5,6); () (0,—3)
(@) (4,0),(0,3), (4,3); (b) (=3,0),(0,5), (-3,5)

»

(d) (4,6), (4,9), (3,8); (e) (2,-3), (=2,2), (0,5);

(C) (63 _Z)a (0, _2)3 (63 OJ
(f) (=3.0), (3,3), (0,-13)

(@ (0,2), (1,7), (4,5), 3,0);  (b) (-2,7), (3,6), (6,1), (1,2);

(¢ (=1.2),(3,3), 3,—4), (-1,-5); (d) (-2,1), (4,23), (7.-4), (1,-73)

(a) (2,6), (4,3); (b) (1,0). (0, =23); (¢) punto medio comun, (2,2)

(a) (=2,3); (b) (=3, -6); (c) (=13, -2); (d) (a, b); (e) (24,3b); (f) (a, b+ ¢)

(a) M(4,8); (b) A(=1,0); (c) B(6, —3)
(a) B(2,31); (b) D(3,3); (c) A(=2,9)

(@) Pruebe que ABCD es un paralelogramo (a partir que sus lados opuestos son congruentes) y

tiene un /_ derecho.
(b) El punto (3,2}) es el punto medio de cada diagonal.

{¢) 8I, a partir que el punto medio de cada diagonal tiene su punto comin.

(a) D(3,2), (13,1); (b) E(0,2), (3,1);

(c) No, si se parte de que el punto medio de cada media no es un punto comuin.

(a) 5; (b) 6; () 10; (d) 12; (e) 5.4; (f) 7.5; (8) 95 (h) a
(a) 3,3, 6; (b) 4, 14, 18; (¢) 1, 3, 4; (d) a, 2a, 3a

(@) 13; (&) 55 (¢) 15; (d) 5; (e) 10; () 15; (8) 3V2; (h) 5VZ; (i) VIO, (J) 2V5; (k) 4; () aV2

(a) AABC; (b) ADEF; (¢) AGHJ; (d) AKLM no es un A rectangulo.

(a) 5V2; (B) V5; (¢) V65

(@) 10; (b) 5; () VZ; (d) 13; () 4; (f) 3

(a) sobre; (b) sobre; (¢) fuera; (d) sobre; (e) adentro; (f) adentro; (g) sobre.

(@) 2; (6) 35 () 35 (d) 35 (€) 25 (f) 1s () 53 (M) =25 (1) =3; () 3; (K) =1; (D 1

(a) 3; () 4 () —3: (d) =75 () 55 (f) 0; (&) 3 (W) 5 () —4; () —3; (k) =L (1) =25 (m) 5; (n) 6

(o) —4; (p) -8

(@) 72% (b) 18°; (<) 68°; (d) 22°; (e) 4% (f) O°

(@) 0.0875; (b) 0.3057; (c) 0.3640; (d) 0.7002; () 1; (f) 3.2709; (g) 11.430

(a) 0% (b) 25° (c) 45% (d) 55% () 7% (f) 27°% (g) 37% (h) 53° (i) 66°

(@) BC, BD, AD, AE; (b) BF, CF, DE; (¢

(@) 0; (b) sin inclinacion; (¢) 5: (d) —5; (e) 0.5; (f) —0.0005

AF, CD;

(d) AB, EF




30.

31.

32.

33.

5.

37,

38.

39,

41.

42,

43.

47.

49.

50.

RESPUESTAS A PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS 385

(a) 0; (b) sin inclinacion; () sin inclinacion; (d) 0; (6) 5 (f) —1: (g) 2
(@) 3; (B) 3: (¢) —1; (d) 6

(@) =2 () =1, (0) =35 (d) =55 (&) =10: (f) 15 (g) %; (A) #; (i) sin inclinacién; () 0
(@) 0; (b) —2; (c) 3; (d) —1

(@) —2; (8) 3; () =3

(@) —3; () 15 () 2; (d) —1

(@ =35 (6) 33 (o)

(a) y (b)

(a) 19; (b) 9; (¢) 2

(@x=-5B)y=35(@y=3 y y==-3(d)y=-5(@x=4 y x=—4(f)x=5 y x=-1;
(g)y=4, () x=1; (i) x=9

(@) x=6; (b)) y=5;(c) x=6; (d) x=5; (&) x=6; (f) y=3

) B=e 2 ke =RtEy (8 y=y=% (@) -3=l @ rra=1)
)y Fw=Skalisy=g=ty.  (2) a=¢ ¥ #=—p (Bl sy

{a) la linea tiene y-intercepcion 5, pendiente 2; (d) Ialinea pasa por el origen, pendiente };
(b) lalinea pasa a traveés de (2,3), pendiente 4; (e) la linea tiene y-intercepcion 7, pendiente —1;
(¢) lalinea pasa a través (-2,—3), pendiente ; (f) la linea pasa por el origen, pendiente }

(@) y=4x; (b) y=—-2x; (c) y=3x0 2y=3x; (d) y=—2%x0 5y=—2x; (e) y=0

(@) y=4x+5, (b)) y=-3x+2;(c)y=3ix—10 3y=x-3;(d) y=3x+8; (e) y= —4x—3;
(fly=2x0 y—2x=10

y—3 ¥y 5

y_4__ " 9. . . ! o R TR -
(a) x—1_2 o y=2x+2; (h) e 2 0 y=2x+T7; (c) P o y=2x+8§;
<l
(@) yx7=2 o y=2x-7
=2 +2 1
(@) y=4x; (b) y=4x +3; () =5 =3; (@) T = 55 () y=2x

X1 d+1
(@) Circulo con centro en el origen y radio 7; (b) x* + y? = 16, (C) x* + }* = 64y x2 + y* = 4
(@) X +y* =25 () X+ ¥’ =8L; () X’ +y =40 x*+y* =144

(a) 3; (b) : () 2, (@) V3

Eg ;j jfjjﬁ:“(j;) {j)f =_121;4(c2>fz+2y23=ao 9x* +9y? =4; (d) ¥ +y> =30 4x’+4y*=0;
2 X Y =30 &x i s
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51. () 10; (b) 10; (¢) 205 (d) 20; (&) 75 (f) 25
52. (a) 16; (b) 12; (¢) 20; (d) 24

53. (a) 10; (b) 12; (c) 22

4. (a) 5; (b) 13; (¢) 7}

55. (a) 6; (b) 10; (¢) 1.2

56. (a) 15; (b) 49; (c) 53

57. (a) 30: (b) 49; (c) 88; (d) 24; (e) 16; (f) 18

CAPITULO 13

1. (@) <; (b) >; () >3 (d) =: (&) =5 (f) <
2. (@) > () > (@ <5 (d) =

3. (@)= (0) <5 (0) < (d) >

4. (a) mas; (b) menos

5 (@)= 0)=0 < @) > < (<

6. (). (@) yle

7. (8 5aT7; (b) 6 a10; (c) 4a10; (d)3a9; (e) 2 a 8; (f)1a13

8. (4) 2B, LA, £C; (b) DF, EF, DE; (c) £3, £2, £1
9. (a) mLBAC>m.ACD; (b) AB> BC

(b) LBOC, LAOB, LAOC; (c) AD, AB=TD, BC;

10. (a) E;ﬁ, C;
(d) OG, OH, 0

CAPITULO 14

1. (a) Adornos, joyeria, anillo, anillo de bodas; (b) vehiculo, automévil, automaévil comercial, camioneta;
(¢) poligono, cuadrilatero, paralelogramo, rombo;
(d) éngulo, dngulo obtuso, triangulo obtuso, triangulo iscsceles obtuso.

2. {a) Un poligono regular es un poligono equilateral y equiangular.
(b) Un triangulo isésceles es un triangulo con lo menos dos lados congruentes.
(¢) Un pentagono es un poligono con cinco lados.
(d) Un rectdngulo es un paralelogramo con un angulo recto.
(g) Un dngulo inscrito es un angulo formado por dos cuerdas y que tiene su vértice sobre la
circunferencia del circulo.
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Un paralelogramo es un cuadrilétero cuyos lados opuestos son paralelos.

Un angulo obtuso es un angulo mas grande que un angulo recto y menor que un angulo
derecho.

X + 2+ 4; (b) 3y = 15; (¢) Ella no te ama. (d) Su marca fue mayor de 65.

Joe no es mas pesado que Dick. (f)a + b = ¢

Una figura no cuadrilatera no tiene diagonales congruentes. Falso (por ejemplo, cuando se aplica
a un rectangulo o un poligono regular).

Un triangulo no equiangular no es equilatero. Cierto.

Una persona que no se ha graduado es casada. El inverso es falso cuando se aplica a las
solteras.

Un nimero que no es cero es un numero positivo. El inverso es falso cuando se aplica a los
nimeros negativos.

Verdad reciproca, verdad inversa, verdad contrapositiva
Falsa reciproca, falsa inversa, verdad contrapositiva
Verdad reciproca, verdad inversa, verdad contrapositiva
Falsa reciproca, falsa inversa, verdad contrapositiva

Reciprocidades parciales: intercambio (2) y (3) o (1) y (3).
Inversas parciales: negacion: (1} y (3) o (2) y (3).

Reciprocidades parciales: intercambio (1) y (4) 0 (2) vy (4) o (3) y (4).
Inversas parciales: negacion (1) y (4) 0 (2) y (4) 0 (3) y (4).

Necesario y suficiente; (b) Necesario pero no suficiente;
Ni necesario ni suficiente; (d) Suficiente pero no necesario;
Necesario y suficiente; (f) Suficiente pero no necesario;

Necesario pero no suficiente

CAPITULO 17

1. (a)
()
2. (a)
3. (a)
(@)
4. (a)

6(7°) 0 294 yardas cuadradas; (b) 2(8)(63)+2(8)(14) +2(64)(14) o 510 pies cuadrados
4(3.14)30° u 11304m>  (d) 2(3.14)(10)(10 +41) o 911 varas cuadradas

36° o 46 656 pulgadas cibicas (b) 100% o 1000 000 cm®

27 pulgadas cubicas; (b) 91 pulgadas cubicas; (c) 422 pulgadas cubicas;
47 pulgadas cubicas; (e) 2 744 pulgadas cubicas

3(81)(8) o 204 pulgadas cubicas; (b) 2(9)(9) o 162 pies cubicos; (¢) 1(6)(6.4) o 13 pies cubicos

5. (a) 904 m>; (b) 1130 pies cubicos; (c) 18 pies cubicos

6. (a)

V=1inr'h;, (b)) V=1ish; (¢) V=4wh, (d) V=31

2 wl*w

2 (b) Iwh + = 2 (€) 3mr°
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CAPITULO 18
1. (a) C; (b) D; (¢) B; (d) AD
2. Rectangulo A'C'B'D', donde A" = A, C' = D, B =ByD =C
3. cierto
4. AB, CD, EF (donde E = punto medio de AD, F = punto medio de CB) y GH (donde G = punto medio
de AC, H = punto medio de DB).
6. Cada uno tiene un eje de simetria.
7. (@) B'=(-2.0); (b) A"=(-2,-2); (o) (O, 0); (d) AA’OB', donde A"y B' son (-2,-2) y (—2,0)
8. (a; E: (b) C; (¢) DC; (d) B'C’, donde B'=(-1,1) y C'=(1,-1);
(e) A'B'C'D', donde A' =D, B'= C,C'=B,D'=A
9. (a) (3,11); (b) (7,8): (o) (1,3): (d) (2,4
10. A'=(2,6), B'=(2.7), C'=(4,7), D' =(4,6)
11. h=-3, k=—4; T(-8,-6)=(—11, —10)
12. (a) (4,-3); (b) B+ h,T+Kk); (c) (et h, f+Kk) (d) (5,2)
13. (@ EF; (b)) E'=(1,1), F'=(,0); (o) E'=(0,2), F'=(1,1);
(dy O'=0,E'=E,F'=F
14. (a) (—1,4); (b) (—3,0); (c) y'x, donde y'=(-3,0) y x'=(-1,4)
15. 0'=0,E' =(0,-1), FF=(—1,0); AE'O'F’ es la imagen
16. (a) (0,-1) y (-L1); () (0,1) y (=1,0);
(¢) O'A'B'C’, donde O’ =0, A'=(0,1), B'=(-1,1), y C'=(-1,0)
17. (a) (—1,1); (6) (3, —3); (¢) (0,0); (d) (5,30)
8. n=3;(0,-%
19. (@) 0'=0,A =(0,3), B'=(3,0); laimagen es AOA'B’; (b)punto medio= (3, 3);

la imagen es (2, 3)
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Bisectores: Congruentes, angulos, correspondientes, 39

angular de triangulos, 12 Congruentes, arcos interceptados, 117

construccion de, 293-296 Congruentes, circulos, 4, 107

de angulos, 8 Congruentes, lados correspondientes, 39

de lados, perpendiculares, 12 Congruentes, segmentos, 94

de lineas, 2 Congruentes, triangulos, 39-48

de triangulos, angulo, 12 Conos, 321, 324

perpendiculares, 8 Conos circulares, 324
Brujula de navegacion, 7 circular recto, 324

circulares; 324
truncados, 324
Construccion de, 291-306
bisectores y perpendiculares, 293-295
circulos, 301-302
lineas paralelas, 300-301
triangulos similares, 305
triangulo, 296-299
Continuas, razones, 139
Contrapositivas de afirmaciones, 283
Conversos:
de proposiciones, 31, 283
parciales, de teoremas, 286
Coordenadas, 243
Coordenada, geometria, formulas para la, 362
Correspandientes, angulos, 55
Cosenos, razones de, 183
Cuadradas, tabla de raices, 364
Cuadrado, principio del, 165
Cuadrado unitario, 195
Cuadrados, 72, 90-94
areas de, 195-196
de numeros, tablas de, 364
diagonales de, 92
Cuadrados, medida en, 332-334
Cuadrantes, 243
Cuadrilateros, 72
areas de, 256
Cuarto proporcional, 140
Cubica, uridad, 322, 334
Cubos, 321, 322
Cubos, medida en, 334-335
Cuerdas, 4, 105
interseccion de, 157
Curvas lineas, 1

Caras:

de poliedros, 321

laterales de prismas, 322
Centros:

de circulos, 4

de poligonos regulares, 213

linea de los, de dos circulos, 112
Cerradas, areas de figuras planas, 195
Cilindros, 321, 324

circulares, 324

circular recto, 324
Circulos, 4, 105-125

afuera de cada cual, 114

areas de, 218

circunferencias de, 4, 105, 218

circunscritos, 106

concéntricos, 62, 106

congruentes, 107

construccién de, 301-303
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iguales, 107

inscritos, 106
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interseccion de, formulas para la, 361

intersectan, que se, 113

linea de centros de dos, 112

mayores, 325

menores, 325

segmentos de, 220

segmentos intersectando dentro y fuera de, 157-159
Circulo, teoremas sobre la desigualdad de, 271-273
Circunferencias de circulos, 4, 105, 218-219
Circunscripcion de poligonos regulares, 303-305
Circunscritos, circulos, 106

Circunscritos, poligonos, 106 Decégonos, 72

Colineales, puntos, 251-252 Deducciones, 21

Combinadas, dreas de figuras, 223-224 Deductivo, razonamiento, en geometria, 282-283
Combinados, volumenes, 338 demostracion por, 21-22

Complementarios, angulos, 14 Definiciones, adecuadas, 281

Concéntricos, circulos; 62, 106 Definidos, términos, 281, 282-283

Conclusiones, 31-32 Delta (), 247
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Congruentes, angulos, 8 experimento y, 22
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Dilatacion, 354
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Eje de simetria, 343
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Equivalentes, proposiciones logicamente, 284-285
Escalenos, triangulos, 11
Esferas, 321, 325
Espacio, extensién de los principios de geometria
plana a los principios de geometria en el, 326-331
Experimento, demostracion y, 22
Exterior, circulos tangentes por el, 113
Externos, angulos, 55
Extremos de proporciones, 141

Figuras, 2
combinadas, areas de, 223-224
geometricas, 291
planas, areas de, 195
segmentos mas cortos entre, 61-62
Fijos, puntos, 341
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lugares geometricos en, 253-255
Geométricas, figuras, 291
Geometricos, postulados, 24
Grados, 6-7
Graficas, 243-244
puntos en, 243

Heptagonos, 72
Hexagonos, 72

regulares, 326
Hexaedros, 326
Hipotesis, 11, 23-25, 31-32, 283
Horizontal, escala numérica, 243
Horizontales, lineas, 188

lcosaedros, 326
Identidad, postulado de, 24
Iguales, circulos, 107
lguales, productos, de longitudes de
segmento, 156-157
Imagenes, 341
bajo reflexiones, 345-348
de puntos, 342
de triangulos, 343
Inclinacién de lineas, 249
Indefinidos, términos, 1-2, 282-283
Indirecto, razonamiento, 275-276
Inscritos, angulos, 117
Inscritos, circulos, 106
Inscritos, poligonos, 106
Inscritos, poligonos regulares, 303-305
Iintercepcion de arcos, 105
Internamente, circulos tangentes, 113
Internos, angulos, 55-56
alternos, 56
Interseccidn de
cuerdas, 157
lugares geometricos de puntos, localizacion de
puntos por medio de, 236-237
secantes, 157
segmentos dentro y fuera de circulos, 157-159
tangentes y secantes, 157
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Intersectados, circulos, 113
Inversas:
de proposiciones, 283
parciales de teoremas, 286
Isosceles, trapezoides, 85
Isdsceles, triangulos, 11, 44-45

Lados:
de angulos, 6
de poligonos, 155
de triangulos:
alturas sobre, 12
bisectores perpendiculares de, 12
correspondientes conaruentes, 39
Lados de triangulos rectos,
Laterales, caras de prismas, 322
Latitud, paralelos de, 325
Lineas, 1
curvas, 1
de los centros de dos circulos, 112
de simetria, 343
de vision, 188
ecuaciones de, 253
horizontales, 188
inclinacién de, 249
paralelas (véase paralelas, lineas)
pendientes de, 249-253
perpendiculares (véase Perpendiculares, lineas)
rectas, 1
reflexiones a, 341, 343
Linea, segmentos de, 2-3
combinacién de, 292-293
Linea, simetria con respecto a una, 343
Logicamente equivalentes, proposiciones, 284
Longitud, 325
Lugar geométrico de, 233-239
demostrar el, 238-239
determinar el, 233-236
en geometria analitica, 253-255
interseccién de, localizacién de puntos por
medio de, 236-237
puntos, 233-234
Lugar geométrico, extension de los principios sobre
328-331
Lugar geométrico, teoremas sobre, 233-234

Mayor que, simbolo para, 269
Mayores, circulos, 325
Media de proporciones, 141
Media propercional, 141

en angulos rectos, 153-160
Medianas:

alturas y, 154

de trapezoides, 85, 95

de triangulos, 12, 95
Medicion, demostracion y, 22
Medida:

cuadrada, 332-334

cubica, 334-335
Menor que, simbolo para, 269
Menores, circulos, 325
Meridiano, 325
Métodos de demostracién, 21-34
Minutos, 7
Misma forma, poligonos de la, 201-203

Navegacion, brujula de, 7
Necessrias, condiciones, 287-288
Negacion de una proposicion, 283
Negativas, pendientes, 250
Nonagonos, 72

Numeérica, escala, 243

r

Observacion, 22
Obtuso, angulo, 7
Obtuso, triangulo, 12
Octagonos, 72
Octaedros, 326
Ordenada, 243
constante, 253
misma, 246
Origen de la escala numérica, 243

Paralelas, lineas, 55-61

construccion, 300-301

pendiente de, 251
Paralelas, postulado sobre lineas, 57
Paralelas, tres o mas, 94-95
Paralelepipedos, 322
Paralelogramos, 87-94

areas de, 196-197

diagonales de, B7
Paralelos de latitud, 325
Parciales, conversos, de teoremas, 286
Parciales, inversos, de teoremas, 286
Particidn, postulado de, 24
Particulares, proposiciones, 21
Patrones en reflexiones, 348
Pendiente de lineas, 248-252

positiva y negativa, 250-251
Pentagonos, 10
Perimetro de poligonos, 155
Perpendiculares, bisectores, 8

de lados, 12
Perpendiculares, lineas, 8

construccién, 293-296

pendiente de, 251




Pi (n), 218
Piramides, 321, 323
regulares, 323
truncadas, 323
Pitagoras, teorema de, 160-164
Plana, geometria, 2
extensidn a geometria sdlida, 321-338
Planas superficies, 2
Plancs, 2
transformaciones de, 341
Planos, angulos, 322
Poliedros, 321
regulares, 326
Poligonos, 10, 71-72
circunscritos, 106
del mismo tamafio o forma, 201-204
inscritos, 106
regulares (véase regulares, poligonos)
similares (véase similares, poligonos)
suma de los angulos de, 71-75
Poligonos de n-lados, 71, 72, 73
Positivas, pendientes, 250
Postulados, 23-25
algebraicos, 23-24
geometricos, 24
Postulado de adicién, 24
Postulado de la multiplicacion, 24
Postulado sobre poiencias, 24
Primo, meridiano, 325
Principios. 29
Prismas, 322
rectos, 322
Productos iguales de longitud de segmentos, 156-157
Proporcionales, segmentos, 143-147
Proporciones, 140-143
Proposiciones:
contrapositivos de, 283
conversos de, 31, 283
del tipo, si entonces, 31
del tipo, sujeto-predicado, 31
duales, 326-331
formas de, 31
generales, 21
inverso de, 283
I6gicamente equivalentes, 284
negativas, 283
particulares, 21
Punto, simetria con respecto a un, 344-345
Puntos, 1
colineales, 3, 251-252
distancia entre, 246-249
en graficas, 243
fijos, 341
imagenes de, 342
localizacion de, por medio de lugares
geomeétricos que se intersectan, 236-237
lugar geométrico de los, 233
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Puntos medios:
de segmentos, 245-246
de triangulos trapezoides, 85

Radio, 4, 105

de poligonos regulares, 213
Rayos. 2 :
Razon:

continua, 139 ~

de las tangentes, 183
de los cosenos, 183
de los senos, 183
de segmentos y area de poligonos regulares, 218
de similitud, 154
trigonométrica, 183-187
Razonamiento:
deductivo (véase Deductivo, razonamiento),
directo, 275
indirecto, 275-276
mejoramiento del, 281-288
silogismos, 21
Reciprocos negativos, 251
Rectangulos, 90-94
" Areas de, 195-196
diagonales de, 91
Rectangulos, triangulos, 11, 183
especiales, 164-165
férmulas para, 362
media proporcional en, 159-160
Rectas, lineas, 1
Rectas, segmentos de lineas, 2
Rectos, angulos, 7, 8
cilindros circulares, 324
conos circulares, 324
prismas, 322
Reflexién, angulos de, 7
Reflexion, postulado de, 24
Reflexiones, 341-348
con respecto a lineas, 341
imagenes bajo, 344-348
patrones en, 348
Regla, 291
Regulares, piramides, 323
Regulares, poliedros, 326
Regulares, poligonos, 213-215
angulos centrales de, 213
apotemas, 213
areas de, 217
centros de, 213
circunscritos, 303-305
inscritos, 303-305
radio de, 213
razén de segmentos y areas de, 218
relacién de segmentos en, 218
Respuestas a los problemas complementarios, 365
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GEOMETRIA PLANA

Resta de angulos, 9
Resta, postulado de la, 24
Rombos, 90-94
areas de, 200-201
diagonales de, 91
Rotacion, simetria con respecto a, 353
Rotaciones, 9, 351-354

Secantes, 105
interseccion de, 157
y tangentes, interseccion de, 157
Sectores, areas de, 220-223
Segmentos, 2, 154
areas de, 220-223
congruentes, 94
de circunferencias, 220
de linea (véase Linea, segmentos de)
duplicacion, 292-293
interseccion interior y exterior de,
a circunferencias, 157-159
mas corto entre figuras, 61-62
productos iguales de longitud de, 156-157
proporcionales, 143-147
punto medio de, 245-246
razon de, y areas de poligonos regulares, 218
relacién de, en poligonos regulares, 177-178
Segundos, 7
Semicirculos, 4, 105
Senos, relacion entre, 183
Si entonces, proposiciones, 31
Silogismos, razonamiento por medio de, 21
Simbolos de desigualdad, 269
Simetria:
gjes de, 343
linea con respecto a una, 343
lineas de, 343
punto, con respecto a un, 344-345
rotacion, con respecto a una, 353-354
Similares, poligonos, 147
comparando areas de, 203-204
Similares, triangulos, 147-154
construccion, 305-306
Similitud, 139-167
Sélida, extensiones a geometria, 326-332
Solidos, 321-326
areas de, 332-334
rectangulares, 322
volumenes de, 334-335
Suficiente, condicion, 287-288
Sujeto-predicado, proposiciones del tipo, 31
Suma de angulos, 9
de poligonos, 71-75
de friangulos, 66-71
Superficies, areas de, 332-334
Superficies planas, 2

Suplementarios, angulos, 14
Suplementarios, respuestas a los problemas, 365
Sustitucion, postulado de, 24

Tamafo, poligonos del mismo, 201-203
Tangentes, 105

interseccion de secantes y, 157
Tangentes, razon de, 183
Teoremas, 29, 283

angulos, sobre, 29-30

congruencia de, 75-77

conversos parciales de, 286

de Pitagoras, 160-164

demostracion de, 33-34

geometria analitica, por medio de, 2567-258

importantes, demostracion de, 309-319

inversos parciales de, 286

lugares geométricos, sobre, 233-234
Términos;

definidos, 281, 282-283

indefinidos, 1-2, 282-283
Tetraedros, 326
Transformacional, geometria, 341-356
Transformaciones, 341

de planos, 341

propiedades de las, 356
Transitividad, postulado de, 23
Transportador, 6
Transversa, 55
Trapezoides, 85-86

areas de, 199-200

isésceles, 85

medianas y puntos medios, 95
Traslaciones, 348-351
Tridngulos, 10-14

agudos, 12

angulos, bisectrices de los, de, 12

areas de, 197-199, 255

clasificacion de, 11

congruente, 39-48

construccién de, 296-299

equilateros, 11, 44-47

escalenos, 11

imagenes de, 343

isdsceles, 11, 44-45

lados de (véase Lados de triangulos)

lineas especiales en, 12

medianas en, 12

obtusos, 12

puntos medios y medianas de, 95

rectos (véase Rectos, triangulos)

semejantes (véase Semejantes, triangulos)

suma de los angulos internos de, 66-71
Triangulo, teoremas sobre la desigualdad

del, 270-271




']

Tridimensionai, extensiones de |a geometria

analitica al espacio, 331
Trigonometria, 183-189

Trigonométricas, razones, 183-187
Trigonométricas, tabla de funciones, 363

Truncados:
conos, 324
piramides, 323

Unidad:
cuadrada, 195
cubica, 322, 334

Valor absoluto, 246
Vertical, escala numérica, 243

{NDICE

Vértices, 6
de piramides, 323
de poliedros, 321
de triangulos, 11
Volumenes de sdlidos, 334-335
combinados, 338

x de, valor, 246
x, coordenadas de las, 243
X, eje de las, 243

y de, valor, 246

y, coordenada de las, 243

y, eje de las, 243

y, interseccion con el eje de las, 253
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